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ФУНКЦIЯ ЧУТЛИВОСТI ХЕМОТАКСИСУ
ДЛЯ СИСТЕМИ ЗI СФЕРИЧНОЮ ГЕОМЕТРIЄЮУДК 577.3

У статтi розв’язується задача визначення функцiї чутливостi хемотаксису для си-
стеми, що має геометрiю сфери. Функцiя чутливостi хемотаксису використовується
як характеристика неоднорiдностi розподiлу бактерiй в системi, де є атрактант.
За наявностi атрактанту бактерiї розподiляються в системi вiдповiдно до розподi-
лу атрактанту. При цьому важливу роль вiдiграє геометрiя системи, межовi умови,
режим пiдведення атрактанту та регулювання кiлькостi бактерiй в системi. Нами
розглядається система, в якiй бактерiї розподiленi по поверхнi сфери. Концентрацiя
атрактанту в системi регулюється шляхом фiксацiї концентрацiї атрактанту на по-
люсах сфери з використанням тонкого капiляру. Кiлькiсть бактерiй в системi вважає-
ться фiксованою. Для такої системи отримується аналiтичний вираз для функцiї чу-
тливостi хемотаксису. Отриманi результати можуть бути корисними при пояснен-
нi поведiнки бактерiй в реальних системах зi складною геометрiєю та при обробленнi
експериментальних даних.
К люч о в i с л о в а: хемотаксис, бактерiя, атрактант, концентрацiя, розподiл.

Спостерiгаючи, можна багато побачити.

Йогi Берра

1. Вступ. Закони руху бактерiй

Хемотаксис як явище полягає в тому, що деякi
види джгутикових бактерiй (такi, як Escherichia
coli) можуть реагувати на розподiл певної речови-
ни, яка називається атрактантом, рухаючись в на-
прямку збiльшення її концентрацiї [1–6]. Важли-
вим є те, що процес руху бактерiї в середовищi є
випадковим. Отже, вiдповiднi залежностi мiж роз-
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подiлом бактерiй i розподiлом атрактанту є стати-
стичними. Бiльше того, ланцюжок взаємодiй, якi
вiдбуваються в процесi руху бактерiї, є багато-
етапним, що суттєво ускладнює його теоретичний
аналiз [7–9].

Бактерiї, якi здатнi вiдчувати наявнiсть атра-
ктанту в системi (атрактантом, наприклад, мо-
же бути цукор), реєструють атрактант у навко-
лишньому середовищi за допомогою спецiальних
рецепторiв. Справа, однак, у тому, що розмiр ба-
ктерiї занадто малий, i тому бактерiя не здатна на
таких малих вiдстанях “визначити” градiєнт кон-
центрацiї атрактанту. Натомiсть бактерiї застосо-
вують алгоритм руху, який власне й дозволяє їм
у кiнцевому випадку змiщуватись у напрямку зро-
стання концентрацiї атрактанту. А саме, бактерiя
рухається певний час рiвномiрно i прямолiнiйно, а
потiм випадковим чином змiнює напрямок руху.
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Стани, в яких це вiдбувається, називають там-
блiнгом. Ключова обставина в цiй схемi пов’язана
з тим, що частота тамблiнгу залежить вiд кiль-
костi атрактанту, зареєстрованого бактерiєю пiд
час руху. Правило таке, що чим бiльше було за-
реєстровано атрактанту, тим менша частота там-
блiнгу, а отже, i менша ймовiрнiсть того, що ба-
ктерiя змiнить напрямок руху. Наприклад, якщо
йдеться про одномiрний рух бактерiї, то пiд час
тамблiнгу вона з однаковою ймовiрнiстю 0,5 мо-
же змiнити напрямок руху на протилежний або
не змiнювати напрямок руху. Ця ймовiрнiсть не
залежить вiд кiлькостi зареєстрованого атрактан-
ту. Однак вiд кiлькостi зареєстрованого атрактан-
ту залежить ймовiрнiсть виникнення тамблiнгу в
кожен момент часу. Ця ймовiрнiсть зменшується
при збiльшеннi кiлькостi зареєстрованого бактерi-
єю атрактанту. Якщо через 𝐴𝑡 позначити подiю,
яка полягає в настаннi тамблiнгу в певний промi-
жок часу, а через 𝐵𝑡 позначити подiю, яка полягає
у змiнi напрямку руху бактерiї, то ймовiрнiсть змi-
ни напрямку руху бактерiї 𝑃 (𝐵𝑡) визначатиметься
так:

𝑃 (𝐵𝑡) = 𝑃 (𝐵𝑡|𝐴𝑡)𝑃 (𝐴𝑡), (1)

де 𝑃 (𝐴𝑡) є ймовiрнiсть настання тамблiнгу, а умов-
на ймовiрнiсть 𝑃 (𝐵𝑡|𝐴𝑡) = 0,5 є ймовiрнiсть змiни
напрямку руху за умови, що тамблiнг має мiсце.
Як зазначалося вище, ймовiрнiсть 𝑃 (𝐴𝑡) зменшує-
ться при збiльшеннi кiлькостi зареєстрованого ба-
ктерiєю атрактанту. А це означає, що зменшується
i ймовiрнiсть 𝑃 (𝐵𝑡) того, що бактерiя змiнить на-
прямок руху.

Якщо рух не одномiрний, то ситуацiя, зрозумi-
ло, ускладняється, однак на якiсному рiвнi все за-
лишається як i ранiше: змiна напрямку руху пiд
час тамблiнгу вiдбувається випадково (з рiвно-
мiрним розподiлом випадкового вектора, що опи-
сує напрям руху бактерiї), а ймовiрнiсть настання
тамблiнгу залежить вiд кiлькостi зареєстрованого
атрактанту.

Хоча ця проста схема й пояснює, чому викори-
стовуючи описаний алгоритм бактерiї можуть ви-
значати областi з найвищою концентрацiєю атра-
ктанту, такий пiдхiд (заснований на аналiзi сто-
хастичних процесiв) є складним у застосуваннi
(принаймнi, для отримання аналiтичних результа-
тiв). Тому нерiдко використовують альтернативнi
пiдходи.

2. Постановка задачi.
Феноменологiчна модель

Для практичного застосування зручною є фено-
менологiчна модель, в основi якої система нелiнiй-
них диференцiальних рiвнянь дифузiйного типу.
Ця модель, хоча й має певнi обмеження, викори-
стовувалася для дослiдження рiзних систем з хе-
мотаксисом i добре себе зарекомендувала [10–14].
Модель базується на пiдходi з досить довгою та
успiшною iсторiєю [15–21].

Щоб формалiзувати задачу, введемо такi позна-
чення. Позначимо через 𝑎(r, 𝑡) концентрацiю атра-
ктанту в системi в точцi r в момент часу 𝑡. Через
𝑏(r, 𝑡) позначимо концентрацiю бактерiй в системi
в точцi r в момент часу 𝑡. Змiна розподiлу атра-
ктанту з часом визначатиметься рiвнянням дифу-
зiйного типу
𝜕𝑎

𝜕𝑡
= 𝐷𝑎Δ𝑎, (2)

де 𝐷𝑎 є коефiцiєнтом дифузiї, а через Δ позначено
оператор Лапласа.

Для потоку бактерiй j𝑏(r, 𝑡) в точцi r в момент
часу 𝑡 в рамках моделi пропонується такий вираз:
[10–14]:

j𝑏 = −𝐷𝑏∇𝑏+
𝑘𝑏∇𝑎

(𝑎0 + 𝑎)2
. (3)

У цьому виразi в правiй частинi перший доданок
описує процес дифузiї, а другий доданок пов’яза-
ний з ефектом хемотаксису. Через 𝐷𝑏 позначено
коефiцiєнт дифузiї, параметри 𝑘 та 𝑎0 є феномено-
логiчними, а через ∇ позначено оператор градiєн-
та. Тодi рiвняння, що визначає просторово-часовий
розподiл бактерiй у системi визначатиметься рiв-
нянням
𝜕𝑏

𝜕𝑡
= −∇j𝑏. (4)

Наведенi вище рiвняння, якщо їх доповнити межо-
вими та початковими умовами, в принципi дозво-
ляють встановити, як розподiл бактерiй та атра-
ктанту змiнюється з часом в кожнiй точцi системи.
Однак з практичної точки зору iнтерес викликає
стацiонарний випадок, коли розподiл бактерiй та
атрактанту не змiнюються з часом. Саме такi си-
туацiї вивчаються та аналiзуються на емпiричному
рiвнi. У результатi для розподiлу атрактанту ма-
тимемо

Δ𝑎 = 0. (5)
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Рис. 1. Геометрiя системи. Бактерiї та атрактант розподi-
ленi по поверхнi сфери, для пiдведення атрактанту викори-
стовується капiляр

Просторовий розподiл бактерiй визначатиметься
так:
𝐷𝑏∇𝑏+ 𝑘𝑏∇

(︁ 1

𝑎0 + 𝑎

)︁
= 0. (6)

Доповнивши рiвняння (5) та (6) межовими умова-
ми, отримаємо коректно сформульовану задачу.

Як зазначалося ранiше, ми розглянемо систему з
геометрiєю сфери фiксованого радiуса 𝑅. Бактерiї
та атрактант розподiленi на поверхнi сфери. Пiдве-
дення атрактанту виконуватиметься в наступний
спосiб. Через полюси сфери проходить капiляр ра-
дiусу 𝑟 ≪ 𝑅, за допомогою якого контролюється
розподiл атрактанту на поверхнi сфери в областi,
де вона контактує з капiляром. Геометрiю системи
проiлюстровано на рис. 1.

Ми розглядатимемо систему, в якiй межовi умо-
ви мають радiальну симетрiю. Тому властивостi
системи не залежатимуть вiд полярного кута, а
лише вiд азимутального кута 𝜃, що вiдраховується
вiд верхнього полюса й змiнюється в межах вiд 𝜃0
до 𝜋− 𝜃0, де кут 𝜃0 визначає напрямок на капiляр
(див. рис. 1) i має мiсце очевидне спiввiдношення

sin(𝜃0) =
𝑟

𝑅
. (7)

Враховуючи явний вираз для оператора Лапласа в
сферичних координатах для випадку фiксованого
радiуса й вiдсутностi залежностi вiд полярного ку-
та, для розподiлу атрактанту з (5) отримуємо таке

рiвняння:

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin(𝜃)

𝜕𝑎

𝜕𝜃

)︂
= 0. (8)

При цьому 𝜃0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋− 𝜃0, а межовi умови вважа-
тимемо такими:

𝑎(𝜃 = 𝜃0) = 𝐴, (9)

𝑎(𝜃 = 𝜋 − 𝜃0) = 0. (10)

Фактично, ми виходимо з того, що в нижнiй части-
нi на межi капiляру (при 𝜃 = 𝜋 − 𝜃0) концентра-
цiя атрактанту нульова (атрактант вiдсутнiй), а на
верхнiй межi капiляру (при 𝜃 = 𝜃0) пiдтримується
постiйне значення 𝐴 для концентрацiї атрактанту.

Розподiл бактерiй у системi визначатиметься
рiвнянням

𝐷𝑏
𝜕𝑏

𝜕𝜃
+ 𝑘𝑏

𝜕

𝜕𝜃

(︂
1

𝑎0 + 𝑎

)︂
= 0. (11)

Це рiвняння доповнюється додатковим спiввiдно-
шенням

2𝜋𝑅2

𝜋−𝜃0∫︁
𝜃0

sin(𝜃) 𝑏 (𝜃) 𝑑𝜃 = 𝐵, (12)

де через 𝐵 позначено загальну кiлькiсть бактерiй
у системi.

Результати моделi.
Розподiл бактерiй в системi

Рiвняння (8)–(12) є вихiдними для отримання iн-
формацiї про розподiл атрактанту та бактерiй.
Зокрема, на основi рiвняння (8) та межових умов
(9) та (10) отримуємо такий вираз для розподiлу
атрактанту:

𝑎(𝜃) =
𝐴

2

⎛⎝1 + ln
(︁
1−cos(𝜃)
1+cos(𝜃)

)︁
ln

(︁
1−cos(𝜃0)
1+cos(𝜃0)

)︁
⎞⎠. (13)

Пiсля нескладних перетворень визначаємо зв’я-
зок мiж розподiлом бактерiй та розподiлом атрак-
танту:

𝑏(𝜃) = 𝐵0 exp

(︂
− 𝑘

𝐷𝑏(𝑎0 + 𝑎(𝜃))

)︂
, (14)
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причому залежнiсть 𝑎(𝜃) дається спiввiдношенням
(13), а константу 𝐵0 знаходимо з умови (12):

𝐵0 =
𝐵

2𝜋𝑅2
𝜋−𝜃0∫︀
𝜃0

sin(𝜃) exp
(︁
− 𝑘

𝐷𝑏(𝑎0+𝑎(𝜃))

)︁
𝑑𝜃

. (15)

Спiввiдношення (13)–(15) визначають стацiонарнi
розподiли атрактанту i бактерiй в системi. Цi роз-
подiли залежать вiд межових умов, а саме, вiд зна-
чень параметрiв 𝐴 та 𝐵. Бiльше того, нас цiка-
вить не сам розподiл бактерiй як такий, а степiнь
його неоднорiдностi. Для цього потрiбно викори-
стати спецiальну числову характеристику, яка би
давала уявлення про характер розподiлу бактерiй.

3. Неоднорiднiсть розподiлу
бактерiй. Функцiя чутливостi хемотаксису

Як характеристику неоднорiдностi розподiлу ба-
ктерiй використаємо функцiю чутливостi хемо-
таксису 𝐹 (𝑆) (залежить вiд областi 𝑆, для якої
визначається). Формальне визначення цiєї функцiї
полягає в тому, що вона є вiдношенням середнього
значення для кiлькостi бактерiй по певнiй пiдобла-
стi до середнього значення для кiлькостi бактерiй
в системi, мiнус одиниця [7, 12]:

𝐹 =

1
𝑆

∫︀
𝑆

𝑏𝑑𝑆

1
Ω

∫︀
Ω

𝑏𝑑Ω
− 1, (16)

де через 𝑆 позначено область, для якої визнача-
ється функцiя чутливостi хемотаксису, а через Ω
позначено область всiєї системи. За такого визна-
чення функцiї чутливостi хемотаксису її нульове
значення вiдповiдає ситуацiї, коли середня кон-
центрацiя бактерiй в областi (для якої визначе-
но функцiю чутливостi хемотаксису) дорiвнює се-
реднiй концентрацiї бактерiй по системi. Додатне
значення функцiї чутливостi хемотаксису озна-
чає, що концентрацiя бактерiй вища за середню,
а якщо концентрацiя бактерiй нижча за середню,
то функцiя чутливостi хемотаксису матиме вiд’єм-
не значення.

Як зазначалося, функцiя чутливостi хемотакси-
су залежить вiд областi, для якої розраховується
середня концентрацiя бактерiй. Зазвичай, її роз-
раховують для областi контакту капiляру, через

який пiдводиться атрактант до системи, з систе-
мою. Для цього є двi важливi причини. Перша
пов’язана з тим, що в цiй областi концентрацiя
атрактанту найбiльша, тому найбiльшою буде й
концентрацiя бактерiй. Отже, значення функцiї
чутливостi хемотаксису для цiєї областi давати-
ме уявлення про максимально можливу неоднорi-
днiсть у розподiлi бактерiй. Друга причина пов’я-
зана з тим, що на практицi iдентифiкувати концен-
трацiю бактерiй в цiй областi найпростiше, тому в
перспективi отриманi для цiєї областi теоретичнi
оцiнки можуть бути корисними i в прикладному
планi.

Якщо функцiю чутливостi хемотаксису розрахо-
вувати для тонкої полоски товщини ℎ ≪ 𝑅 навко-
ло областi, де капiляр пiд’єднується до сфери, то
за умови граничного переходу ℎ → 0 матимемо та-
кий вираз:

𝐹 (𝜃 = 𝜃0) = 4𝜋𝑅2 𝑏(𝜃 = 𝜃0)

𝐵
− 1. (17)

Тут ми врахували, що загальна кiлькiсть бактерiй
на поверхнi сфери є сталою i дорiвнює 𝐵, а також
знехтували (оскiльки радiус капiляра 𝑟 ≪ 𝑅) тим
фактом, що частина поверхнi сфери (на полюсах)
закрита капiляром.

Прийнявши до уваги той факт, що вiдповiдно до
(9) маємо мiсце 𝑎(𝜃 = 𝜃0) = 𝐴, з урахуванням (14)
та (15) отримаємо

𝑏(𝜃 = 𝜃0) =
𝐵

2𝜋𝑅2

exp
(︁
− 𝑘

𝐷𝑏(𝑎0+𝐴)

)︁
𝜋−𝜃0∫︀
𝜃0

sin(𝜃) exp
(︁
− 𝑘

𝐷𝑏(𝑎0+𝑎(𝜃))

)︁
𝑑𝜃

,

(18)
i вiдповiдно

𝐹 (𝜃 = 𝜃0) = 2
exp

(︁
− 𝑘

𝐷𝑏(𝑎0+𝐴)

)︁
𝜋−𝜃0∫︀
𝜃0

sin(𝜃) exp
(︁
− 𝑘

𝐷𝑏(𝑎0+𝑎(𝜃))

)︁
𝑑𝜃

− 1.

(19)

У цьому виразi нас цiкавитиме як значення фун-
кцiї чутливостi хемотаксису змiнюється при змi-
нi межових умов, а саме, як функцiя чутливостi
хемотаксису залежить вiд концентрацiї атрактан-
ту, що пiдводиться в систему через капiляр. Вiдпо-
вiдний аналiз можна реалiзувати лише в числово-
му виглядi, для чого слiд виконати обезрозмiрення
вiдповiдних спiввiдношень.
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4. Кiлькiсний аналiз.
Вплив концентрацiї атрактанту
на неоднорiднiсть розподiлу

Позначимо для зручностi 𝜆 = 𝑘
𝐷𝑏𝑎0

i покладемо та-
кож 𝐴 = 𝑎0 ·10𝑝, де 𝑝 є безрозмiрний параметр. Нас
цiкавитиме залежнiсть функцiї чутливостi хемота-
ксису 𝐹 (𝑝) вiд параметра 𝑝. При цьому параметри
𝜆 та 𝜃0 вважатимемо фiксованими.

У нових позначенням маємо таке:

𝐹 (𝑝) =
2 exp

(︁
− 𝜆

1+10𝑝

)︁
𝜋−𝜃0∫︀
𝜃0

sin(𝜃) exp
[︁
− 𝜆

𝑍(𝑝,𝜃)

]︁
𝑑𝜃

− 1, (20)

де

𝑍(𝑝, 𝜃) = 1 +
10𝑝

2

⎡⎣1 + ln 1−cos(𝜃)
1+cos(𝜃)

ln 1−cos(𝜃0)
1+cos(𝜃0)

⎤⎦. (21)

Числовi розрахунки показують, що залежнiсть
𝐹 (𝑝) не є тривiальною. А саме, вона має суттєво не-
лiнiйний куполоподiбний характер. Величина пiка
збiльшується при збiльшеннi значення параметра
𝜆. На рис. 2 цю залежнiсть проiлюстровано для
декiлькох значень параметра 𝜆.

Рис. 2. Функцiя чутливостi хемотаксису 𝐹 (𝑝). Суцiльна
лiнiя вiдповiдає значенню 𝜆 = 2, пунктирна лiнiя вiдповiдає
значенню 𝜆 = 1, а штрихована лiнiя вiдповiдає значенню
𝜆 = 0,5. У всiх випадках параметр 𝜃0 = 0,01

5. Висновки

На основi запропонованої моделi розраховано фун-
кцiю чутливостi хемотаксису для системи зi сфе-
ричною геометрiєю. Показано, що залежнiсть цiєї
функцiї вiд концентрацiї атрактанту в областi йо-
го пiдведення до системи має нелiнiйний характер
з наявним максимумом.

Власне наявнiсть екстремуму в залежностi 𝐹 (𝑝)
має таке пояснення. Збiльшення параметра 𝑝 озна-
чає збiльшення концентрацiї атрактанту в областi
його пiдведення до системи. У рамках розглянутої
моделi доданок, що вiдповiдає за ефект хемотакси-
су в рiвняннi (6), нелiнiйним чином залежить вiд
концентрацiї атрактанту i прямо пропорцiйний до
його градiєнта. Тому загальний ефект залежить
не лише вiд величини градiєнта атрактанту, а й
вiд фактичного значення для його концентрацiї.
При збiльшеннi концентрацiї атрактанту наявнiсть
градiєнта нiвелюється. Ця змодельована ситуацiя
добре узгоджується з поведiнкою реальних систем
(див., наприклад, [7]). А саме, при збiльшеннi кон-
центрацiї атрактанту зростає неоднорiднiсть у роз-
подiлi бактерiй, але пiсля того, як рецептори ба-
ктерiй переходять у режим насичення, ефект хе-
мотаксису починає зменшуватись.

Отриманi результати можуть бути корисними
для аналiзу наявних експериментальних даних та
прогнозування поведiнки вiдповiдних систем.
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THE CHEMOTAXIS SENSITIVITY FUNCTION
FOR A SYSTEM WITH A SPHERICAL GEOMETRY

The problem of determining the chemotaxis sensitivity func-

tion, which is used to characterize the heterogeneity of a dis-

tribution of bacteria in the system with an attractant, has

been solved for a system with spherical geometry. In the pres-

ence of an attractant, bacteria are distributed according to

the attractant distribution in the system. At the same time,

the important role is played by the system geometry, bound-

ary conditions, the attractant injection regime, and the con-

trol over the number of bacteria in the system. In particular,

a system, where bacteria are distributed over the surface of a

sphere, is considered. The attractant concentration in the sys-

tem is controlled by its fixation at the sphere’s poles using a

thin capillary. The number of bacteria in the system is con-

sidered constant. For such a system, an analytic expression for

the chemotaxis sensitivity function is obtained. The obtained

results can be useful when predicting the behavior of bacteria

in real systems with a complicated geometry and when pro-

cessing experimental data.

Ke yw o r d s: chemotaxis, bacteria, attractant, concentration,
distribution.
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