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НАИПРОСТІШІ МАРТИНГАЛИ НАЙКРАЩОГО НАБЛИЖЕННЯ 

ДО ДРОБОВОГО БРОУНІВСЬКОГО РУХУ 
Знайдено найкраще рівномірне наближення дробового броунівського руху в просторі 2([0, ]; ( ))L T L∞ Ω мартинга-

лами виду 
0

( )
t

a s dWs∫ , де W – вінерівський процес, ( )a s – стала або степенева функції.

The best uniform approximation of fractional Brownian motion in the space 2([0, ]; ( ))L T L∞ Ω by martingales of the form 

0

( )
t

a s dWs∫ , where W is Wiener process, ( )a s is a constant or a power function, is established. 

 
1. Вступ.

Дробовим броунівським рухом (ДБР) з індексом Хюрста )1,0(∈H називається гауссівський процес }0,{ ≥tBHt
з середнім 0H

tBΕ = , коваріацією 2 2 21 ( | | )2
H H H H H
t sB B t s t sΕ = + − − , такий, що 00 =HB . Ми будемо розглядати ли-

ше випадок, коли індекс Хюрста )1,2
1(∈H . Відомо, що ДБР з індексом )1,2

1(∈H не є семімартингалом, зокрема,
він не є ні мартингалом, ні процесом обмеженої варіації. Виникає природне питання: чи можна наблизитися до ДБР 
в деякій метриці за допомогою мартингалів, семімартингалів або процесів обмеженої варіації. Що стосується проце-
сів обмеженої варіації та семімартингалів, відповідь позитивна, і ці задачі розв’язано в роботах [1, с. 11–20; 3, с.
281–300] та [5, с. 255–260]. В даній роботі розглянуто наближення дробового броунівського руху мартингалами, точ-
ніше, стохастичними інтегралами по вінерівському процесу. Задачу поставлено наступним чином: нехай задано від-

різок ],0[ T . Відомо з [3], що ДБР ]},0[,{ TtBHt ∈ допускає зображення ∫=
tH

t sdWstzB
0

),( , де ]},0[,{ TttW ∈ –

вінерівський процес, ( ) ∫ −−= −−−
t

s
dusuuscHstz HHH

H
2/32/12/1 )(2

1),( , де ( )3
2

1
2

1/ 22 ( )
( ) (2 2 )
H H

H H H
c ⋅Γ −

Γ + ⋅Γ −
= , )(xΓ , 0>x –

гамма-функція. Нехай в подальшому 2
1−= Hα .

Нехай тепер R→],0[: Ta – вимірна функція з класу ],0[2 TL , тобто така, для якої існує стохастичний інтеграл 

∫
t

sdWsa
0

)( , ],0[ Tt ∈ , по цьому ж вінерівському процесу ]},0[,{ TttW ∈ . Треба знайти 

2

00],0[2
))((supinf ∫−Ε

≤≤∈

tH
t

TtTLa sdWsaB . В даній роботі розв’язано спрощені варіанти цієї загальної задачі, коли замість 

всього класу ],0[2 TL інфімум береться: (а) по всіх сталих; (б) по всіх степеневих функціях вигляду 2
1

)(
−

⋅=
H
sksa ,

R∈k ; (в) по всіх функціях вигляду k sγ⋅ , R∈k , 0>γ . В кожному випадку знайдено ту функцію, на якій інфімум 
досягається, та значення самого інфімума. Зауважимо, що всі ці значення ненульові.

2. Основні результати.

Ми будемо дотримуватись позначень, що введені в статті [4, с. 571–587]. Зафіксуємо 0>T і розглянемо 
2)( t

H
t MB −Ε , Tt ≤≤0 , де H

tB – дробовий броунівський рух з індексом Хюрста 12
1 << H , tM – квадратично 

інтегрований мартингал виду ∫=
t

t sdWsaM
0

)( , причому виконується умова ∫ ∞<
T

dssa
0

2 )( , тобто ],0[2 TLa∈ . Бу-

демо шукати 2

0],0[2
)(maxmin t

H
tTtTLa

MB −Ε
≤≤∈

у деяких часткових випадках.

Теорема 1. Нехай ( )a s – стала, тобто ( )a s a= , [0, ]s T∈ . Тоді 2 2 2
10

min max ( ) (1 )H H
t ta t T
B M T c

≤ ≤
Ε − = − , де 

1 1
1( ) (1 , )1Hc c H c B= = α ⋅ ⋅ − α αα+ . Причому min 1( )a c H T α= ⋅ . Тут 

1
1 1

0
( , ) (1 )x yB x y s s ds− −= −∫ , 0x > , 0y > – бета-

функція.
Зауваження 1. Як буде видно з доведення теореми, 1( ) 1c H < .

Доведення.
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Оскільки ( )a s – стала, то 0
0 0
( ) ( )

t t

t s s t tM a s dW adW a W W aW= = = − =∫ ∫ .

З цього випливає, що 
2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2 2 .H H H H H H

t t t t t t t t tB M B aW B a B W a W t a B W a ttΕ − = Ε − = Ε − Ε ⋅ + Ε = − Ε +

Знайдемо H
t tB WΕ :

1

0 0 0
( , ) ( , ) ( )

t t t t
H
t t s t H

s
B W z t s dW W z t s ds c s u u s du ds−α α α− 

Ε = Ε ⋅ = = α ⋅ −∫ ∫ ∫ ∫ 
 

. (1) 

Змінимо в (1) порядок інтегрування. Отримаємо: 1

0 0
( )

t u
H
t t HB W c u s u s ds duα −α α− 

Ε = α −∫ ∫ 
 

.

Лінійною заміною змінних s ux= зведемо останній інтеграл до вигляду:

11
1

1
0 0

(1 ) (1 , )
t

H t
t t H HB W c u x x dx du c B

α+α −α α−
α+

 
Ε = α − = α ⋅ ⋅ −α α 

 
∫ ∫ .

Отже, 2 2 2 2 1 2
1( ) 2 2 : ( )H H H H

t t t tB aW t a B W a t t a c t a t f tα+Ε − = − Ε + = − + = .

Продиференціюємо функцію f по t і прирівняємо до нуля отриману похідну: 2 2
12 2 ( 1) 0H t ac t aα α⋅ − ⋅ α + + = .

Після заміни змінних xt :=α отримаємо квадратне рівняння:

2 2
12 2 ( 1) 0Hx ac x a− α + + = . (2) 

Знайдемо дискримінант квадратного рівняння (2): 
( )2 2 2 2 2 2 2

1 14( 1) 4 2 4 ( 1) 2D c a H a a c H= α + − ⋅ ⋅ = ⋅ α + − . (3) 
Доведемо, що 0<D при 12

1 << H . Справді,

( ) ( ) ( )3
22 1/ 2 ( 1) (1 )(1 , ) 2 (1 )2

1 ( 1) (1 2 ) (1 2 )( 1) 2 (1 ) ( ) 2 2 1 .B H
Hc H H H Γ α+ Γ −α−α α Γ −α

α+ Γ α+ ⋅Γ − α Γ − α
   α + α ⋅ − = α ⋅ ⋅Γ −α Γ α − = ⋅ −  

  
 (4) 

Оскільки 1
2 1H< < , 3

21 0H−α = − > , 1 2 2 2 0H− α = − > , і всі Γ -функції в (4) – додатні. Отже, достатньо 
довести, що 

( )3( 1) (1 ) (1 2 )Γ α + ⋅ Γ −α < Γ − α при 10 2≤ α < . (5) 

Якщо 0α = , маємо рівність: ( )ln ( 1) 3ln (1 ) ln (1 2 )Γ α + + Γ −α = Γ − α .

Якщо 0 0( ) ( )x xϕ = ψ і '( ) '( )x xϕ < ψ , 0 1( , )x x x∈ , то ( ) ( )x xϕ < ψ , ),( 10 xxx∈ .

У нас ( ) ln ( 1) 3ln (1 )x x xϕ = Γ + + Γ − , ( ) ln (1 2 )x xψ = Γ − , при 0 0x = , 0 0( ) ( )x xϕ = ψ .

Знайдемо похідні: '( 1) '(1 )
( 1) (1 )'( ) 3x x
x xx Γ + Γ −

Γ + Γ −ϕ = − , '(1 2 )
(1 2 )'( ) 2 x

xx Γ −
Γ −ψ = − .

Скористаємось формулою Гауса [2, с. 772]: 
1 1'( ) 1
1( ) 0

aa t dt Cta
−Γ −= −∫ −Γ

, де C – стала Ейлера, 0,57721566490C ≈ .

Маємо:
1 1 1
1 1 3 2
1 1 1

0 0 0
'( ) 3 3 2

x x x xt t t t
t t tx dt C dt C C dt

− −− − − −
− − −ϕ = − − + = +∫ ∫ ∫ ,

21
1
1

0
'( ) 2 2 .

xt
tx dt C
−−
−ψ = − +∫

Таким чином, достатньо довести, що при )1,0(∈t та 0>x
xxx ttt 223 −− <− . (6) 

Позначимо yt x :=− . Тоді нерівність (6) еквівалентна нерівності: 32 213 yy <− , 0)12()1( 2 >+− yy , яка, оче-

видно, має місце при всіх xty −= , 0>x та )1,0(∈t .
Таким чином ми довели (5), а отже і те, що дискримінант рівняння (3) є від’ємним. Крім того, ми довели, що 

1/ 2(2 )
1 1 1Hc α+< < . Таким чином, рівняння (2) не має дійсних коренів, коефіцієнт при 2x в (2) додатний, отже 0df

dt > ,

тобто )(tf зростає по t . Тоді )()(max
],0[

Tftf
T

= .

Оскільки 
H

T
H
T TaTcTaaWBTf 21

1
22 2)()( +−=−Ε= +α , (7) 

шукаємо точку мінімуму квадратного тричлена (7) від a :
1

12
min 12

c T
Ta c T
α+⋅ α= = ⋅ .

Отже, ( )22 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2
1 1 1 1 1minmax ( ) 2 2H H H H H

t tt
B aW c T T c T T T c T c T T T c Tα α+ α α+ α+

α
Ε − = − + = − + = −

Розглянемо тепер степеневу функцію зі сталим показником α .



Теорема 2. Нехай ( )a s – степенева функція виду ( )a s k sα= ⋅ , k ∈R , тоді 
2

2 2

0
min max ( ) 1

2
H H H
t tk t T

cB M T
H≤ ≤

 
Ε − = −  

 
, де ( )3

2
1
2

1/ 22 ( )
( ) (2 2 )
H H

H H H
c ⋅Γ −

Γ + ⋅Γ −
= . Причому min Hk c= .

Доведення.

Оскільки ( )a s – степенева функція виду ( )a s k sα= ⋅ , то 
0 0
( )

t t
M a s dW k s dWs st

α= =∫ ∫ .

З цього випливає, що 
2

2 2 2( ) ( ) 2 : ( )
0 0 0

t t tH H HB k s dW B k B s dW k s dW g ts s st t t
   α α αΕ − = Ε − Ε + Ε =∫ ∫ ∫   
   

. (8) 

Знайдемо 
0

tHB s dWst
 αΕ ∫ 
 

та 
2

0

t
s dWs

 αΕ ∫ 
 

:

1( , ) ( , ) ( )
0 0 0 0 0

1 2 2 1( ) ,
2 10 0 0

t t t t t tHB s dW z t s dW s dW z t s s ds c u u s du dss s st H s
t u t cHc u u s ds du c u du tH H

     α α α α α−Ε = Ε = = α − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫     
    

 α α− α α+= α − = =∫ ∫ ∫  α + 

 (9) 

Далі,
2 22

20 0

Ht t ts dW s dss H
 α αΕ = =∫ ∫ 
 

.

Отже, (8) має вигляд:
2 2 12 2 2 2( ) 2 1

2 2 2

H Hc t ctH HH Hg t t k k t k k
H H H H

 
= − ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ 

 
.

Взагалі, 2( )Ε ⋅ не від’ємне, отже і ( )g t не від’ємна і не спадає по [0, ]t T∈ . Якщо квадратний тричлен 

121 0
2

cHk k
H H

− ⋅ + ⋅ > для всіх k , то 

2 2

[0, ]

1max ( ) 1
2

H H
T

cg t T k k
H H

 = − ⋅ + ⋅ 
 

(10) 

Знайдемо точку мінімуму вказаного квадратного тричлена 
H

k
H

c
k H

2

1
1 2 ⋅+⋅− : min Hk c= , і при цьому 

min min

32 ( )12 21 1 1 .12 2 ( ) (2 2 )
2

HccH Hk k
H H H H H

Γ −
− ⋅ + ⋅ = − = −

Γ − Γ −
.

Перевіримо за допомогою формули Гаусса нерівність 3 1
2 2( ) ( ) (2 2 )H H HΓ − < Γ + Γ − , 12

1 << H . Ця нерівність 

еквівалентна такій: ( ) (2 ) (2 1)x x xΓ < Γ − Γ − , 12
1 << x . При 1=x маємо рівність, а для похідних потрібна нерів-

ність )12(
)12('

)2(
)2('

)(
)(' 2 −Γ

−Γ
−Γ
−Γ

Γ
Γ +−> x

x
x
x

x
x , або, з використанням формули Гаусса dtdtdt t

t
t
t

t
t xxx

∫∫∫ −
−

−
−

−
− −−− +−>

1

0
1

1
1

0
1
1

1

0
1
1 2211 2 , або 

ще 0
1

0
1

2 2211 <∫ −
−+ −−− dtt
ttt xxx

, 12
1 << x . При заміні zt x =−1 чисельник перетворюється на 0)21)(1( 2 <++− zzz ,

оскільки 10 << t , 012
1 <−<− x , і значить, 1>z .

Отже,
21

2 2 2 22
0 0

1min max ( ) 1 1
2 2

t HH H HH H
t s H Hk t T

c cB k s dW T c c T
H H H

−

≤ ≤

  Ε − = − ⋅ + ⋅ = − ∫       
.

Розглянемо більш загальний випадок.
Для цього використаємо такі відомі факти з математичного аналізу [2]: 

Означення. Нехай RR →:f – функція від однієї змінної, тоді 
21
21

21
)()(

),( xx
xfxf

xxg −
−

= , 21 xx ≠ , 1x , R∈2x – це 

функція нахилу.
Теорема 3. [2] Якщо f – строго опукла донизу, то функція g строго зростає по одній змінній при фіксованій другій.



Наслідок 1. Якщо функція f – строго опукла донизу, а g – функція нахилу при фіксованих 1x та 2x , 21 xx ≠ ,

тоді 1 2( , )g x x+α +α строго зростає по 0>α .

Теорема 4. Нехай )(sa – степенева функція виду γsksa ⋅=)( , R∈k , 0>γ , тоді 

))(1()(maxminmin 2
1

22

0
HcTMB H

t
H
tTtk

−=−Ε
≤≤γ

, причому мінімум досягається при 0=γ та αTHck ⋅= )(1min .

Доведення. Оскільки )(sa – степенева функція виду γ( )a s k s= ⋅ , то γ( )
0 0

t t
M a s dW k s dWs st = =∫ ∫ .

Тоді, використовуючи (9) та рівність 
2 2γ 1

γ 2γΕ
2γ 10 0

t t t
s dW s dss

+
= =∫ ∫

+
  
 

, 012 >+γ , маємо:

2
2 2 2( ) ( ) 2

0 0 0
2 12 22 ( , ) : ( ),2 2 1

t t tH H HB k s dW B k B s dW k s dWs s st t t

tHt k c H t k h t

   γ γ γΕ − = Ε − Ε + Ε =∫ ∫ ∫   
   

γ+
α+γ= − ⋅ γ ⋅ + ⋅ =

γ +

(11) 

де 
1

),1(
),(2 ++

+−
=

γα

αγαα
γ

Bc
Hc H .

Продиференціюємо функцію h по t :

( )

1α γ 2γ2 1 22 2 ( , γ) (α 1 γ) (2γ 1)2 2γ 1
α γ 2α 2γ2 1 22 2 ( , γ) (α 1 γ) .2

dh HH t k c H t k t
dt

Ht H k c H t k t

+−= ⋅ − ⋅ + + + ⋅ ⋅ + =
+

− + − +−= − ⋅ + + + ⋅

Перевіримо, чи ],0[ Tt ∈∃ таке, що 0=
dt

dh
, тобто 2 2 2

22 ( , ) ( 1 ) 2 0k t kc H t H− α+ γ −α+γ⋅ − γ ⋅ α + + γ + = .

Зробимо заміну xtk :=⋅ +− γα , отримаємо:

02)1(),(2 2
2 =+⋅++⋅− HxHcx γαγ . (12) 

Знайдемо дискримінант 1D квадратного тричлена (13): 

HHcD 8)1)(,(4 22
21 −++= γαγ . (13) 

01 <D при 12
1 << H , 0>γ . Доведемо це.

2 2(1 , ) 2 (1 ) (1 ) ( )2 24 ( 1) 8 4 8
1 ( 1) (1 2 ) (1 )

2
( 1) (1 ) (1 )8 1 .

(1 2 ) (1 )

c B HH H H

H

α −α + γ α   ⋅Γ −α Γ −α + γ ⋅Γ α
⋅ ⋅ α + γ + − = ⋅α ⋅ ⋅ − =   α + γ + Γ α + ⋅Γ − α Γ + γ  

  Γ α + ⋅Γ −α Γ −α + γ = ⋅ ⋅ −  Γ − α Γ + γ  

 (14) 

Якщо в (14) 0α = , отримаємо (4). Вище вже довели, що цей дискримінант 0<D .

Покажемо, що 01 <D при 0γ > .

Покажемо, що вираз 
(1 ) : ( )
(1 )

zΓ −α + γ = γ
Γ + γ

із (14) спадає по 0>γ . Оскільки 0)( >γz при 0>γ , то все одно,

що довести, що ln ( )z γ – спадає по 0>γ .

Розглянемо ( ) ( ) ( )ln (1 ) ln (1 )(1 )ln
(1 ) (1 ) (1 )

Γ + γ − Γ −α + γ Γ −α + γ = −α ⋅ Γ + γ + γ − −α + γ 
; позначимо 

( ) ( )ln (1 ) ln (1 )
: ( )

(1 ) (1 )
Γ + γ − Γ −α + γ

= ω γ
+ γ − −α + γ

Зауважимо, що )(ln xΓ –опукла донизу функція. З наслідку 1 випливає тоді, що функція нахилу ( )ω γ зростає по 

γ , а 1 02 H−α = − < і не залежить від γ , тому )(ln γz буде спадати по γ , отже сам вираз )(γz при 0>γ буде 

менше, ніж 
(1 ) (1 )
(1)

Γ −α = Γ −α
Γ

. Таким чином, при 0>α (1 ) (1 )
(1 ) (1)

Γ −α + γ Γ −α<
Γ + γ Γ

. Отже 01 << DD , де вираз для D



треба взяти з формули (4). Коефіцієнт при 2x в (12) додатний, отже графік функції опуклий донизу, тоді 0>
dt

dh
,

тобто функція h зростає по t . Тоді 2

[0, ] 0
max ( ) ( ) ( )

T
H
TT

h t h T B k s dWs
γ= = Ε − ∫ . Оскільки 

2 11
2 22

2( ) ( , , ) 2 ( , )
2 1

HH Th T h T k T k c H T k
γ++ +γ

= γ = − ⋅ γ ⋅ + ⋅
γ +

, (15) 

то мінімізуємо квадратний тричлен (15) по k :
1

2
min min 22 1

2 ( , )
( ) (2 1) ( , )

2 2 1

c H T
k k c H T

T

α+ +γ
α−γ

γ+
γ ⋅

= γ = = γ + ⋅ γ ⋅
⋅ γ+

.Отже,

min max
0

12 2 2( ) 2(2 1) ( , )20
2 12 22 2 2 2 2 2 2(2 1) ( , ) 2(2 1) ( , ) (2 1) ( , )2 2 22 1

2 2 2(2 1) ( , ) .2

k t T

tH HB k s dW T c H T Tst

T H H Hc H T T c H T c H T

H HT c H T

∈ ≤ ≤
γ α−γ α+ +γΕ − = − γ + ⋅ γ ⋅ ⋅ +∫

γ+
α− γ+ γ + ⋅ γ ⋅ ⋅ = − γ + ⋅ γ ⋅ + γ + ⋅ γ ⋅ =

γ +

= − γ + ⋅ γ ⋅

R

(16) 

Мінімізуємо (16) по γ . Для цього треба знайти, в якій точці досягається ),()12(max 2
20

γγ
γ

Hc+
≥

або, що еквівален-

тно, точку, в якій досягається 
2γ 1 Γ(1 α γ)

max
γ 0 α γ 1 Γ(1 γ)

+ − +
≥ + + +

, в залежності від )2
1,0(∈α . Розглянемо функцію 

( ) :
2 1 (1 )

1 (1 )
g γ =

γ + Γ −α + γ
α + γ + Γ + γ

, 0≥γ . Її похідна, з точністю до додатного множника, дорівнює 

'(1 ) '(1 ) 1 1(1 ) (1 )( 1) 2 1 2 1 1(1 ) (1 )
Γ −α+γ Γ +γ Γ + γ Γ −α + γ α + γ + γ + − + − γ+ α+γ+Γ −α+γ Γ +γ 

. Знайдемо знак функції 

'(1 ) '(1 ) 1 1( , ) : 2 1 1(1 ) (1 )p Γ −α+γ Γ +γγ α = − + −γ+ α+γ+Γ −α+γ Γ +γ , 0γ ≥ . За формулою Гаусса 
1

0

1 1( , ) 1 2 1 1
t tp dtt
γ γ−α−γ α = + −∫ − γ+ α+γ+ ,

0γ ≥ .

Якщо 0=α , то ( ,0) 0p γ < . Крім того,
1

2
0

( , ) ln 1
1 ( 1)

p t t dtt
γ−α∂ γ α = +∫∂α − α+γ+

. На відрізку ]1,0[ 11
ln ≥−t
t і 0ln <t . То-

му 
2 2

2 2 2

1( , ) 2 31 1 1
1( 1) ( 1) ( 1)( 1)0

0p t dt∂ γ α −γ −α − γα− α−γγ−α
∂α γ−α+γ+α+ γ+α+ γ−α+ γ+α+

< − + = − + = <∫ .

Отже, 0),( <αγp при всіх 0≥γ . Це і означає, що похідна функції )(γg від’ємна при всіх 0≥γ , а значить 

),()12(max 2
20

γγ
γ

Hc+
≥

і, відповідно 
γ
min  в (16) досягається в точці 0=γ . Таким чином,

2 2
min0 0 00

min min max ( ) max ( )
t

H H
t tk t T t T
B k s dW B k Ws t

γ

γ≥ ∈ ≤ ≤ ≤ ≤
Ε − = Ε − =∫

R
2 2 2 2

2 1(1 ( ,0)) (1 )H HT c H T c− = − ,

і з усіх степеневих функцій найкраще наближення надає стала функція.
Зауваження 2. Покажемо, що в теоремі 4 

,
min ( , , ) minmin ( , , )
k k
h T k h T k

γ γ
γ = γ , де мінімум береться по 0≥γ ,

R∈k . Справді, нехай ),,(),,(min 00,
kThkTh

k
γγ

γ
= . Тоді, очевидно, )( 0min0 γkk = , а тоді і γ 00 = . Крім того,

2 , 1lim ( , , )
, 1

HT якщо Th T k
якщо T

 ≤γ = γ→∞ ∞ >
, тобто мінімум справді досягається в деякій скінченній точці.

3. Висновки.
В статті розглянуто найпростіші мартингали найкращого наближення до дробового броунівського руху.
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