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Розглядаються групи невироджених нескiнченно вимiрних блоково–дiагональних матриць, у
кожному блоцi яких (можливо за винятком першого) повторюється одна й та ж невироджена
матриця, а розмiри блокiв є дiльниками деякого супернатурального числа. Охарактеризовано
орбiти таких груп при їх дiї множенням справа на векторному просторi всiх нескiнченних
послiдовностей над полем K.

Ключовi слова: супернатуральне число, орбiта групової дiї, невироджене лiнiйне перетворе-
ння, невироджена нескiнченно вимiрна матриця, фiнiтарне лiнiйне перетворення, (залишково)
перiодично визначене лiнiйне перетворення.

Groups of non-degenerate infinite dimensional block–diagonal matrices, each block of which (possi-
bly except the first one) has the same non-degenerate matrix, and sizes of blocks are divisors of a super
integer number are considered. Also are mentioned groups, generated by such groups and by the group
of all non-degenerate infinitely dimensional block–diagonal matrices with not more than one (first)
nonidentity block. Orbits of such groups with their actions by multiplication on the right on the vector
space of all infinite sequences over field K are characterized.
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1 Групи перiодично визначених та
залишково перiодично визначених

перетворень i їх матрична реалiзацiя

Нехай K — фiксоване поле, V — злiченно
вимiрний лiнiйний простiр над K, B = (ei)i∈N

— деяка його база. Кожна послiдовнiсть нату-
ральних чисел χ = (ni)i∈N завдає χ–розбиття
бази B на скiнченнi частини

e1, . . . , en1 | en1+1, . . . , en1+n2 | en1+n2+1, . . . , (1)

якi складаються з n1, n2, . . . векторiв вiдповiд-
но. Нехай V (l) — пiдпростiр простору V , натя-
гнутий на вектори l–го фрагменту розбиття (1),
l ∈ N, а

V =
∞⊕

l=1

V (l) (2)

— розклад V на пряму суму пiдпросторiв V (l),
який назвемо χ–розкладом V.

Лiнiйне перетворення f : V → V на-
звемо узгодженим з χ–розкладом (2) (або χ–
розбиттям (1)), якщо для довiльного l ∈ N
справедливе включення f(V (l)) ⊆ V (l). Ко-
жне лiнiйне перетворення f , узгоджене з χ–
розкладом (2), може бути задане в базi B
своєю матрицею, яка є нескiнченно вимiрною
блоково–дiагональною з розмiрами дiагональ-
них блокiв, що визначаються послiдовнiстю χ.

Означення 1. Лiнiйне перетворення
f : V → V називається:

(i) перiодично визначеним щодо бази B,
якщо iснує таке натуральне число n, що
f узгоджене з розбиттям виду (1) бази
B на фрагменти довжини n, причому на
кожному з цих фрагментiв f дiє одина-
ково, тобто мають мiсце рiвностi

f(ekn+i) = f(ei) (3)
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для всiх i = 1, 2, . . . , n та k = 1, 2, . . . , при
цьому число n називається перiодом ви-
значеностi перетворення f , а мiнiмаль-
но можливе таке натуральне n назива-
ється мiнiмальним перiодом визначено-
стi f ;

(ii) залишково перiодично визначеним щодо
бази B, якщо iснує таке натуральне чи-
сло m, що пiдпростiр, натягнутий на ве-
ктори e1, . . . , em, є iнварiантним вiдносно
перетворення f, а на пiдпросторi, натя-
гнутому на вектори em+1, em+2, . . . , це
перетворення є перiодично визначеним з
деяким перiодом n, тобто дiє на цi ве-
ктори згiдно з рiвностями (3), при цьо-
му число m називається передперiодом
визначеностi f , а число n — його перi-
одом визначеностi (якщо передперiод m
i перiод n узгоджено вибрано мiнiмально
можливими, то говоритимемо про мiнi-
мальний передперiод i мiнiмальний перiод
перетворення f);

(iii) строго залишково перiодично визначе-
ним, якщо воно залишково перiодично ви-
значене, причому його мiнiмальний пере-
дперiод визначеностi дiлиться на вiдпо-
вiдний мiнiмальний перiод визначеностi
без остачi.

Лема 1. 1) Усi невиродженi перiодично ви-
значенi щодо бази B лiнiйнi перетворення
простору V утворюють пiдгрупу в групi
GL(V ).

2) Усi невиродженi строго залишково перiо-
дично визначенi щодо бази B лiнiйнi пе-
ретворення простору V утворюють пiд-
групу в групi GL(V ).

Зазначимо, що невиродженi залишково пе-
рiодично визначенi лiнiйнi перетворення групу
не утворюють, бо добуток двох таких перетво-
рень може й не бути перiодично визначеним.
Групу всiх невироджених строго залишково пе-
рiодично визначених щодо бази B лiнiйних пе-
ретворень iз GL(V ) позначатимемо символом
GLup(V,B), а групу всiх невироджених перiо-
дично визначених щодо бази B лiнiйних пере-
творень — символом GLper(V, B).

За визначенням перiодично визначене щодо
бази B лiнiйне перетворення з перiодом визна-
ченостi n є узгодженим з розбиттям бази B, яке

завдається послiдовнiстю (n, n, . . .), а залишко-
во перiодично визначене щодо бази B лiнiйне
перетворення з передперiодом m i перiодом n
— з розбиттям B, що визначається послiдовнi-
стю (m,n, n, . . .). А тому такi перетворення в ба-
зi B задаються нескiнченно вимiрними (вправо
i вниз) блоково–дiагональними матрицями, якi
для перiодично визначених перетворень мають
вигляд

a⊕ a⊕ a⊕ · · · = a⊕ω, (4)

а для залишково перiодично визначених пере-
творень — вигляд

b⊕ a⊕ a⊕ · · · = b⊕ a⊕ω, (5)

де ⊕ — знак кронекерiвської суми матриць, a,
b — деякi матрицi над полем K порядкiв n та
m вiдповiдно (m, n ∈ N). При цьому, якщо пе-
ретворення (5) є строго залишково перiодично
визначеним, то порядок матрицi b дiлиться на
порядок матрицi a без остачi. Для симетричної
групи S(N) поняття (залишкової) перiодично
визначеної пiдстановки було введено в [1]–[2].

Лiнiйне перетворення f : V → V називає-
ться d–обмеженим щодо бази B [3], якщо при
будь–якому i ∈ N образ вектора ei бази B є лi-
нiйною комбiнацiєю векторiв ei−d, . . . , ei, . . . ,
ei+d. Лiнiйне перетворення f обмежене щодо
бази B, якщо воно є d–обмеженим при деяко-
му d ∈ {0, 1, 2, . . .}. Невиродженi обмеженi що-
до бази B лiнiйнi перетворення утворюють пiд-
групу в GL(V ), яку позначатимемо символом
GLbd(V,B). Кожне d–обмежене щодо бази B лi-
нiйне перетворення може бути задане нескiн-
ченною обмеженою матрицею, тобто такою, що
всi її ненульовi елементи мiстяться в полосi ши-
риною 2d навколо головної дiагоналi. Усi ма-
трицi такої структури, для яких iснують обер-
ненi, причому також обмеженi, утворюють гру-
пу, яку позначатимемо GLbd(K). Незалежно вiд
бази B групи GLbd(V, B) та GLbd(K) є iзомор-
фними, а тому можна розглядати лише одну з
них.

Усi залишково перiодично визначенi щодо
бази B перетворення очевидним чином є обме-
женими щодо цiєї бази, тобто група GLbd(V, B)
(вiдповiдно GLbd(K)) мiстить рiзноманiтнi пiд-
групи, якi можна утворювати з таких перетво-
рень. До них належать не лише введенi вище
пiдгрупи GLper(V, B) i GLup(V,B), а й група
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GLstab(V, B) всiх невироджених лiнiйних пере-
творень простору V , якi майже стабiлiзують ба-
зу B, тобто таких g ∈ GL(V ), що g · v = v для
майже всiх елементiв v бази B. Усi такi пiдгру-
пи мають матричнi аналоги, якi не залежать вiд
вибору бази. Безпосередньо з визначення цих
пiдгруп випливає

Лема 2. Для будь–якої бази B простору V гру-
па GLup(V,B) породжується своїми пiдгрупа-
ми GLstab(V,B) та GLper(V, B). Бiльш того,
має мiсце рiвнiсть

GLup(V, B) = GLstab(V,B) ·GLper(V, B).

З цiєї леми, зокрема, дiстаємо, що для вiд-
повiдних матричних груп також виконуватиме-
ться рiвнiсть GLup(K) = GLstab(K) ·GLper(K).

2 Ґратки родин пiдгруп GL
(u)
up (V, B) та

GL
(u)
per(V,B), параметризованих

супернатуральними числами

При фiксованiй базi B в групi GLper(V, B)
видiляється континуальна родина пiдгруп, якi
природним чином параметризуються суперна-
туральними числами.

Нагадаємо, що супернатуральним числом
(iнакше, — числом Стейнiца [5]) називається
формальний добуток вигляду

∏

p∈P

pαp ,

де P — множина простих чисел, αp ∈ N∪{0,∞}.
На множинi супернатуральних чисел SN вво-
диться вiдношення подiльностi:

число u=
∏

p∈P

pαp є дiльником числа v=
∏

p∈P

pβp ,

якщо для всiх p ∈ P маємо αp 6 βp (при цьо-
му вважаємо, що ∞ є бiльшим вiд усiх нату-
ральних чисел i нуля). Частково впорядкована
множина (SN, | ) є повною ґраткою з найбiль-
шим i найменшим елементами, якi, вiдповiдно,
дорiвнюють

I =
∏

p∈P

p∞ та 1 =
∏

p∈P

p0 .

Для кожного супернатурального числа
u визначимо пiдгрупу GL

(u)
per(V,B) в групi

GLper(V, B) як таку, що складається з тих i ли-
ше тих лiнiйних перетворень з розкладами ви-
гляду (4), для яких мiнiмальнi перiоди є дiль-
никами числа u.

Пiдгрупу групи GLup(V,B), яка породжує-
ться GLstab(V, B) i GL

(u)
per(V, B), позначатимемо

GL
(u)
up (V,B).

Лема 3. При фiксованiй базi B кожна з родин
пiдгруп

{GL(u)
up (V, B) |u ∈ SN} (6)

та
{GL(u)

per(V, B) |u ∈ SN} (7)

утворює ґратку щодо включення, яка iзомор-
фна ґратцi супернатуральних чисел.

Доведення легко випливає з того, що рiзним су-
пернатуральним числам у кожнiй з родин вiд-
повiдають рiзнi пiдгрупи, а вiдношення u | v для
супернатуральних чисел u, v виконується тодi
й лише тодi, коли

GL(u)
up (V, B) 6 GL(v)

up (V, B),

а
GL(u)

per(V,B) 6 GL(v)
per(V, B).

¤

Елементи ґраток (6) та (7), яким вiдповiд-
ають супернатуральнi числа з SN\N, утворю-
ють верхнi напiвґратки. Мiнiмальними елемен-
тами в так визначених напiвґратках є, вiдповiд-
но, пiдгрупи вигляду

GL(p∞)
up (V,B), GL(p∞)

per (V,B), p ∈ P.

Матричнi аналоги пiдгруп GL
(u)
up (V, B)

i GL
(u)
per(V, B) позначатимемо символами

GL
(u)
up (K) та GL

(u)
per(K) вiдповiдно.

3 Орбiти груп GL
(u)
up (K) та GL

(u)
per(K) на

просторi Kω

Нехай Kω — множина всiх нескiнченних по-
слiдовностей над полем K. На цiй множинi при-
родно визначено дiї додавання послiдовностей i
множення послiдовностi на скаляр, тобто вона
має структуру лiнiйного простору над полем K
континуальної розмiрностi. Група лiнiйних пе-
ретворень цього простору дiє на ньому (за ви-
нятком нульового вектора) транзитивно. Групи
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GL
(u)
up (K) i GL

(u)
per(K), u ∈ SN, дiють на Kω мно-

женням матриць (справа) на вектор, оскiльки у
виразi x̄ · a, x̄ ∈ Kω, a ∈ GLbd(K), добуток ряд-
ка x̄ на кожен стовпчик матрицi a має сенс, бо
в стовпчику лише скiнченна кiлькiсть елемен-
тiв, вiдмiнних вiд нуля. Вiдображення x̄ → x̄ ·a,
x̄ ∈ Kω, є лiнiйним для довiльного a ∈ GLbd(K),
а тому GL

(u)
up (K) i GL

(u)
per(K) можна розглядати

як пiдгрупи групи лiнiйних перетворень просто-
ру Kω (u ∈ SN). Кожна з цих груп дiє на про-
сторi Kω iнтранзитивно, тобто виникає задача
характеризацiї їх орбiт на Kω. Охарактеризує-
мо спочатку орбiти групи GLstab(K) на Kω.

Означення 2. Послiдовностi x̄ = (x1, x2, . . .),
ȳ = (y1, y2, . . .) ∈ Kω назвемо конфiнальними,
якщо при деякому m ∈ N для всiх i > m вико-
нуються рiвностi xi = yi.

Твердження 1. Послiдовностi x̄ = (x1, x2, . . .),
ȳ = (y1, y2, . . .) ∈ Kω мiстяться в однiй орбiтi
групи GLstab(K) при її дiї множенням справа
на елементи Kω тодi й лише тодi, коли цi
послiдовностi є конфiнальними.

Доведення. Нехай x̄, ȳ належать до однiєї орбi-
ти групи GLstab(K) на Kω. Тодi iснує така ма-
триця a ∈ GLstab(K), що x̄ · a = ȳ. Матриця a є
фiнiтарною, тобто має вигляд

a =




a′ O

O
1

1
. . .


 . (8)

Припустимо, що a′ — матриця порядку m. То-
дi дiю a на послiдовнiсть x̄ можна зобразити у
виглядi

x̄ · a =
(
(x1, . . . , xm) · a′, xm+1, xm+2, . . .

)
,

тобто послiдовностi x̄ та ȳ = x̄·a — конфiнальнi.
З iншого боку, припустимо, що послiдовно-

стi x̄ та ȳ — конфiнальнi, тобто при деякому на-
туральному m маємо x̄ = (x1, . . . , xm, xm+1, . . .),
ȳ = (y1, . . . , ym, xm+1, . . .). Група GLm(K) дiє на
Km множенням справа, причому ця дiя тран-
зитивна на множинi ненульових векторiв. А
тому iснує матриця a′ ∈ GLm(K) така, що
(x1, . . . , xm) · a′ = (y1, . . . , ym). Тодi фiнiтарна
матриця a, визначена рiвнiстю (8) для так ви-
браної матрицi a′, переводить послiдовнiсть x̄ у
послiдовнiсть ȳ.

Символом σ позначимо оператор зсуву на
елементах послiдовностей x̄ = (x1, x2, . . .) ∈
Kω, тобто σ(xi) = xi+1. Тодi

σk(xi) = xi+k, σk(σl(xi)) = σk+l(xi)

для довiльних i, k, l ∈ N. Окремо покладемо
σ0(xi) = xi, i ∈ N.

Означення 3. Нехай u — фiксоване суперна-
туральне число. Послiдовностi x̄ = (x1, x2, . . .),
ȳ = (y1, y2, . . .) ∈ Kω назвемо u–подiбними,
якщо iснують натуральне число n, n |u, та
невироджена матриця a ∈ GLn(K) такi, що
при будь–якому k = 0, 1, . . . має мiсце рiвнiсть
(
σkn(y1),. . . ,σkn(yn)

)
=

(
σkn(x1),. . . ,σkn(xn)

)
· a.

(9)

Лема 4. Вiдношення u–подiбностi є еквiвален-
тнiстю на Kω.

Доведення. Рефлексивнiсть i симетричнiсть
вiдношення u–подiбностi випливають безпосе-
редньо з його визначення. Залишається пере-
свiдчитися, що це вiдношення є транзитивним.
Нехай x̄, ȳ, z̄ ∈ Kω — такi послiдовностi, що x̄ i
ȳ та ȳ i z̄ є u–подiбними. Покажемо, що x̄ i z̄
також u–подiбнi. u–подiбнiсть x̄ i ȳ означає, що
для деякого натурального числа n, n|u, i ма-
трицi a ∈ GLn(K) мають мiсце рiвностi (9), а
u–подiбнiсть ȳ i z̄ означає, що для деякого нату-
рального числа m, m|u, i матрицi b ∈ GLm(K)
мають мiсце аналогiчнi рiвностi
(
σkm(z1),. . . ,σkm(zm)

)
=

(
σkm(y1),. . . ,σkm(ym)

)
·b,

k = 0, 1, 2, . . . . З того, що n|u i m|u випливає,
що s = НСК(n,m) також є дiльником u. Нехай
r1 = s/n, r2 = s/m. Розглянемо матрицi поряд-
ку s :

ā = a⊕ · · · ⊕ a︸ ︷︷ ︸
r1

, b̄ = b⊕ · · · ⊕ b︸ ︷︷ ︸
r2

.

Для них маємо:
(
σks(y1),. . . ,σks(ys)

)
=

(
σks(x1),. . . ,σks(xs)

)
· ā

та(
σks(z1),. . . ,σks(zs)

)
=

(
σks(y1),. . . ,σks(ys)

)
· b̄.

З цих рiвностей дiстаємо
(
σks(z1),. . . ,σks(zs)

)
=

(
σks(x1),. . . ,σks(xs)

)
· ā · b̄,

тобто x̄ i z̄ є u–подiбними.
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Теорема 1. Нехай u ∈ SN — фiксоване
нескiнченне супернатуральне число. Послiдов-
ностi x̄ = (x1, x2, . . .), ȳ = (y1, y2, . . .) ∈ Kω мi-
стяться в однiй орбiтi групи GL

(u)
per(K) при її

дiї множенням справа на послiдовностi iз Kω

тодi й лише тодi, коли x̄ та ȳ є u–подiбними.

Доведення. 1) Нехай x̄ та ȳ мiстяться в однiй
орбiтi групи GL

(u)
per(K) на Kω. Тодi iснує матри-

ця a ∈ GL
(u)
per(K) така, що ȳ = x̄ · a. Оскiльки

a ∈ GL
(u)
per(K), то при певному натуральному n,

n|u, її можна записати у виглядi

a = c⊕ω (10)

для деякої матрицi c ∈ GLn(K). Дiючи множе-
нням справа на послiдовнiсть x̄ = (x1, x2, . . .)
матрицею (10) дiстаємо послiдовнiсть

z̄ =
(
(x1, . . . , xn) · c, (xn+1, . . . , x2n) · c,

(x2n+1, . . . , x3n) · c, . . . ). (11)

Згiдно з визначенням 3 остання рiвнiсть озна-
чає, що послiдовностi x̄ та ȳ є u–подiбними з
матрицею подiбностi c.

2) Нехай x̄ та ȳ є u–подiбними. Тодi при де-
якому n, n|u, iснує невироджена матриця c ∈

GLn(K) така, що для кожного k = 0, 1, 2, . . .
виконується рiвнiсть (9). Ця нескiнченна систе-
ма рiвностей рiвносильна рiвностi (11). А тому
взявши матрицю a ∈ GL

(u)
per(K) як у рiвностi

(10) дiстаємо, що ȳ = x̄ · a. Отже, x̄, ȳ мiстя-
ться в однiй орбiтi групи GL

(u)
per(K) i теорему

доведено.

Означення 4. Послiдовностi x̄ = (x1, x2, . . .),
ȳ = (y1, y2, . . .) ∈ Kω назвемо залишково u–
подiбними, якщо iснують натуральнi числа
n та m, n|u, n|m, i невиродженi матрицi
a ∈ GLn(K), b ∈ GLm(K) такi, що виконую-
ться рiвностi:

1) (y1, y2, . . . , ym) = (x1, x2, . . . , xm) · b ;

2)
(
σkn(y1),. . . ,σkn(yn)

)
=

(
σkn(x1),. . . ,σkn(xn)

)·
a, для k = m/n, m/n + 1, . . . .

Теорема 2. Послiдовностi x̄ = (x1, x2, . . .),
ȳ = (y1, y2, . . .) ∈ Kω мiстяться в однiй орбiтi
групи GL

(u)
up (K) при її дiї множенням справа

на елементи iз Kω тодi й лише тодi, коли x̄
та ȳ є залишково u–подiбними.

Доведення. Досить скористатися лемою 2,
твердженням 1 та теоремою 1.
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