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У роботi проводиться дослiдження поведiнки розв’язкiв двох спряжених згасаючих апе-
рiодичних гармонiчних осциляторiв при випадкових збурень типу “бiлого шуму” у формi Iто
вздовж вектора фазової швидкостi заданої системи. Отримано явний вигляд розв’язкiв вiдпо-
вiдної стохастичної системи рiвнянь Iто. Проведено якiсний аналiз поведiнки амплiтуди та
фази системи згасаючих стохастичних гармонiчних осциляторiв. Для отриманого розв’язку
вiдповiдної системи стохастичних рiвнянь Iто побудованi рiзнi моделi згасаючих аперiодичних
осциляторiв.

Ключовi слова: гармонiчний осцилятор, стохастичне диференцiальне рiвняння, згасаючи
коливання, розв’язок рiвняння Iто.

In present paper we consider representation of the solutions of the system of two harmonic osci-
llators with friction. This model is described by a system of linear differential equations of second
order.The phase represent of the system is a family of parabolas singular point at the origin node.At
the random perturbations of the “white noise” type of the Ito form along the phase velocity vector makes
it system of stochastic Ito equations. The behavior of the solutions of stochastic of two conjugate damped
aperiodic harmonic oscillators is investigated. The explicit form of the solutions of the corresponding
system of stochastic Ito equations is found. A qualitative analysis of amplitude and phase behavior of the
system damped harmonic stochastic oscillators is investigated. It is shown that under certain additional
disturbance vector transfer equation stochastic equations, phase trajectories corresponding deterministic
equations are invariant surfaces perturbed equation. To the resulting solution Ito stochastic equations
constructed various models damped oscillator.

Key Words: harmonic oscillator, stochastic differential equation, damped fluctuations,Ito solution
of equation.
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1 Вступ

Розглядається система двох гармонiчних осци-
ляторiв з тертям, що описується системою двох
лiнiйним диференцiальних рiвняннь другого
порядку





ü1(t) + 2h1u̇1(t) + k2
1u1(t) = 0,

ü2(t) + 2h2u̇2(t) + k2
2u2(t) = 0,

u1(0) = u10, u̇1(0) = u̇10,
u2(0) = u20, u̇2(0) = u̇20,

(1)

де u0i, u̇0i — початковi положення i швидкостi
осциляторiв

(
u2

i0 + u̇2
i0 > 0

)
; ki > 0, hi – кое-

фiцiєнти тертя осциляторiв; ui(t), u̇i(t) – поло-
ження i швидкiсть осциляторiв в момент часу
t > 0; i = 1, 2.

Система (1) еквiвалентна системi диферен-
цiальних рiвнянь першого порядку





ẋ1(t) = x2(t),
ẋ2(t) = −k2

1x1 − 2h1x2,
ẋ3(t) = x4(t),
ẋ4(t) = −k2

2x3 − 2h2x4,

(2)

де
x1(t) = u1(t);x2(t) = u̇1(t);

x3(t) = u2(t);x4(t) = u̇2(t).

У прямокутнiй декартовiй системi коорди-
нат стан системи (2) зображається точкою М
з координатами (x1(t), x2(t), x3(t), x4(t) ),
яка рухається по фазовiй траєкторiї. Фазо-
ва швiдкiсть точки М направлена вздовж
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дотичного вектора (x2(t), −k2
1x1(t) −

2h1x2(t), x4(t), −k2
2x3(t) − 2h2x4(t)). Портрет

можливих рухiв точки у фазовому просторi
залежить вiд знакiв h2

i − k2
i , i = 1, 2. Якщо

0 < h2 < k2, то це сiм’я спiралей; якщо h = 0,
то це сiм’я подiбних елiпсiв з центром у поча-
тку координат; якщо h2 > k2, то сiм’я парабол з
особливою точкою вузол у початку координат;
якщо h2 = k2, то сiм’я кривих параболiчного
типу вузол у початку координат ( при h = k
вузол стiйкий). Дослiдження поведiнки зобра-
жувальної точки М на фазовiй площинi X1OX2

при випадкових збуреннях вздовж вектора фа-
зової швидкостi, у випадку одного гармонiчного
осцилятора, проведено в [4]. Для випадку двох
спряжених гармонiчних осциляторiв збурених
двома незалежними вiнеровськими процесами,
дослiдження поведiнки зображувальної точки
М при 0 < h < k ( згасаючий осциляторний
процес ) було проведено в [5].

2 Постановка задачi

В даннiй роботi дослiджується поведiнка зобра-
жувальної точки М у фазовому просторi при
випадковому збуреннi вектора фазової швидко-
стi (x2(t), −k2

1x1(t)−2h1x2(t), x4(t), −k2
2x3(t)−

2h2x4(t))“бiлим шумом“ у формi Iто для випад-
ку |hi| > ki i = 1, 2( згасаючий аперiодичний
процес ). При заданих випадкових збуреннях
розглядається загальна система рiвнянь вигля-
ду:

ẋ(t) = Bx(t)ξ̇(t) (3)

де ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)),

ξ̇1(t) = g11(t) + g21(t)ẇ1(t);

ξ̇2(t) = g12(t) + g22(t)ẇ2(t);

B =




0 1 0 0
−k2

1 −2h1 0 0
0 0 0 1
0 0 −k2

2 −2h2


 ,

gij(t) — невипадковi функцiї;
ẇi(t) — “похiдна” вiд вiнерiвського процесу (“бi-
лий шум” у формi Iто).

Крiм того вводиться додатково керуючий
вектор переносу, при якому фазовi траєкторiї
рiвняння (2) будуть iнварiантними поверхнями
збуреної системи. Нехай (Ft, t > 0) - неспадний

потiк σ -алгебр на фiксованованому ймовiрно-
стному просторi (Ω, F, P ), (w(t), Ft) - вiнерiв-
ський процес, gij(t) - функцiї, визначенi в обла-
стi [0,∞)×Ω, неперервнi з ймовiрнiстю 1 i при
кожному фiксованому t вимiрнi вiдносноFt. То-
дi рiвняння (3) природньо розглянути як рiвня-
ння Iто

dx(t) = Bx(t)dξi(t); (4)

i=1,2;

ξ1(t) =
t∫
0

g11(s)ds+
t∫
0

g21(s)dw1(s);

ξ2(t) =
t∫
0

g12(s)ds+
t∫
0

g22(s)dw2(s).

Введемо наступнi позначення: µi =
√

h2
i − k2

i ;

λ1i = −hi + µi, λ2i = −hi − µi, α1j =
t∫
0

g1j(s)ds;

α2j =
t∫
0

g2
2j(s)ds; j = 1, 2, i = 1, 2.

Має мiсце наступна теорема:

Tеорема 2.1. Нехай x(t)– розв’язок рiвняння
(4), тодi з ймовiрнiстю 1 для всiх t > 0 мають
мiсце рiвностi:
x1(t) = A1(t)

√
2 cos(φ1(t) + π

4 ),

x2(t) = A1(t)(λ2
11 + λ2

12) sin(φ1(t) + γ1),

x3(t) = A2(t)
√

2 cos(φ2(t) + π
4 ),

x4(t) = A2(t)(λ2
21 + λ2

22)(sinφ2(t) + γ2).

де

A1(t) =
1

λ11 − λ12

√
(y2

11(t)− y2
12(t)),

A2(t) =
1

λ21 − λ22

√
(y2

21(t)− y2
22(t)),

yij(t) = yij(0) exp{−λ2
ij

2
α2i(t) + λijξ(t)},

y11(0) = −λ12u10 + u̇10, y12(0) = −λ11u10 + u̇10,

y21(0) = −λ22u20 + u̇20, y22(0) = −λ21u20 + u̇20,

tgφ1(t) =
y12(0)
y11(0)

exp{−2µ1[h1α2i(t) + ξ(t)]},

tgφ2(t) =
y21(0)
y21(0)

exp{−2µ2[h2α2i(t) + ξ(t)]},

tgγ1 = −λ11
λ12

, tgγ2 = −λ21
λ22

, i = 1, 2, j = 1, 2.
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Доведення. Розглянемо лiнiйне перетворення
процесу x(t), при якому матриця B в рiвняннi
(4) прийме жорданову форму. Розглянемо про-
цес y(t) = Tx(t) з матрицею

T =




−λ11 1 0 0
−λ21 1 0 0

0 0 −λ12 1
0 0 −λ22 1




.
Тодi вiдповiдно

TBT−1 =




λ11 0 0 0
1 λ21 0 0
0 0 λ12 0
0 0 1 λ22




– жорданова форма матрицi В. Завдяки рiвнян-
ню (4) для процесу y(t)отримаємо стохастичне
диференцiальне рiвняння Iто

dy(t) = TBT−1y(t)dξ(t) (5)

З коефiцiєнтом переносу

a1(t, y) = g11(t) (λ11y11, y11 + λ21y12) ;

a2(t, y) = g12(t) (λ12y11, y11 + λ22y12) ;

a3(t, y) = g11(t) (λ11y21, y21 + λ21y22) ;

a4(t, y) = g12(t) (λ12y21, y21 + λ22y22) .

Згiдно [2] знаходимо явний вигляд розв’язкiв:

yij(t) = yij(0) exp{−λ2
ij

2
α2i(t) + λijξ(t)},

i = 1, 2, j = 1, 2,

y11(0) = −λ12u10 + u̇10, y12(0) = −λ12u10 + u̇10,

y21(0) = −λ22u20 + u̇20, y22(0) = −λ21u20 + u̇20.

Оскiльки x(t) = T−1y(t), то враховуючи яв-
ний вигляд процесу y(t), отримаємо завершення
доведення теореми.

Зауваження 1. Маючи явний вигляд розв’яз-
ку рiвняння (4) залежно вiд поведiнки функцiй
gij(t) можна будувати моделi незатухаючих
осциляторiв з довiльним порядком росту ам-
плiтуд.

Зауваження 2. Якщо gij(t) = gij - сталi i
g11 = 0, g12 = 0, то при довiльнiй iнтенсивно-
стi g21 6= 0, g22 6= 0збурюючого “бiлого шуму”
завжди маємо згасаючий осцилятор.

Надалi ми зупинимося лише на аналiзi по-
ведiнки лише затухаючих осциляторiв. Пока-
жемо, що при певному додатковому збурен-
нi вектора переносу рiвняння (4), фазовi тра-
єкторiї вiдповiдного детермiнованого рiвняння
(2) будуть iнварiантними поверхнями збурено-
го рiвняння, тобто зображувальна точка збу-
реної системи буде”дифундувати” за фазовою
траєкторiєю детермiнованої системи (2).

Tеорема 2.2. Нехай y(t)– розв’язок системи
стохастичних диференцiальних рiвнянь

dy(t) = g2
i2By(t)dt + By(t)dξ(t),i = 1, 2,

y1(0) = u1(0), y2(0) = u̇1(0),

y3(0) = u0(t), y4(0) = u̇2(0),

де матриця B має блочно-дiагональну стру-
ктуру з ненульовими блоками B1 та B2 вигля-
ду:

B1 =
( −λ11λ21 λ11 + λ21

λ11λ21(λ11 + λ21) λ2
11 + λ11λ21 + λ2

21

)

B2 =
( −λ12λ22 λ12 + λ22

λ12λ22(λ12 + λ22) λ2
12 + λ12λ22 + λ2

22

)

. Тодi для довiльного t > 0 G(y(t)) = G(y(0)) з
ймовiрнiстю 1, де G(y) = G1(y)G2(y)

G1(y) = (−λ11y1 + y2)(−λ12y1 + y2)
−λ12
λ11

G2(y) = (−λ21y3 + y4)(−λ22y3 + y4)
−λ22
λ21

Доведення теореми можна провести безпо-
середнiм застосуванням формули Iто до проце-
су G(y(t), в силу якої оттримаємо, що для до-
вiльного t > 0 dG(y(t)) = 0 з ймовiрнiстю 1 i
отже поверхня G(y) = C, де C-стала буде iнва-
рiантною множиною для заданої системи сто-
хастичнихт рiвнянь.
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3 Висновки

У роботi розглянуто механiчну модель, що опи-
сується ситемою двох спряжених гармонiчних
осциляторiв у випадку аперiодичного затухан-
ня. При випадкових збуреннях типу “бiлого шу-
му” у формi Iто вздовж вектора фазової швид-
костi дана система перетворюється на систему
стохастичних рiвнянь Iто. Для отриманої стоха-
тсичної системи проведено якiсний аналiз пове-
дiнки розв’язкiв. Для даної системи двох стоха-
стичних спряжених осциляторiв з тертям зна-

йдено явний вигляд i дослiджено поведiнку ам-
плiтуд та фаз. Маючи явний вигляд амплiтуд
та фаз системи двох стохастичних осцилято-
рiв залежно вiд поведiнки невипадкових фун-
кцiй gij(t) можна будувати рiзнi моделi аперi-
одичних затухаючих осциляторiв з довiльним
порядком росту амплiтуд. Доведено, що при
певному додатковому збуреннi вектора перено-
су рiвняння (4), фазовi траєкторiї вiдповiдного
детермiнованого рiвняння (2) будуть iнварiан-
тними поверхнями збуреного рiвняння.
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