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���������	��
 � ���� ������ �� � ���������� �������� ������ �� � ��� �
�� ������ �� ����� �� � ������ �� σ���������	 ���� ���  ��������� �� ��� ������ ����
 �������� ������ ��� ������ ����� �� ������! ���� �"����� #� �  ��� ��!	 ���� � �����
������������ ������	 �� �  ���� ���	 �� �� ��$ ���� �� %��& ���! ������ ��  ����� ����
����! ������� '
(� )���� �������	 ����� �! ����� �� ������	 ��� �  �������  ���������
���� ��������� �	 ��� � �� ��%�� ����� ��  ������  ��� ����� &��� ������� &�� � ��
 ��������� ��������� ��	 ��� &��� ������ ��  �������  ��������� ����� ��� *� �������
� ��+������ �� �� �  ��� ����� ��� ��� ��� � �������,����� �� � ������ ��  ��-�����
 ��� �����	 &�� � ����� �� �� ������� �� ��� ��� ������ �� �� ���&� ����  ��-��� ! ��
������ �� �������������� ��  �������� ��  ��������� ��������� ��� ��  ������� ����� ��	
��� �� �������! ��� ���� �� ���� �� .�����  ���� ������

�
 ���	�	���	�
*� ����� ��� �����&��� ��+������� ��� ��������	 &�� � ��  �����
����� &��� '�(� ��� ���������� �� ���� �� ���� �� ���� ������� �  ������! �� ��� �����
 �������� #�� ��& ��	 +�-�.$%%�"� ����� -��% +�-�.$%%�"�	 �� ����&��� �� ��� ��� �+���
�� � �����  ������� � ������ /� ���0 �������	 ���� �� �� ������� �! 0 /���� �! 10� � ���
������� �� � ��������� � �� ����  ����� � /0�%�

#� � ������ ��� � �� � ��� X 	 ��� ������� �̃	 ��+��� �� x �̃ y ⇐⇒ y � x	 ��
x, y ∈ X 	 �� � ������ ���  ����� 1221+�%� �� �	 ��� (X,�)op ������� ��� ����� (X, �̃)�
�� ��� ������� ��� � �� �������	 &� &��� �����! Xop �� ���  �3� +�4 ������ *� ����

����! (̃ ) �� ��� �������� �� ������ ������� �� ��� �������� ���	 ���� &��� X̃ = Xop	
˜sup = inf	 0̃ = 1 �� � #� � ������� f : (X �) → (Y,�) �� �  �����! '1( Poset

�� ������ ��� ������� /��� ��������0 ��������	 ��� fop �� ��� ���� �������	 ���
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������ �� (X, �̃) → (Y, �̃)� �� �� ������� ���� fop �� ������� �� &���	 ���� � ��� ��
(−)

op
: Poset → Poset �� ���������

#� � ������ A �� � ����� (X,�)	 &� ������

A↑ = {x ∈ X | a � x �� ���� a ∈ A}, A↓ = {x ∈ X | x � a �� ���� a ∈ A}.
�� A = A↑ /A = A↓0	 ���� � ��� A ��  ����� /22� /���� .15� 0�

)�� +/67 $2# /� #8217 $2#0 �� � ������� f ��� � ��� T �� � ����� L �� ��� ���

sub f = {(t, α) ∈ T × L | α � f(t)}.
��� �2�7 $2# �� ��� ���

epi f = {(t, α) ∈ T × L | f(t) � α}.
#� � ����� L	 &� ������ �! L� � ����� L ∪ {	}	 &��� 	 /∈ L �� ���� � ��& ���

�������� 2����� ���� L� �� �  ������� ����� � �� ��� ���! �� L �� �  ������� ��������� ��
� %121.17�"$. -��% /� 91�00 +�-�.$%%�"� �� � ��������� � L  �!��� � �������! �� �

���� ��� ������� ∧ : L × L → L /���� ∨ : L × L → L0 ��  ���������� � ����� � L &���
� �������! �� � ���� ���� ∧ : L × L → L ��� ∨ : L × L → L ��  ��������� ��  �����
� %121.17�"$. .$%%�"��

� ��� A �� � ����� (X,�) �� 4� �"%�4 /:.%� �40 ��	 �� ��� x, y ∈ A	 ���� �� z ∈ A
�� � ���� x � z	 y � z /���� z � x	 z � y0� � ����� ��  ����� 4� �"%�4 "1-2.�%� /4"21 ��
����0 �� �� ��� ��&��� ���� ������ �� ��� ��� ��� ��� ��������

#� � �������! τ �� X ��+�� � ����� �τ �� X �!

x �τ y ⇔ x ∈ U ������� y ∈ U �� ��� x ∈ τ.

� ����� (X,�) ��  ����� 61/04�4 "1-2.�%� �� �� � ������� ��� ����� ��������!
������ A ⊂ X ��� � ����� ���� ������

)�� ����� �τ ��  ����� ��� +2�"�$.�;$%�10 1 4� �� X &��� ���� � �� τ � �� �� �
������ ��� �� ��� ���! �� τ �� T0−�������!�

#�3 � ������ ��� � �� � ��� X � ����� ��� ���������� τ �� X &��� ��� ����,�����
��� � ����� &��� ��� �����! ���� ���! ����� ��� ��� &��� � ����� ���� ����� ��
U ∈ τ �� ���������! �� U ��  ����� ���� ���������� )�� +���� �� � �������! �� ��� �"1%%
%121.178 σ(X)� ��  ������� �� ��� ����� U ⊆ X ���� ������! x ∈ U ⇔ U ∩D �= ∅ �� ���!
� −��� ��� D ⊆ X &��� � ����� ���� ����� x. 4��� ���� 5⇐6 ����� ������� U = U ↑�

� ������� f ���&��� � ��7� X ��� Y �� �"1%% "10%�0/1/+	 ����  ��������� &����
σ(X) ��� σ(Y )	 �� ��� ���! �� �� ������� ������ �� ��� ��� ���� / �� 8���������
������0�

)�� .15� %121.178 ω(X) �� � ����� (X,�) �� ��� ����� �������! �� � ���� ��� ����
�� ��� ��� {x}↓ ��  ������ )�� -��� �� /���� ��� ����� �������! ����  �������0 σ(X) ���
ω(X) ��  ����� ��� �$5+10 %121.178 �� X ��� ������� �! λ(X)� )�� ��� � (X,λ(X)) ��
������� �! ΛX �

�� � � �� X 	 � ��&� ��� �� 9�&���  ����� �: �� �� ; ���  ����� �: �� ��  ����� ����
������ �� ��� ��� ��������

9�� L �� � ������ *� ��! ���� x �� 5$8 6�.15 y ��� &��� x� y �:	 �� ��� ��� ���
������� D ⊆ L �� � ���� supD �3����	 ��� ������� y � supD ������� ��� �3����� � ��
d ∈ D �� � ���� x � d� 5*�!�����&6 ������� �� ��������� ��� �����!����� � �� �������
������!��� x � x �� ���� �� �� "1-2$"% � �+1.$%�4 < 1- 6�.15	 ��� �� ����  ��� ��� ���
{x}↑ �� ; ��� ���� /��� � 9�&��� ����0�
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2����� ���� 	 �� �������� ��� ����& �� L� �� ��� ���! �� �� � ��� ��� ��� D ⊂ L
��� �� ���� ����� �� L�

� ����� L ��  ����� "10%�0/1/+ �� �� � ������� y ∈ L �� � ����� ���� ����� � ��� �
��� �� ��� x ∈ L �� � ���� x� y� � 41-$�0 �� �  ��������� � ��� �� ������ �� � ��������� �
/� ����� �0	 �� ��  ����� � "10%�0/1/+ +�-�.$%%�"� /���� �  ��������� ����� �0� 2�������!
�  ��������� ����� � &��� � ������ ������� �� �  ������� ����� �	 ��� � ��������� � S ��
 ��������� �� ��� ���! �� S� �� �  ��������� ��������� � &��� 	 �������� ��� ����&�

<! )����� ������= ��� 9�&��� �������! �� �  ������� ��������� � L �� �  ���� �
T0��������!� )����� �������> ������ ����	 �� � ������	 ��� 9�&��� �������! ��
?�����:� ?�� � ��� 9�&��� �������! �� �  �������  ��������� ��������� � ��  ���� �
?�����:	 ��� �! )������ ������
	 �������� ��� ������� ∧ : ΛL × ΛL → ΛL ��
 ���������	 ���� (L, λ(L)) �� � �������� �� ��������� ��

)����� ������
 ��� 8��������� ������@ ����! ����	 �� � � �� S ��� � ������ L	
��� ���������� λ(S × L) ��� λ(S)× λ(L) �� S × L �� �"����

� �������� �� ��������� � ��  ����� � �$5+10 +�-�.$%%�"� � ���� �� ���� +-$.. +�-��
.$%%�"�+ ��	 �� �� � �����	 �� ��������� � �� �� ����  ��������� �� ������������ ��� � 4�+% ��
6/%�3� �������� �� ����� � L ��  ����� � �$5+10 .$%%�"� ��	 �� �� � �����	 �� ��� � �� �� ����
 ��������� �� �������� ��	 �	 �"���������!	 �� L ��� Lop �� 9�&��� ��������� ���

<! ��� #���������� )����� �� A���� � ;�������� �� /)����� B��1�
0	 �� �
 �������  ��������� ��������� � &��� ��� 9�&��� �������! �� �  ���� � ?�����: 9�&���
��������� �	 ��� �� �  ���� � ?�����: 9�&��� ��������� � �� �  �������  ���������
��������� � �� � ���� ��� ����� �������! ����� &��� ��� 9�&��� �������!�

;������!	 �! 8��������� B������>	 �  ������� ����������� ����� � L ������ �
 ���� � ?�����: �������! ��%��� �� � 9�&��� ����� � �� ��� ���! �� ���� L ��� Lop

��  ��������� ��������� �� ��� ��� 9�&��� ���������� �� L ��� Lop ���� /��� ������
� ���"�� �� � �������!0� �� ����  ��� ��� 9�&��� �������! �� L  ��� ���� &��� ��� ��&�
�������! �� Lop	 ��� �� � ����	 ��� � ��� �������! �� "������� �� L �� ��� �0%� 3$.
%121.178	 ���� ��� -��� �� ��� ��&� ���������� �� L ��� Lop�

*� ���� �� � ������ P ⊂ X×Y �� � ����! ������� ��� &��� xPy �� (x, y) ∈ P �
*� ���� ������ xP = {y ∈ Y | xPy}	 Py = {x ∈ X | xPy} �� ��� x ∈ X 	 y ∈ Y �
)��  ��� ������ ������� �� � ������� &��� �� ������� �! ��� ���� �����C

P (x, y) =

{
1, (x, y) ∈ P,

0, (x, y) /∈ P,
x ∈ X, y ∈ Y.

9�� ���� P̄ �� ���  ��������� (X × Y ) \ P �
�
 ���	�� �� �����	�� �� ��	����	�
 ������ ����� ��� ���������
 #��

��& L �� �  ���� � ?�����: 9�&��� ����� �� #� �  ��������� ��������� � S	 9���� �����
� ��� )����� ������� '�( ����! ���� ��� ��� [S → L] ��� ; ���� ��������� /��� � �������0
�������� ��� S �� L �� �  �������  ��������� ����� � &���� � ������ ���C f � g ��
f(s) � g(s) �� L �� ��� s ∈ S� 8��&��� ����� ��� -���� �� [S → L] ��  �� ������
�������&���C f ∧ g(s) = f(s) ∧ g(s)	 f ∨ g(s) = f(s) ∨ g(s)� )��� [S → T ] &���
��� 9�&��� �������! �� �  ���� � ?�����: 9�&��� ����� ��

�� �� &����! %��&� / �� D3� ��� B��1��� '�(0 ���� ��� ��%1 �+ %121.178 �� ��� ���
expX �� ��� ��������!  ����� ������� �� �  ���� � ?�����: ��� � X �� ��� 9�&���
�������! �� (expX)op	 ���� �� expX ����� �!  �3� +� �� ������	 &�� � &� ������ �!



��* ���� ������	
���� ����� ��������

exp⊃X 	 ��� exp⊃X &��� ���� �������! ��  ���� � ?�����: 9�&��� ��������� �	 ��� �
�� �  �������  ��������� /����0 ��������� �� )������ �� ������� f ∈ [exp⊃X → L] ��
�� ������� ������� f : expX → Lop &�� � ������� ��+�� �� +�����  ���� ����� �� ����	
���� f(

⋂A) = inf{f(A) | A ∈ A} �� ��! +�����  ���� ���� A ��  ����� ��������! �������
�� X � �� �� ������� ��� � τ ������� /���� ���� ���� ���������0 Lop�������  ��� ��! ��
X '
(�

)��� &� ������� ��� �����&��� ��+������ &�� � �������,�� ��� ������ ��  ��� ��! ��
�  ���� ��� �� ��� ���� ����� �� σ��������� ������ �� �  ������� <������ ������
�� � �������,����� �� σ��������� ������ ��+��� �� � σ������� �� �����

E� ��� ���� L �� �  �������  ��������� ��������� � �� ��� ���! �� L �� �  ���� �
?�����: 9�&��� ���� ��������� � &��� ��� �������! λ(L)�

���	�	�� �
 ��% S 6� $ 91�0 +�-�.$%%�"� +/"# %#$% Sop �+ $ "10%�0/1/+ +�-�.$%%�"�= L $
"1-2$"% >$/+41 ? �$5+10 .$%%�"�	 @0 L�������  ��� ��! A1 L� ��� ��! <1 6 �3�%8B 10
S �+ $ -$22�07 c : S → L 5#�"# 2 �+� 3�+ �0:-$ 1< :.%� �4 +�%+ A$04 #�0"� �+ �+1%10�B	

2����� ���� ���� �� �"�������� �� ����� �� ������� �� [Sop → Lop]� *� ������
��� ��� �� ��� L� ��� ����� �� S �! M [L]S ���  ������ �� &��� ��� ������ ���	 ����

M [L]S = [Sop, Lop]op�

���	�	�� �
 @ "$2$"�%8 c : S → L �+ ������,�� �< S #$+ $ /0�% $04 c %$C�+ �% %1
%#� /0�% 1< L	

)�� ����� ������,��  ��� ��! c0 : S → L �� ��� �����&��� ���C

c0(s) =

{
1, s = 1,

0, s �= 1,
s ∈ S.

�  ��� ��! c ∈M [L]S �� ������,�� �: c0 � c	 ������� ��� ��� M[L]S �� ��� ������,��

L� ��� ����� �� S �� �"��� �� {c0}↑ �� M [L]S�
)��� ��� �����&��� ��������� �� ���������C

������	�	�� �
 D#� 21+�%+ M [L]S $04 M[L]S $ � "1-2$"% >$/+41 ? �$5+10 .$%%�"�+
5�%# %#�  �+2�"%�3� �$5+10 %121.17��+	

� :.%� �� � ����� �� � +����� ���� ���� #� � ����� X 	 �! X� &� ������ �! X�

������ ��� �$5+10 4/$. �� X &�� �  ������� �� ��� ��������! ; ��� ���� +���� �� X
����� �! �� �������

�  �����! &�� �  ������� �� ���  ��������� ��������� �� &��� ����� /��� ��������0
��� ��������� � �������� ���� ������ ����� ��� ��� ��� ������ /���� �� ; ���  �����
�����0 �� ������� �! CSem� F�����! )����� �� A��������� ;�������� �� '�	 )����� �B�
���@( ������ ����	 �� �  ��������� ��������� � S &��� � ����	 ��� ����� S� �� �  ���������
��������� � &��� � ���� �� &���	 ���	 �� � ������� f : S → S′ �� CSem	 ��� ������
f�(F ) = f−1(F )	 F ∈ S′�	 ��+��� � ������� f� : S′� → S� �� CSem� )��� � ��� ��
(−)� : CSem → CSemop �� ��������	 ��� (−)� ◦ (−)� �� �������� �� ��� �������!
��� �� 1CSem� �� ���������� U : 1CSem → (−)� ◦ (−)�  ������� �� ��� ��������
US : S → S�� ���� ���� �� � s ∈ S �� ��� ��� {F ∈ S� | s ∈ F}� ?�� � �! ��� �����
������ ���  �����! CSem �� +�.<�4/$. ���� ���  ���������� ��� �� (−)�� �� �� �����
��� ���� maxS� = S�



�� !"#�$% &%��"'%� � �%&(��$$(�%� ��+

9�� CSem0 �� ���  �����! ����  ������� �� ���  ��������� ��������� �� &��� 61%%1-
��������	 ��� ��� ; ���  ��������� ��������� � �������� &�� � ������ ��� ������
��������� #� �� � ��-� � S �� CSem0	 ��� ����� S� �� �� ��-� � �� CSem �� � ����
��� ��� ������� �� �������� ��� ����&� #� � ������� f : S → S′ �� CSem0	 ���
f� : S� → S′� ��%� �� � s ∈ S �� f(s) ∈ S′	 ��� 	 �� 	� 4��� ���� f� �� � �������
�� CSem	 ��� (−)� : CSem0 → CSem �� � ��� �� &�� � �� �� ��������� ��  ���������

)��� / �� D3� ��� �B����� '�(0 ��� 9�&��� ���� (S�)� �� �  ��������� ��������� �
&��� ��� ��� ������� S� �������� ��� ����&	 ��� &��� ��� ������ ������� {	}� ?�� �
� �����

S∧ = (S�)� \ {S�}.
�� �� ��-� � �� CSem0 �� &���� )��� ���������� �3����� �� �  ���������� ��� ��
(−)∧ : CSem0 → CSem0 �� �����&�C D� � F ∈ (S′�)�	 F �= S′�	 ���� ���  ������
� ������ ������� 0′ ∈ S′	 ������� ��� ������� (f�)� : (S′�)� → (S�)� ��%��
�� � F �� ��� ���� +��� (f�)−1(F ) &�� � ���� ���  ������ � ������ ������� 0 ∈ S	
��� � (f�)�(F ) �= S�� 2� ��� ���� ����	 (f�)�(S′�) = S�� )��� &� ��+�� ���
������� f∧ : S′∧ → S∧ �� � ���� ���� �� (f�)�� <! ��� ����� ��� ����������
s �→ {F ∈ S∧ | s ∈ F} �� �� ���������� uS : S → S∧∧ &�� � �� �  �������� �� � ������
������������ u : 1CSem0

→ (−)∧∧� )��� CSem0 �� ��������� ���� ���  ����������
��� �� (−)∧� <! ��� ����� &�  ������ ���� �����������! �� � ���� ���� �� ��� �����������!
�� CSem ��� (−)� �� ��� ��� �����! CSem0 → CSem�

���	�	�� �
 @ 6�0$ 8  �.$%�10 P ⊂ S × S′ �+ "$..�4 $ ��������� ������! �<E
A�B <1 $.. x1, x2 ∈ S= x1 �� x2 �? %#� � �+ y ∈ S′ +/"# %#$% ¬x1Py= x2PyF
A�GB <1 $.. y1, y2 ∈ S′= y1 �� y2 �? %#� � �+ x ∈ S +/"# %#$% ¬xPy1= xPy2F
A�B <1 $.. x1, x2 ∈ S $04 y ∈ S′= (x1 ∧ x2)Py �? x1Py 1 x2PyF
A�GB <1 $.. x ∈ S $04 y1, y2 ∈ S′= xP (y1 ∧ y2) �? xPy1 1 xPy2F
A*B <1 $.. x ∈ S $04 y ∈ S′= %#� +�%+ xP ⊂ S′ $04 Py ⊂ S $ � 010��-2%8 $04

".1+�4 /04� 4� �"%�4 +/2 �-$	

�� �� ���! �� ��� ���� �� �"�������� ��+������  �� �� ����� �����  ��� ������ 
��� ������

���	�	�� �
 @ 6�0$ 8  �.$%�10 P ⊂ S × S′ �+ "$..�4 $ ��������� ������! �<
%#� "#$ $"%� �+%�" -$22�07 P̄ : S × S′ → {0, 1} 1< �%+ "1-2.�-�0% +$%�+:�+ %#� <1..15�07E

A�B P̄ �+ 4�+% �6/%�3� 5	 	%	 ∧ �0 %#� 61%# 3$ �$6.�+= $04 P̄ (0, y) = P̄ (x, 0′) = 0
<1 $.. x ∈ S= y ∈ S′F

A�B P̄ +�2$ $%�+ �.�-�0%+ 1< S $04 1< S′= �	�	E
A�$B <1 �$"# x1, x2 ∈ S= �< P̄ (x1, y) = P̄ (x2, y) <1 $.. y ∈ S′= %#�0 x1 = x2F
A�6B <1 �$"# y1, y2 ∈ S′= �< P̄ (x, y1) = P̄ (x, y2) <1 $.. x ∈ S= %#�0 y1 = y2F

A*B P̄ �+ �"1%% "10%�0/1/+	

������	�	�� �
 ��% S, S′ 6� "10%�0/1/+ -��% +�-�.$%%�"�+ 5�%# 61%%1- �.�-�0%+ 0, 0′

 �+2	 �< P ⊂ S × S′ �+ $ +�2$ $%�07 21.$ �%8= %#�0 %#� -$22�07 i %#$% %$C�+ �$"# x ∈ S
%1 xP̄ ∪ {	} �+ $0 �+1-1 2#�+- S → S′∧	 H103� +�.8= �$"# �+1-1 2#�+- i : S → S′∧ �+
4�%� -�0�4 68 %#� $613� <1 -/.$ <1 $ /0�I/� +�2$ $%�07 21.$ �%8 P ⊂ S × S′	

������ /=⇒0 E� ��� ���� �! 9���� ������ '�( ��� -���� ; ���  ��������! �� P̄ �� �"��������
�� ��� ; ���  ��������! �� �� � ������� ��������!� F�� �� /�0	/10 xP̄ ��� P̄ y �� ; ��� ����



��, ���� ������	
���� ����� ��������

+���� /�������� ��� �� ������! ��������!0	 &�� � �� ������ � ��� S′ ��� S ���� )���
i(x) = xP̄ ∪ {	} ∈ S′∧ �� ��� x ∈ S� *� �������! ��+�� i′ �� �����&�C y �→ P̄ y ∪ {	} ��
��� y ∈ S′� )��� i ��� i′ �� ������������� ��-� ���� �������� S → S′∧ ��� S′ → S∧	
���� �����!� #�� /�0	/10 &� ���� ���� ���� i ������� ��� ��� ������ ��� � ������
�������	 ��� � �� ; ���  ���������	 ��� ������� �� � ������� �� ���  �����! CSem0�
*�  �� ����! �� i ���  ���������� ��� �� (−)∧� )�� ������� i∧ : S′∧∧ → S∧ ��%��
�� � ��������! ; ��� ���� +��� F � (S′�)� �� i−1(F) ∪ {	}� )��� i∧ ◦ uS′ : S′ → S∧

����� ��� y ��

{x ∈ S� | x = 	 � i(x) � y} = {x ∈ S� | x = 	 � y ∈ xP̄} = P̄ y ∪ {	} = i′(y).

;�� � uS′ �� �� ���������� ��� i′ �� ��-� ���� �! /�0	 ��� ������� i∧ �� ��-� ���� ��
&���	 ��� � i �� ��-� ����� )�%��� ���� �  ���� ���� i �� �������������	 &� ���� ��
 �� ������ ���� i �� �� ��� �����������

2����� ���� �������! i′∧◦uS : S → S′∧  ��� ���� &��� i	 ��� � i′ �� �� ����������
�� &����

/⇐=0 9�� i : S → S′∧ �� �� ����������� �� �� ���������&�� �� ����! ���� ���
������� P = {(x, y) ∈ S × S′ | y /∈ i(x)} �����+�� ��� �������� /�0G/10 ��� ��������� i
�� ��� ����� ������

<! ��� ����� �� ��� ��"���	 �� �� � S′ ��� P �3���	 &� ��! ������ ���� S′ �� �"���
�� S∧	 ��� P = {(s,F) ∈ S × S∧ | s /∈ F}� �� �� �������� ����	 �� S = exp⊃X 	 &� ��!
��� S′ = S� � �"���� P ⊂ exp⊃X × exp⊃X �� ��� �����&���C (F,G) ∈ P �: F ∩G �= ∅�

*� �� ��������� ��  ���� &��� ���� S ��� S∧ ��  ���� � ?�����: &����
��� 9�&��� ����������� �  ��������� ��������� � S ��  ����� +%$6.8 "10%�0/1/+ �� x� y, z
������� x� y ∧ z �� ��! x, y, z ∈ S� <! D3� ��� �B����1 '�( �  ��������� ��������� � L
�� �  ��������� ����� � �� ��� ���! �� L� �� �����!  ��������� &��� � ��� ������� ��������
��� ����&� )������C

���� �
 J1 $ "10%�0/1/+ +�-�.$%%�"� S 5�%# $ 61%%1- �.�-�0%= %#� 21+�% (S�)� �+
$ "10%�0/1/+ .$%%�"� A�	�	 S∧ �+ $ "1-2.�%� +�-�.$%%�"�B �? S �+ +%$6.8 "10%�0/1/+	

��������� �
 J1 $ "10%�0/1/+ +�-�.$%%�"� S 5�%# $ 61%%1- �.�-�0%= %#� �$5+10 %121.17��
�+ 10 S $04 S∧ $ � "1-2$"% $04 >$/+41 ? �< $04 10.8 �< S �+ "1-2.�%� $04 +%$6.8
"10%�0/1/+	

?�� � ��� ���� ��� �����! CSCSem0 �� CSem0 &���  ������� �����!  ���������
��������� �� &��� 0 �� ��-� �� �� ��������� ���� � ���� ���� �� ��� ��� �� (−)

∧
�

4��� ����	 �� �  ���� ��� X 	 ��� ��������� � exp⊃X ��  �������	 �����!  �����
�����	 ���  ������� � ������ ��������

9���� �����= '�( ������� ����	 �� � ������� f : S1 → S2 �� CSem0	 � �������
[f → L] : [S2 → L] → [S1 → L]	 [f → L](c) = c ◦ f �� c ∈ [S2, L]	 �� � ; ���  ���������
����� � �������� )��� �  ���������� ��� �� [− → L] ��� CSem0 �� ���  �����! Sup
��  ������� ����� �� ��� �������� ���� ������ ��� ������ �� ��������� #� �� � ��-� �
S �� CSem0	 ��� ������ [S → L]0 = {c ∈ [S → L] | c(0) = 0} ��  ����� ���� �����!
����� ��� -����	 ��� � �� �� ��-� � �� Sup �� &���� )�� �� ������ [S → L]0 ↪→ [S → L]
�� � ������� �� Sup	 ��� [f → L]

(
[S2 → L]0

) ⊂ [S1 → L] �� f : S1 → S2 ������
)������ &� ��+�� � ������� [f → L]0 : [S2 → L]0 → [S1 → L]0 �� � ���� ����
�� [f → L] ��� ������ �  ���������� ��� �� [− → L]0 : CSem0 → Sup� E� ��� ����



�� !"#�$% &%��"'%� � �%&(��$$(�%� ��-

[S → L] �� ������+�� &��� ��� �������� �� ��� ����� M [Lop]S
op �� Lop� ��� ����� ��

Sop� �� �� ���! �� ��� ���� [S → L]0 �� �������� �� ��� ����� M[Lop]S
op �� 01 -$.�;�4

Lop� ��� ����� �� Sop�
9��  ��������� ��������� �� &��� ������ �������� S, S′ ��� � ��������� ������!

P ⊂ S × S′ �� +3��� #� � ; ���  ��������� ��� ���� c : S → L /���� �� �� Lop� ��� ��!

c : Sop → Lop0	 &� ��+�� � ��� ���� c̃ : S′ → L̃ �! ��� �"�����!

c̃(s′) = inf{c(s) | s ∈ S, (s, s′) /∈ P} �� L, s′ ∈ S′.

#� � ���� ��� 5 ����� ��6  ��� S′ = S∧	 P = {(s,F) ∈ S×S∧ | s ∈ F}	 ��� ��� ����

c̃ ∈ [S′ → L̃) �� �� ��� ���

c̃(F) = inf{c(s) | s ∈ F, s �= 	} �� L, F ∈ S∧.

������	�	�� �
 D#� </0"%�10 c̃ �+ �"1%% "10%�0/1/+= %$C�+ $ 61%%1- �.�-�0% %1 $ 61%%1-
�.�-�0%= $04 �%+ �2�7 $2# �+ �I/$. %1

ẽpi c̃ = {(s′, α′) ∈ S′ × L̃ | (s, s′) /∈ P 1 α′ � α <1 $.. (s, α) ∈ epi c}.
�< <1 S′ %#� +$-� S, P $ � :K�4 �0 %#� $613� +�0+�= %#�0

˜̃c(s) =

{
c(s), s �= 0,

0, s = 0,
s ∈ S.

L�-$ C �	 )��� ���������  �� �� �"���������! ��������� �� ���� ��  ��� �����C ����
���  ��������� �� ��� ����� ����������	 �� c : Sop → L �� �� L� ��� ��!	 ���� ��� ��� ����
c̃ : S′op → L̃ ��+��� ��

c̃(s′) = sup{c(s) | s ∈ S, (s, s′) ∈ P} �� L, s′ ∈ S′,

�� � ������,�� L̃� ��� ��! &��� � ������� ��������� �! ��� ������

s̃ub c̃ = {(s′, α′) ∈ S′ × L̃ | (s, s′) /∈ P � α � α′ �� ��� (s, α) ∈ sub c},
��� ˜̃c = c∨ c0	 &��� c0 �� ��� ����� ������,��  ��� ��! ��%��� 0 ∈ S /���� � ��� �������
�� Sop0 �� 1 ∈ L ��� ��� ���� �������� �� S �� 0�

)� ���� ��� ����� ��������� ��� ��  ����! ��� ����� �� ��� ����������� ���&���
c ��� c̃	 &� ���� � ������ �� .�����  ���� �����

���	�	��  
 '�( �< S, S′ $ � 21+�%+ $04 p : S → S′ $04 q : S′ → S $ � </0"%�10+ +/"#
%#$% <1 $.. s ∈ S $04 s′ ∈ S′

s �S q(s
′) �? p(s) �S′ s′,

%#�0 p �+ "$..�4 $ ��&� ��-���� %1 q= q �+ $0 ���� ��-���� %1 p= $04 %#� I/$4 /2.�
(S, p, q, S′) �+ "$..�4 $ .�����  ���� ���� A1 $ .�����  ��������� �B	

A����! �� � p, q �� ������� ��������	 ��� �� � ������� �� ��� ��-���� ��� (p, q)
�� ���"���! ��������� �! ��� ���� ����

�� p1 : S → S′op ��� p2 : S′op → S �� �� � ���� (S, p1, p2, S
′op) �� � .�����

 ���� ����	 ���� ��� "������� (S, p1, p2, S
′) ��  ����� � "10% $3$ �$0% M$.1�+ "100�"%�10�

�� �"�������� ��+������ �� ��� �����&���C



��. ���� ������	
���� ����� ��������

���	�	�� !
 �< S, S′ $ � 21+�%+ $04 p : S → S′ $04 q : S′ → S $ � </0"%�10+ +/"# %#$%
<1 $.. s ∈ S $04 s′ ∈ S′

s �S q(s
′) �? s′ �S′ q(s),

%#�0 %#� I/$4 /2.� (S, p, q, S′) �+ "$..�4 $  ���������� .�����  ���� ����	

;� � p, q �� ��������	 ��� ��� ����� ��+������ �� �!����� 	 ���� (S′, q, p, S) ��
�  ���������� .�����  ���� ���� �� &����

#� � +3�� ��������� ������! P ⊂ S × S′ ��� � ������� f ∈ [S → L]	 &� ��+��

� ������� p(f) : S′ → L̃ �! ��� ������

p(f)(s′) = s̃up{f(s) ∧̃ P (s, s′) | s ∈ S}, s′ ∈ S′.

#� f ′ ∈ [S′ → L̃]	 � ������� q(f ′) : S → L �� ��+��� �������!C

q(f ′)(s) = sup{f ′(s′) ∧ P̄ (s, s′) | s ∈ S}, s ∈ S.

#� ��� s ∈ S	 ��� ��� ���� S′ → L̃ ���� ��%�� �� � s′ �� f(s) ∧̃ P (s, s′) �� ; ���
 ���������	 ������� ��� �����&��� ������� �� ��� �� � ��� ����� �� ; ���  ���������
�� &���� �� �� ������� ���� p(f)(0) = 1 = 0̃	 ��� � p(f) ∈ [S′ → L̃]0	 ��� �������! q(f ′) ��

�� [S → L]0� 2����� ����	 �� ��� f ∈ [S → L] ��� f ′ ∈ [S′ → L̃]	 ��� ���� ���"��������
p(f) �̃ f ′ ��� q(f ′) � f �� �"�������� ��

f(s) � f ′(s′) �� ��� s ∈ S, s′ ∈ S′ �� � ���� sP̄s′.

)��� ([S → L]op, p, q, [S′ → L̃]op) �� �  ���������� .�����  ���� ����� ;�������� ��

������ �� S ��� S′ �! P̄ ������� ���� ��� ���� ���� p0 : [S → L]0 → [S′ → L̃]0 �� p ��

��-� ����	 �� &��� �� ��� ���� ���� q0 : [S′ → L̃]0 → [S → L]0 �� q	 ������� p0 ��� q0
�� �������! ������ ��� ����������������

4�& �! �������� ���� p(f) = f̃ 	 q(f ′) = f̃ ′	 ��� 8��������� 1 �� �� ����� ��
S′ = S∧	 ��� P = {(s,F) ∈ S × S∧ | s /∈ F}	 ���� ���  ����� ��� ��������������

p0 : [S → L]0 → [S∧ → L̃]0 �� ������� �! κ[L]S�

�� S = S′ = exp⊃X 	 P = {(F,G) ∈ (exp⊃X)2 | F ∩G = ∅}	 c ∈M [L]S	 ����

c̃(F ) = sup{c(G) | F ∩G = ∅}, F ∈ exp⊃X,

&�� � �� �� ����! � ��+������ �� � "109/7$%� L̃�"$2$"�%8 �� �� L� ��� ��! c ��
�  ���� ��� X 	  �� '
(� ?�� � &� ����  ��� ��� -��� ��+��� c̃ : S′ → L̃ � "109/7$%�

-$22�07 �� c : S → L	 ��� c̃ : S′op → L̃ ��  ����� � "109/7$%� "$2$"�%8 �� c : Sop → L�
#�� ��� ����� &� ������ ����C

������	�	�� �
 J1 $ "1-2$"% >$/+41 ? �$5+10 .$%%�"� L $04 $ "10%�0/1/+ +�-�.$%%�"�
S 5�%# $ 61%%1- �.�-�0%= %#� 21+�%+ [S → L]0 $04 [S∧ → L̃]0 $ � 1 4� $0%��+1-1 2#�"	

D#� 21+�%+ M[L]S
op $04 M[L̃](S

∧op) $ � $.+1 1 4� $0%��+1-1 2#�"	

9�� P1 ⊂ S1 × S∧
1 	 P2 ⊂ S2 × S∧

2 �� 5�������6 ��������� ���������	 ����
Pi = {(s,F) ∈ S1 × S∧

i | s /∈ F}	 i = 1, 2	 ���  ���������� .�����  ���� �����

([Si → L]op0 , pi, qi, [S
∧
i → L̃]op0 )	 i = 1, 2	 �� �� ��� ���� ������
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[S1 → L]0
p1 �� [S∧

1 → L̃]0
q1

��

[f∧→L̃]0
��

[S2 → L]0
p2 ��

[f→L]0

��

[S∧
2 → L̃]0

q2
��

���� �
 D#� I/$4 /2.� ([S1 → L]op0 , [f
∧ → L̃]0 ◦ p1, [f → L]0 ◦ q2, [S∧

2 → L̃]op0 ) �+
$ "10% $3$ �$0% M$.1�+ "100�"%�10	

������ 2����� ����	 �� ��� ϕ ∈ [S1 → L]0	 ψ ∈ [S∧
2 → L̃]0	 ��� ���"�����! ϕ̃ ◦ f∧ �̃ ψ ��

�"�������� ��

ψ(y) � ϕ(x) �� ��� x ∈ S1, y ∈ S∧
2 �� � ���� (x, f∧(y)) /∈ P1,

��� ��� ���"�����! ψ̃ ◦ f � ϕ �� �"�������� ��

ψ(y) � ϕ(x) �� ��� x ∈ S1, y ∈ S∧
2 �� � ���� (f(x), y) /∈ P2.

;�� � (x, f∧(y)) /∈ P1 �� ��� ���! �� (f(x), y) /∈ P2	 &� ���� �� ��� �"����  �� �������

��������� �
 D#� -$22�07 q2 ◦ [f∧ → L̃]0 ◦ p1 : [S1 → L]0 → [S2 → L]0 �+ $0 /22� 
$491�0% %1 %#� -$22�07 [f → L]0 : [S2 → L]0 → [S1 → L]0	

#� � ������� ��  ������� ����� �� ϕ : L → L′	 &� ������ �! ϕ∗ ��� .15� �03� +�	
���� ��� ������� L′ → L ���� �� ��+��� �! ��� �"�����!

ϕ∗(y) = sup{x ∈ L | ϕ(x) � y}, y ∈ L′.

E� ��� ���� �! ��� ��-���� ������ �� ��� ��� ���� '�( ��! ������� ��  �������
����� �� ϕ : L → L′ &�� � ������� �����! ������ �� � ��&� ��-���� �� � ���"��
.�����  ���� ���� ���&��� ����� ����� ��	 ��� ��� ���� ��-���� �� �"��� �� ϕ∗�

)����� �B���1 '�( ������� ���� ���  �����! Sup ��  ������� ����� �� ��� ��������

���� ������ ��� ������ �� ��������� ���� ���  ���������� ��� �� D̃ ���� ����� �� �
����� � L �� Lop ��� �� � ������� f : L1 → L2 �� (f∗)op : Lop

2 → Lop
1 �

)�� ������

Sup D̃ �� Sup

CSem0

[−→L]0

��

(−)∧
�� CSem0

[−→L̃]0

��

�������! �� ���  ����������	 ��� ��� �&� ���&���  ����������� �� �������� '1(
/������ ���� ��� ��� ��� ��  ����������0�

8������ ��� ������� ����������� �������	 &� ������ ��� ���� ����� �� ���� &�%�
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 D#� "1..�"%�10 κ[L] 1< $.. �+1-1 2#�+-+ κ[L]S : [S → L]op0 → [S∧ → L̃]0=

<1 $.. 169�"%+ 1< CSem0= �+ $0 �+1-1 2#�+- 1< </0"%1 + D̃◦ [− → L]0 → [− → L̃]0 ◦(−)∧	

)��� ���  ����� ����� �� ����� �� �� ������,�� L� ��� ����� ��� �� ������,��
L̃� ��� ����� ��  ��������� ��������� &��� ,�� �� ��� ����� ��� ���%�� ��� �&�  ����� 
��������� ��� � ��� �� ����������� )��  ��������� �� ��� ����� ���� �� �  ��� ��! ��
���  ��-������

1� (�	�) ( ����	����� ����	��� ��� 2���	��� %���������	� � &�������	�� ��� 	�� ����	���	�
���� 3��� /) 4 (�	�) ( � *�
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