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РОЗРАХУНОК ЙОНIЗАЦIЙНОЇ
РIВНОВАГИ У ЗОРЯНИХ ФОТОСФЕРАХ

О. Стельмах

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

вул. Кирила i Мефодiя, 8, 79005 Львiв, Україна

Дослiджено залежнiсть концентрацiї електронiв, протонiв, атомiв водню та
йонiв H− вiд температури та загальної густини у моделi частково йонi-
зованої водневої плазми зоряних фотосфер. Використано самоузгоджений
метод розрахунку, що грунтується на врахуваннi дебаївського екранування
кулонiвських взаємодiй, яке обмежує число енергетичних рiвнiв електрона
в атомi водню. Внаслiдок цього статистична сума атома водню є скiнченою
функцiєю температури i загальної густини. Наведено результати розрахун-
ку вiдносних концентрацiй електронiв, протонiв, атомiв водню та йонiв H−

в областi температур 0,01 ≤ kBT/ Ry ≤ 0, 30. Виконано порiвняння розра-
хованої самоузгодженим чином вiдносної концентрацiї електронiв з резуль-
татами розрахункiв на основi апроксимацiй Планка-Брiллюена-Ларкiна та
Рiве-Ромпе для статсуми атома водню.

Ключовi слова: зорянi фотосфери, йонiзацiйна рiвновага, екранування
взаємодiй, дебаївська воднева плазма, рiвноважнi концентрацiї частинок.

1 Вступ

Опис фiзичних умов у зоряних фотосферах, якi є частково йонiзованою пла-
змою, вимагає розрахунку концентрацiй частинок рiзних сортiв – атомiв, електро-
нiв, протонiв, позитивних та негативних йонiв. Результати таких розрахункiв мають
як самостiйне значення, так i численнi застосування, зокрема в теорiї коефiцiєнта
неперервного поглинання, при побудовi моделей зоряних фотосфер, при обчисленнi
поперечних перерiзiв процесiв взаємодiї фотонiв з мiкрочастинками i т.д. Найпро-
стiшi оцiнки концентрацiї частинок у частково йонiзованiй плазмi грунтуються на
використаннi спiввiдношень Саха, якi є спрощеним варiантом закону дiючих мас
[1,2]. При цьому не береться до уваги середовище, наявнiсть

”
вiльних “ зарядiв у

якому призводить до кореляцiйних ефектiв, якi впливають на квантовi стани атомiв,
йонiв, молекул.

Як вiдомо, особливiстю зоряних фотосфер є мала густина речовини i вiдносно
високi температури. Тому речовина фотосфер перебуває у станi слабкої неiдеаль-
ностi, через що її можна наближено розглядати як сумiш iдеальних газiв атомiв,

c� Стельмах О., 2014



138

О. Стельмах

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2014. Вип. 49

йонiв, електронiв та молекул. Однак розбiжнiсть статистичної суми iзольованого
атома водню чи воднеподiбних йонiв створює суттєвi труднощi для застосування за-
кону дiючих мас. Процедури регуляризацiї статсуми атома водню, запропонованi у
роботах Планка [3], Бриллюена [4], Ларкiна [5], Рiве-Ромпе [6], Еккера i Вайзеля [7]
та iн., використовують рiзнi способи

”
обрiзання“ розбiжного ряду, що не позбавленi

фiзичного змiсту, але не мають строгого обгрунтування.
Наявнiсть електронiв, протонiв, йонiвH−, He+ та iнших

”
вiльних “ зарядiв спри-

чиняє екранування взаємодiй, що у слабо неiдеальнiй невиродженiй системi зводи-
ться до замiни кулонiвського потенцiалу на екранований потенцiал Дебая Ṽ (r). У
випадку взаємодiї електрона з протоном

Ṽ (r) = −e
2

r
exp{−ær} = −2Ry

r∗
exp{−ξr∗}, (1)

æ =

�

4πe2
s0
�

s=1

z2sns[kBT ]
−1

�1/2

,

де ξ = æa0 – безрозмiрний параметр екранування, r∗ = ra−1
0 , a0 – радiус Бора, ns

– концентрацiя зарядiв сорту s, zs – їхня валентнiсть, T – температура. Кiлькiсть
зв’язаних станiв електрона у полi з потенцiалом (1) є скiнченною, завдяки чому
знiмається проблема розбiжностi статистичної суми атома водню. Ця iдея давно вi-
дома, але її реалiзацiя вимагає iнформацiї про залежнiсть енергетичного спектру
електрона в полi (1) вiд параметра ξ. Такi розрахунки в найбiльш повному обся-
зi виконано чисельним методом у роботi [8], а також наближеними аналiтичними
методами, зокрема у роботах [9, 10].

Однак при розв’язуваннi рiвняння Шредингера ξ є незалежним числовим пара-
метром, а незалежними параметрами в задачi про рiвновагу виступають термодина-
мiчнi параметри – температура i густина (чи концентрацiя барiонiв). У зв’язку з цим
виникає допомiжна задача про самоузгоджений розрахунок залежностi параметра
екранування ξ вiд термодинамiчних параметрiв, що є основною метою даної роботи.

При послiдовному врахування ефекту екранування в задачi розрахунку хiмiчних
потенцiалiв окремих сортiв частинок слiд використати вiльну енергiю у дебаївському
наближеннi

F = Fiд − kBTV
æ3

12π
+ ..., (2)

де Fiд – вiльна енергiя системи невзаємодiючих частинок, чого достатньо для систем
з дуже малою густиною, якими є зорянi фотосфери.

2 Загальнi спiввiдношення для моделi водневої пла-
зми

Найпоширенiшими хiмiчними елементами у фотосферах зiр є водень i гелiй. Во-
день iснує у виглядi нейтральних атомiв та вiд’ємних йонiв, гелiй – у виглядi ней-
тральних атомiв та позитивних йонiв. У кожного з цих хiмiчних елементiв є двi
стадiї йонiзацiї, тому опис йонiзацiйної рiвноваги є цiлком iдентичним.
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Для викладу нашого пiдходу розглянемо модель чисто водневої однорiдної пла-
зми, яка перебуває в об’ємi V при температурi T i має густину ρ. Згiдно з законом
дiючих мас [1, 2] атоми водню, електрони, йони H− та протони будемо розгляда-
ти як окремi сорти частинок, що не взаємодiють мiж собою. Двом стадiям процесу
йонiзацiї-рекомбiнацiї вiдповiдають такi спiввiдношення мiж хiмiчними потенцiала-
ми сортiв частинок:

µH− = µH + µe, µH = µp + µe. (3)

Згiдно з формулою (2) звiдси отримуємо спiввiдношення для концентрацiй

nHne
nH−

=
ZHZe

V ZH−

,
npne
nH

=
ZpZe

V ZH
eæe2/kBT , (4)

де nH− , nH , ne, np – концентрацiї частинок, а ZH− , ZH , Ze, Zp – вiдповiднi їм
статистичнi суми. Видiлимо з ZH− та ZH статистичнi суми центрiв мас,

ZH = Zц.м.(H)Z̃H , (5)

ZH− = Zц.м.(H−)Z̃H− ,

та врахуємо, що Zц.м.(H−) ≈ Zц.м.(H) � Zp, де Zp – статистична сума протона. У

формулах (5) Z̃H i Z̃H– статистичнi суми вiдносного руху електронiв в атомi чи йонi

Z̃H− = exp

�

−EH−(ξ)

kBT

�

, (6)

Z̃H = 2
�

n≥1

�

l≥0

(2l + 1) exp

�

−En,l(ξ)

kBT

�

,

де En,l(ξ) – енергетичнi рiвнi електрона в полi екранованого нерухомого протона, а
EH−(ξ) – така ж енергiя двоелектронної системи у полi протона (iснує лише один
зв’язаний стан). Статсума вiльного електрона Ze = 2V (mkBT )

3/2(2π�2)−3/2.

Для зручностi перейдемо до атомних одиниць, вводячи безрозмiрнi температуру
та енергiю (у рiдбергах), а також загальну концентрацiю барiонiв

t = kBT

�

e2

2a0

�−1

, εn,l(ξ) = En,l(ξ)

�

e2

2a0

�−1

, n∗ =
ρ

mH
a30, (7)

де mH – маса атома водню. У цих змiнних

Z̃H = 2UH(ξ, t) exp

�

−ε1,0(ξ)
t

�

, (8)

UH(ξ, t) = 1 +
�

n≥2

�

l≥0

(2l + 1) exp

�

1

t
[ε1,0(ξ) − εn,l(ξ)]

�

.

При цьому верхня границя пiдсумовування за квантовими числами n, l визначається
умовою iснування зв’язаних станiв при заданому значеннi параметра екранування
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ξ [9, 10]. У змiнних (7) спiввiдношення (4) набувають такого вигляду:

n∗H = 4
n∗H−

n∗e

�

t

4π

�3/2

UH(ξ, t) exp

�

−1

t
I1(ξ)

�

, (9)

n∗p = 4
n∗H
n∗e

�

t

4π

�3/2
1

UH(ξ, t)
exp

�

−1

t
I2(ξ)

�

,

де I1(ξ) = ε1,0(ξ)−εH−(ξ) – енергiя йонiзацiї йона H− у рiдбергах, I2(ξ) = −ε1.0(ξ)−
2ξ; n∗H = nHa

3
0, n∗H−

= nH−a30, n∗e = nea
3
0, n∗p = npa

3
0 – безрозмiрнi концентрацiї

частинок рiзних сортiв. У роботi [9] встановлено залежнiсть ε1,0(ξ) вiд параметра
екранування:

ε1,0(ξ) = −{1 +
6

�

i=1

(−1)iαi(ξ/ξ0,0)
i}2, (10)

де ξ0,0 = 1.19019665, α1 = 1.19034, α2 = 0.32006, α3 = 0.241148, α4 = 0.184197,
α5 = 0.0956536, α6 = 0.0226682.

При UH(ξ, t) = 1 i ξ = 0 формули (9) вiдповiдають добре вiдомим спiввiдношен-
ням Саха. Система рiвнянь (1) разом з умовою електронейтральностi

n∗e + n
∗
H−

= n∗p (11)

та умовою нормування числа барiонiв

n∗H + n∗H−
+ n∗p = n∗ (12)

дозволяє розрахувати концентрацiї 4 сортiв частинок при заданих термодинамiчних
змiнних n∗, t i параметра ξ.

Введiмо вiдноснi концентрацiї частинок за спiввiдношеннями

yH− =
n∗H−

n∗
, yH =

n∗H
n∗
, yp =

n∗p
n∗
, ye =

n∗e
n∗
. (13)

З рiвнянь (9), (11) знаходимо, що

yH− = y2e
�

y2e + yeCH + CHCp

�−1
, (14)

де

CH =
4

n∗

�

t

4π

�3/2

UH(ξ, t) exp

�

−1

t
I1(ξ)

�

= C̃HUH(ξ, t), (15)

Cp =
1

n∗

�

t

4π

�3/2

U−1
H (ξ, t) exp

�

−1

t
I2(ξ)

�

= C̃pU
−1
H (ξ, t).

З рiвнянь (9), (12) знаходимо кубiчне рiвняння для ye, а саме

y3e + y
2
e [1 + CH ] + yeCHCp − CHCp = 0. (16)
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Безрозмiрний параметр екранування ξ не є незалежним, вiн – функцiя термоди-
намiчних змiнних – температури i концентрацiї заряджених частинок. У водневiй
моделi

ξ2 =
8π

t
n∗[ye + yp + yH− ]. (17)

Використовуючи умову електронейтральностi (11) та спiввiдношення (14), спрощу-
ємо рiвняння (17) до такого вигляду:

ξ2 =
16πn∗

t
yeCHCp[CHCp − y2e ]−1. (18)

Оскiльки функцiї CH i Cp, а вiдтак i ye залежать вiд ξ, то система рiвнянь (16), (18)
дозволяє розрахувати залежнiсть ye та ξ вiд термодинамiчних змiнних (t, n∗).

Рiвняння (16) дозволяє одержати ще два зображення для yH− ,

yH− = y2e [CHCp − y2e ]−1; (19)

yH− = ξ2ty2e(16πn
∗CHCp)

−1,

а також зображення для yp та yH :

yp = ye
CHCp

CHCp − y2e
, (20)

yH = 1− ye
CHCp + y

2
e

CHCp − y2e
.

3 Наближений розв’язок рiвняння (16)

В областi концентрацiй n∗ i температур t, характерних для зоряних фотосфер,
розв’язок рiвняння (16) спрощується з тiєї причини, що монотонно зростаючi фун-
кцiї температури CH i Cp задовольняють нерiвнiсть CH > Cp навiть при t � 1, а при
низьких температурах CH � Cp. Покладаючи Cp = 1 (при цьому розв’язок рiвняння

(16) приблизно дорiвнює y
(0)
e = 1

2 (
√
5− 1)), одержуємо рiвняння, яке визначає деяку

температуру tp, що роздiляє область низьких та високих температур. У наближеннi
UH(ξ, t) = 1, ξ = 0 маємо таке рiвняння для tp:

tp = 4π(n∗)2/3 exp

�

2

3tp

�

. (21)

При температурi tp i прийнятих наближеннях

CH
∼= 4 exp{ 1

tp
0.9455} ≈ 4 · 104. (22)

На рисунку 1 наведено залежнiсть кореня рiвняння (21) вiд концентрацiї n∗. При-
ймаючи, що n∗ ≈ 10−7 (що є середньою концентрацiєю для фотосфери Сонця),
одержуємо оцiнку

tp ≈ 0.11.... (23)
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Рис. 1: Залежнiсть tp вiд загальної концентрацiї барiонiв.

З аналiзу рiвняння (16) випливає, що при температурах, якi в декiлька разiв
вищi за tp, кубiчний i квадратний за ye члени є несуттєвi, а розв’язок прямує до
одиницi. В областi температур, нижчих за tp, кубiчний член у рiвняннi (16) вiдiграє
роль малої поправки.

В околi i нижче температури tH , яка визначається умовою CH = 1, важливим
стає кубiчний член у рiвняннi (16). При використаних вище наближеннях i оцiнках
tH ≈ 3 · 10−3 (T ≈ 500K), тому область t � tH є нефiзичною. Таким чином, у
нульовому наближеннi можна знехтувати кубiчним доданком рiвняння (16), що дає
такий розв’язок:

y(0)e =
1

2(1 + CH)
{[C2

HC
2
p + 4CHCp(1 + СH)]1/2 − CHCp}. (24)

Щоб одержати розв’язок у першому наближеннi, зробимо у рiвняннi (16) замiну

y3e → y2ey
(0)
e , зводячи його до квадратного. У цьому наближеннi розв’язком є

y(1)e =
1

2(1 + CH + y
(0)
e )

{[C2
HC

2
p + 4CHCp(1 + СH + y(0)e )]1/2 − CHCp} (25)

i т.д. Функцiя y
(0)
e має таку асимптотику:

y(0)e ⇒ 1 + ... при t > tp; (26)

y(0)e ⇒ (CpCH)1/2(1 + CH)−1/2 − CpCH [2(1 + CH)]−1 +

+(CpCH)3/2[8(1 + CH)]−3/2 + ... при t < tp.
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4 Аналiтичнi оцiнки i числовi розрахунки UH(ξ, t)

Практичне використання розв’язкiв (25), (26), якi визначають, згiдно зi спiввiд-
ношеннями (19), (20), концентрацiї всiх частинок, вимагає явного розрахунку фун-
кцiї UH(ξ, t). Потрiбний для цього енергетичний спектр електрона в екранованому
полi протона було дослiджено в роботах [ 8-10]. Коректнi розрахунки можна зробити
лише чисельним методом, використовуючи чисельнi значення величин εn,l(ξ) або їх
аналiтичнi апроксимацiї. Такi розрахунки було зроблено у роботi [11] – чисельним
методом розраховано UH(ξ, t) як функцiю змiнної t при ξ = 0, 005; 0, 01; 0, 05. У на-
шiй задачi для самоузгодженого розрахунку параметра екранування необхiдно мати
залежнiсть UH(ξ, t) саме вiд параметра ξ при фiксованих значеннях змiнної t.

Якщо наближено представити безрозмiрнi енергетичнi рiвнi εn,l(ξ) при досить
великих значеннях n (n ≥ n0(t) = t−1/2) у виглядi

εn,l(ξ) ∼= − 1

n2
(1− ξn2)2, (27)

нехтуючи залежнiстю вiд квантового числа l, то для оцiнки UH(ξ, t) можна викори-
стати представлення, придатне для досить низьких температур,

UH(ξ, t) ∼= 1 + exp[−I2(ξ)/t]







n0(t)
�

n≥2

�

l≥0

(2l + 1) exp[−εn,l(ξ)/t] +

+

N(ξ)
�

n=n0(t)+1

n2 exp

�

1

n2t
(1 − ξn2)2

�







, (28)

де N(ξ) = [ξ−1/2] наближено визначає максимальне значення головного квантового
числа, при якому енергетичнi рiвнi переходять у неперервний спектр при заданому
ξ. В останнiй сумi формули (28) перейдiмо до iнтегралу, одержуючи таку апрокси-
мацiйну формулу (t > ξ):

UH(ξ, t) ∼= 1 + exp [ε1,0(ξ)/t] ×

×







[t−1/2]
�

n≥2

�

l≥0

(2l + 1) exp[−εn,l(ξ)/t] + (29)

+ t−3/2

(t/ξ)1/2
�

1

dz · z2 exp
�

1

z2

�

1− ξ
t
z2
�2

�











.

Враховуючи, що показник пiдiнтегральної функцiї є швидко спадною функцiєю
змiнної z, при замiнi експоненти одиницею одержуємо таку просту формулу, у якiй
пiдсумовування йде за невеликим числом енергетичних рiвнiв:

UH(ξ, t) ∼= 1 + exp [ε1,0(ξ)/t] × (30)

×







[t−1/2]
�

n≥2

�

l≥0

(2l+ 1) exp[−εn,l(ξ)/t] +
1

3
(ξ−3/2 − t−3/2)







.
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Результати чисельного розрахунку UH(ξ, t) за формулою (8) наведено на рисунку
2. При цьому значення εn,l(ξ) взято з роботи [8]. Апроксимацiя (29), або (30) якiсно
вiдтворює властивостi функцiї UH(ξ, t), розрахованої чисельним методом.

�

�
���� ���� ���� ���� ���� ����

�

��

��

��

UH(ξ, t)

ξ = 0.05

ξ = 0.01

ξ = 0.005

Рис. 2: Залежнiсть UH(ξ, t) вiд t при заданих ξ (див. [11]).

5 Самоузгоджений розрахунок параметра екрану-
вання i концентрацiї частинок

За вiдомими розв’язками рiвняння (16) параметр екранування визначається як
корiнь рiвняння (18). Останнє є складним нелiнiйним рiвнянням, бо Cp, CH (а та-
кож ye, що визначається формулами (24), (25)) є функцiями параметра ξ. Рoзв’язки
такого рiвняння можна одержати чисельним способом, використовуючи метод iтера-
цiй. В областi низьких температур (t � tp) ситуацiя спрощується, бо там застосовне
наближення UH(ξ, t) = 1, так що лише Cp має просту аналiтичну залежнiсть вiд ξ.
Використовуючи розв’язок (24), запишемо рiвняння для ξ у такому явному виглядi:

ξ2{2CH(1 + C̃H) + f(ξ)} =
16πn∗

t
(C̃H + 1)f(ξ), (31)

f(ξ) = [C̃2
HC̃

2
p + 4C̃pC̃H(1 + C̃H)]1/2 − C̃HC̃p,

де ε1,0(ξ) визначено формулою (10).

Характер розв’язку рiвняння (18) в областi 0, 01 ≤ t ≤ 0.30 при заданих значен-
нях n∗ iлюструє рисунок 3 (суцiльнi кривi). Пунктирнi кривi рис. 3 представляють
розв’язок рiвняння (18), якщо UH(ξ, t) визначено формулою (29), а для ye взято
розв’язок (24). Це самоузгоджена залежнiсть вiд термодинамiчних параметрiв.
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Рис. 3: Залежнiсть параметра екранування ξ вiд безрозмiрної температури t: крива 1 вiд-
повiдає n∗ = 10−8, крива 2 – n∗ = 3 · 10−8, крива 3 – n∗ = 10−7, крива 4 – n∗ = 10−6.

Самоузгоджена залежнiсть вiд термодинамiчних параметрiв функцiї UH(ξ, t) при
визначеному ξ = ξ(n∗, t) зображена на рисунку 4.

На рисунках 5 i 6 зображено залежнiсть функцiй CH i Cp вiд змiнних n∗, t, розра-
хованих на основi UH(ξ, t) при ξ = ξ(n∗, t). Як видно з цих рисункiв, згаданi функцiї
змiнюють характер залежностi вiд температури в околi tp (див. (21)).
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Рис. 4: Залежнiсть UH(ξ, t) вiд термодинамiчних параметрiв (самоузгоджений розрахунок):
крива 1 вiдповiдає n∗ = 10−8, крива 2 – n∗ = 3 · 10−8, крива 3 – n∗ = 10−7, крива 4 –
n∗ = 10−6.



146

О. Стельмах

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2014. Вип. 49

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3

CP(t)

t

1

2

3

4

Рис. 5: Залежнiсть функцiї Cp вiд безроз-
мiрної температури t. Позначення тi ж, що
й на рис. 4.
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Рис. 6: Залежнiсть функцiї CH вiд темпера-
тури t. Позначення тi ж, що й на рис. 4.

Самоузгоджений розрахунок залежностi функцiї ye вiд температури на основi
розрахованих CH(n∗, t), Cp(n

∗, t) наведено на рисунку 7 (пунктирнi кривi). Для по-
рiвняння зображено також розв’язок у наближеннi UH(ξ, t) = 1 (суцiльнi кривi).

Залежнiсть функцiй yH− , yH та yp вiд температури наведено на рисунках 8, 9.
Пунктирнi кривi вiдповiдають наближенню UH(ξ, t) = 1, суцiльнi – самоузгоджений
розрахунок.
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Рис. 7: Температурна залежнiсть вiдносної концентрацiї електронiв.
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Рис. 8: Температурна залежнiсть вiдносної
концентрацiї негативних йонiв водню. Кон-
центрацiї n∗ тi ж, що й на рис. 4.
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Рис. 9: Температурна залежнiсть вiдносної
концентрацiї нейтральних атомiв водню та
протонiв. Концентрацiї n∗ тi ж, що й на рис.
4.

6 Наближення Планка-Бриллюена-Ларкiна i Рiве-
Ромпе

У пiдходi, який ми розглядаємо, функцiя UH(n∗, t) залежить вiд температури i
густини системи. Доцiльно порiвняти нашi результати з аналогiчними результатами,
одержаними при використаннi функцiї UH(t) в наближеннях Планка-Бриллюена-
Ларкiна [3,4,5]

UПБЛ
H (t) = 1 + exp(−t−1)

∞
�

n=2

n2
�

exp (n2t)−1 − 1− (n2t)−1
�

(32)

та Рiве-Ромпе

UPP
H (t) = 1 + exp(−t−1)

[t−1/2]
�

n=2

n2 exp (n2t)−1, (33)

у яких фiгурує кулонiвський спектр енергетичних рiвнiв електрона i якi не мають
залежностi вiд концентрацiї частинок, а лише вiд температури. На рис. 10 наведе-
но залежнiсть функцiй UПБЛ

H (t), UPP
H (t) вiд температури. Як видно з рисунка, у

всьому розглянутому iнтервалi вони мало вiдхиляються вiд одиницi, на вiдмiну вiд
функцiї UH(n∗, t), розрахованої самоузгодженим чином. На рисунку 11 зображено
залежнiсть функцiї ye(t) , розрахованої самоузгодженим чином при концентрацiях
n∗ = 10−7 та n∗ = 10−6, що спiвпадають з кривими 3 i 4 на рис. 7 (нижнi кри-
вi), а також розраховану за формулою (24) при використаннi UПБЛ

H (t) та UPP
H (t)

(верхнi кривi). Крiм того, на цьому ж рисунку зображена також функцiя ye(t) при
UH(t) = 1. Кривi, розрахованi за функцiями UПБЛ

H (t), UPP
H (t) i UH(t) = 1, практи-

чно спiвпадають. Що й не дивно, бо функцiї UПБЛ
H (t), UPP

H (t), хоча й вiдрiзняються
мiж собою, але вiдхиляються вiд одиницi значно менше, нiж UH(n∗, t). Вiдхилення
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результатiв самоузгодженого розрахунку вiд розрахунку на основi вище згаданих
функцiй UH(t), або UH(t) = 1 зростає з пiдвищенням температури i загальної кон-
центрацiї барiонiв.
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Рис. 10: Залежнiсть функцiї U вiд t: суцiль-
на крива – наближення (32), а пунктирна –
(33).
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Рис. 11: Залежнiсть функцiї ye(t) вiд t.

Висновки

З виконаних розрахункiв випливає, що концентрацiї частинок у частково йонiзо-
ванiй водневiй плазмi мають рiзний характер температурної залежностi при низьких
та високих температурах, а точка tp � 0, 11... роздiляє цi двi областi температур.

В областi t < tp вiдхилення наближено розрахованих концентрацiй частинок
(а також параметра екранування ξ = ξ(n∗, t), функцiй UH(n∗, t), CH та Cp) при
UH(n∗, t) = 1 вiд результатiв самоузгоджених розрахункiв є невеликим. В областi
t > tp такi вiдхилення є суттєвими.

Врахування екранування взаємодiй при розрахунку статистичної суми атома во-
дню є необхiдним i єдиним фiзично обгрунтованим способом. Проте точнiсть такого
розрахунку мало впливає на поведiнку температурної залежностi концентрацiї ча-
стинок.

Концентрацiї електронiв, протонiв, атомiвH , а також функцiї CH , Cp та UH(n∗, t)
мають монотонну залежнiсть вiд температури при фiксованiй концентрацiї барiонiв.
Безрозмiрний параметр екранування ξ(n∗, t) та концентрацiя йонiв H− є немоно-
тонними функцiями температури. Зокрема yH− має максимум поблизу tp, а висота
його сильно залежить вiд загальної концентрацiї барiонiв. Як видно з формул (19),
концентрацiя йонiв H− є дуже малою величиною порiвняно з концентрацiєю "вiль-
них"електронiв при будь-яких значеннях параметрiв n∗ i t, характерних для зоряних
фотосфер.
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THE IONIZATION–RECOMBINATION EQUILIBRIUM

COMPUTATION IN THE STELLAR‘S PHOTOSPHERES

O. Stelmakh

Ivan Franko National University of Lviv

Kyrylo and Mefodiy St., 8, 79005 Lviv, Ukraine

The dependence of electron, proton, atoms of hydrogen as well as ions of H−

densities on temperature and the overall density in model of partially ioni-
zed hydrogen plasmas in star photospheres is investigated. The self-consistent
method, based on the accounting of Debye shielding of Coulomb interactions
that restricts the number of energy levels of an electron in atom of hydrogen
is used. Thus, the partition function of hydrogen atom is the finite functi-
on of temperature and density. Calculation results of the electron, proton as
well atoms and ions of H− relative densities at the temperatures of 0, 01 ≤
kBT/ Ry ≤ 0, 30 of are given. Comparison of the relative density of electrons
calculated by a self-consistent method with results of calculations on the basis
of Planck-Brillouin-Larkin’s approximations and Riva-Rompa for a partition
function of atom of hydrogen was performed.

Key words: star photospheres, ionization balance, shielding of interactions,
Debye hydrogen plasma, equilibrium concentration of particles.
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РАСЧЕТ ИОНИЗАЦИОННОГО РАВНОВЕСИЯ В ЗВЕЗДНЫХ

ФОТОСФЕРАХ

О. Стельмах

Львовский национальный университет имени Ивана Франко

ул. Кирилла и Мефодия 8, 79005 Львов, Украина

Исследована зависимость концентраций электронов, протонов, атомов во-
дорода и ионов H− от температуры и общей плотности в модели частично
ионизованной водородной плазмы звездных фотосфер. Использован само-
согласованный метод расчета, базирующийся на учете дебаевского экра-
нирования кулоновских взаимодействий, которое ограничивает число энер-
гетических уровней электрона в атоме водорода. Вследствие этого стати-
стическая сумма атома водорода является конечной функцией темпера-
туры и плотности. Приведены результаты расчета относительных концен-
траций электронов, протонов, атомов и ионов H− в области температур
0, 01 ≤ kBT/ Ry ≤ 0, 30. Выполнено сравнение рассчитанной самосогла-
сованным методом относительной концентрации электронов с результата-
ми расчетов на основе аппроксимаций Планка-Бриллюэна-Ларкина и Риве-
Ромпе для статсуммы атома водорода.

Ключевые слова: звездные фотосферы, ионизационное равновесие, экра-
нирование взаимодействий, дебаевская водородная плазма, равновесные
концентрации частиц.


