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Вступ

У роботi [4] отримано методом контурних iнтегра-
лiв [1, 2, 6] систему розв’язкiв бiгармонiйного рiвняння
та рiвняння Гельмгольца у площинi у виглядi однорi-
дних полiномiв за двома бiортогональними системами
функцiй. Дослiджено властивостi цих систем функцiй та
встановлено достатнi умови розвинення функцiй в ря-
ди за ними. Розв’язки рiвняння Гельмгольца у площинi,
пiвплощинi та смузi одержано у виглядi сум рядiв за си-
стемами однорiдних полiномiв.

У цiй роботi методом контурних iнтегралiв побудо-
вано систему розв’язкiв рiвняння Гельмгольца у цилiн-
дричнiй системi координат та отримано розв’язки де-
яких крайових задач.

I. Системи розв’язкiв рiвняння Гельм-
гольца

Розглянемо диференцiальне рiвняння Гельмгольца у
цилiндричнiй системi координат

∂2U

∂z2
+
∂2U

∂r2
+

1

r

∂U

∂r
+

1

r2

∂2U

∂ϕ2
+ χ2U = 0, (1)

де (z, r) ∈ R2, ϕ ∈ [0, 2π], χ = const. Розв’язки цього
рiвняння будемо шукати у виглядi ряду

U (z, r, ϕ) =

∞∑
m=−∞

Um(z, r)eimϕ.

Пiдставивши останнє спiввiдношення в (1), отрима-
ємо рiвняння для знаходження функцiй Um = Um(z, r)

∂2Um

∂z2
+
∂2Um

∂r2
+

1

r

∂Um

∂r
+

(
χ2−m

2

r2

)
Um=0,m∈Z. (2)

Замiною x = χz, ρ = χr рiвняння (2) можна звести
до вигляду

∂2Um

∂x2
+
∂2Um

∂ρ2
+

1

ρ

∂Um

∂ρ
+

(
1− m2

ρ2

)
Um = 0. (3)

Знайдемо розв’язки рiвняння (3) для значень m = 0
та m = 1 параметра m.

1. Випадок m = 0. У цьому випадку рiвняння (3) на-
буде вигляду

∂2U0

∂x2
+
∂2U0

∂ρ2
+

1

ρ

∂U0

∂ρ
+ U0 = 0, (4)

де (x, ρ) ∈ R2. Його розв’язки шукатимемо у виглядi
сум рядiв за однорiдними полiномами u0

n(x, ρ), зобра-
женими в iнтегральнiй формi

u0
n(x, ρ) =

∞∑
k=n

1

2πi

∫
Γ

(x+ ξρ)
k
γk(ξ)dξ (5)

або

u0
n(x, ρ)=−

∞∑
k=n

1

(k + 1)ρ

1

2πi

∫
Γ

(x+ ξρ)
k+1

γ ′k(ξ)dξ, (6)

де Γ – замкнена крива, що охоплює хоча б одну особли-
ву точку функцiї γk.

Пiдставляючи iнтегральне зображення (5) полiномiв
u0
n(x, ρ) у рiвняння (4), отримаємо функцiональне рiв-

няння

1

2πi

∞∑
k=n

∫
Γ

[
k(k − 1) (x+ ξρ)

k−2 (
1 + ξ2

)
+

+
k

ρ
(x+ ξρ)

k−1
ξ + (x+ ξρ)

k

]
γk(ξ)dξ = 0. (7)

Iнтегруючи частинами та згрупувавши вiдповiднi до-
данки, знайдемо

1

2πi

{∫
Γ

n (x+ ξρ)
n−1

[(
1 + ξ2

)
γ ′n(ξ) + ξγn(ξ)

]
dξ+

+

∫
Γ

(n+ 1)(x+ ξρ)
n
[(

1 + ξ2
)
γ ′n+1(ξ)+ξγn+1(ξ)

]
dξ

}
+

+
1

2πi

∞∑
j=n

∫
Γ

(x+ ξρ)
j+1

{
(j + 2)

[(
1 + ξ2

)
γ ′j+2(ξ)+

+ξγj+2(ξ)
]

+
1

j + 1
γ ′j(ξ)

}
dξ = 0.
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Враховуючи незалежнiсть систем степенiв змiнних
x та ρ, одержимо звичайнi диференцiальнi рiвняння для
визначення невiдомих функцiй γj(ξ):(

1 + ξ2
)
γ ′n(ξ) + ξγn(ξ) = 0,(

1 + ξ2
)
γ ′n+1(ξ) + ξγn+1(ξ) = 0, (8)(

1 + ξ2
)
γ ′j+2(ξ) + ξγj+2(ξ) = − 1

(j + 1)(j + 2)
γ ′j(ξ),

(9)

де j = n, n+ 1, . . ..
Розв’язками рiвнянь (8) є функцiя γn(ξ) =

= γn+1(ξ) =
1√

1 + ξ2
, а розв’язки рекурентних рiвнянь

(9) мають вигляд

γn+2l(ξ) =
(−1)l1·3·5·. . .·(2l − 1)

2l(n+ 1)(n+ 2)·. . .·(n+ 2l)·l!
1

(1 + ξ2)
2l+1

2

,

де l = 1, 2, . . ..
Перетворимо функцiю γn+2l(ξ):

γn+2l(ξ) =
(−1)ln! (2l − 1)!!

2l (n+ 2l)!l!

1

(1 + ξ2)
2l+1

2

=

=
(−1)l(2l)!n!

22l (n+ 2l)!l!l!

1

(1 + ξ2)
2l+1

2

=

=
(−1)lCl2l

22l(2l)!Cnn+2l

1

(1 + ξ2)
2l+1

2

. (10)

Ураховуючи розклад

1

(1 + ξ2)
2l+1

2

=

∞∑
j=0

(−1)jCl+j2l+2jC
l
l+j

22jCl2l

1

ξ2(l+j)+1

зi спiввiдношення (10), одержимо

γn+2l(ξ) =
(−1)lCl2l

22l(2l)!Cnn+2l

∞∑
j=0

(−1)jCl+j2l+2jC
l
l+j

22jCl2l ξ
2(l+j)+1

=

=
1

(2l)!Cnn+2l

∞∑
j=0

(−1)j+lCl+j2(l+j)C
l
l+j

22(j+l) ξ2(l+j)+1
=

=
1

(2l)!Cnn+2l

∞∑
r=l

(−1)rCr2rC
l
r

22r

1

ξ2r+1
.

Пiдставляючи отриманий вираз для функцiй
γn+2l(ξ) у формулу (5), матимемо

u0
n(x, ρ) =

∞∑
j=0

1

2πi

∫
Γ

(x+ ξρ)
n+j

γn+j(ξ)dξ =

=

∞∑
l=0

1

2πi

∫
Γ

(x+ ρξ)
n+2l

(2l)!Cnn+2l

∞∑
r=l

(−1)rCr2rC
l
r

22r

dξ

ξ2r+1
=

=

∞∑
l=0

n+2l∑
m=0

∞∑
r=l

(−1)rCmn+2lC
r
2rC

l
r

22r(2l)!Cnn+2l

xn+2l−mρm×

× 1

2πi

∫
Γ

dξ

ξ2r−m+1
.

Вiдомо [8, с. 81–82], що

1

2πi

∫
Γ

dz

zn
=

{
1, n = 1,

0, n 6= 1.
(11)

Тому

u0
n(x, ρ) =

∞∑
l=0

[n2 +l]∑
r=l

(−1)rCr2rC
l
rC

2r
n+2l

22r(2l)!Cnn+2l

xn+2(l−r)ρ2r =

=

∞∑
l=0

[n2 ]∑
k=0

(−1)k+lCk+l
2(k+l)C

l
k+lC

2(k+l)
n+2l

22(k+l)(2l)!Cnn+2l

xn−2kρ2(k+l) =

=

[n2 ]∑
k=0

(−1)kn!

22k(k!)2 (n− 2k)!
xn−2kk!

∞∑
l=0

(−1)l

22ll! (k + l)!
ρ2(k+l).

Ввiвши функцiї

b∗2k(z) = k!

∞∑
l=0

(−1)l

22ll! (k + l)!
z2(k+l), (12)

одержимо

u0
n(x, ρ) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)kn!

22k(k!)2 (n− 2k)!
xn−2kb∗2k(ρ). (13)

Зауважимо, що аналогiчний до (13) вигляд має си-
стема розв’язкiв

ũ0
n(x, ρ) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)kn!

22k(k!)2 (n− 2k)!
xn−2kρ2k (14)

гармонiйного у цилiндричнiй системi координат рiвнян-
ня для нульової гармонiки

∂2U0

∂x2
+
∂2U0

∂ρ2
+

1

ρ

∂U0

∂ρ
= 0. (15)

На пiдставi (13) розв’язок U0(x, ρ) рiвняння (4) мо-
жна записати у виглядi

U0(x, ρ) =

∞∑
n=0

anu
0
n(x, ρ). (16)

2. Випадок m = 1. У цьому випадку рiвняння (3) ма-
тиме вигляд

∂2U1

∂x2
+
∂2U1

∂ρ2
+

1

ρ

∂U1

∂ρ
+

(
1− 1

ρ2

)
U1 = 0, (17)

де (x, ρ) ∈ R2. Його систему
{
u1
n(x, ρ)

}∞
n=0

розв’язкiв
шукатимемо в iнтегральнiй формi, аналогiчнiй до (5).
Пiдставляючи їх у рiвняння (17), прийдемо до функцiо-
нального рiвняння

1

2πi

∞∑
k=n

∫
Γ

[
k(k − 1) (x+ ξρ)

k−2 (
1 + ξ2

)
+

+
k

ρ
(x+ ξρ)

k−1
ξ +

(
1− 1

ρ2

)
(x+ ξρ)

k

]
γk(ξ)dξ = 0.

(18)
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Iнтегруючи частинами та згрупувавши вiдповiднi до-
данки, знайдемо

1

2πi

∫
Γ

{
(x+ξρ)

n

[
d2

dξ2

[(
1+ξ2

)
γn(ξ)

]
− d

dξ

[
ξγn(ξ)

]
−γn(ξ)

]
+

+(x+ξρ)
n+1

[
d2

dξ2

[(
1+ξ2

)
γn+1(ξ)

]
− d

dξ

[
ξγn+1(ξ)

]
−γn+1(ξ)

]}
dξ+

+
1

2πi

∞∑
j=n

∫
Γ

(x+ ξρ)
j+2

[
d2

dξ2

[(
1 + ξ2

)
γj+2(ξ)

]
−

− d

dξ

[
ξγj+2(ξ)

]
−γj+2(ξ)+

1

(j + 1)(j + 2)

d2γj(ξ)

dξ2

]
dξ=0.

Звiдси, аналогiчно до попереднього випадку, отри-
маємо звичайнi диференцiальнi рiвняння для невiдомих
функцiй γj(ξ):

(
1 + ξ2

)
γ ′′n (ξ) + 3ξnγ

′
n(ξ) = 0,(

1 + ξ2
)
γ ′′n+1(ξ) + 3ξγ ′n+1(ξ) = 0, (19)(

1 + ξ2
)
γ ′′j+2(ξ) + 3ξγ ′j+2(ξ) = −

γ ′′j (ξ)

(j + 1)(j + 2)
, (20)

де j = n, n+ 1, . . ..

Розв’язками рiвнянь (19) є γ ′n(ξ) = γ ′n+1(ξ) =

= − 2

(ξ2 + 1)
3
2

, а рекурентних рiвнянь (20) –

γ ′n+2l(ξ) =
(−1)l+1(2l + 1)!!n!

2l−1 (n+ 2l)!l!

1

(ξ2 + 1)
2l+3

2

,

де l = 1, 2, . . ..
Перетворимо вираз для похiдної γ ′n+2l(ξ):

γ ′n+2l(ξ) =
(−1)l+1(2l + 1)(2l)!n!

22l−1 (n+ 2l)!l!l!

1

(ξ2 + 1)
2l+3

2

=

=
(−1)l+1(2l + 1)n!Cl2l

22l−1 (n+ 2l)!

1

(ξ2 + 1)
2l+3

2

.

Ураховуючи розвинення

1

(1 + ξ2)
2l+3

2

=
1

Cl+1
2(l+1)

∞∑
r=l

(−1)r−lCr+1
2(r+1)C

l+1
r+1

22(r−l)
1

ξ2r+3
,

отримаємо

γ ′n+2l(ξ) =
(2l + 1)n!Cl2l

(n+ 2l)!Cl+1
2(l+1)

∞∑
r=l

(−1)r+1Cr+1
2(r+1)C

l+1
r+1

22r−1ξ2r+3
=

=
n!

(n+ 2l)!

∞∑
r=l

(−1)r+1(2r + 1)Cr2rC
l
r

22r−1

1

ξ2r+3
.

Пiдставляючи вираз для похiдних γ ′n+2l(ξ) у (6) та враховуючи рiвнiсть (11), знайдемо

u1
n(x, ρ) = −1

ρ

∞∑
l=0

1

2πi

∫
Γ

(x+ ξρ)
n+2l+1 n!

(n+ 2l + 1)!

∞∑
r=l

(−1)r+1(2r + 1)Cr2rC
l
r

22r−1

dξ

ξ2r+3
=

=
1

ρ

∞∑
l=0

n!

(n+ 2l + 1)!

n+2l+1∑
m=0

∞∑
r=l

(−1)r(2r + 1)Cmn+2l+1C
r
2rC

l
r

22r−1
xn+2l+1−mρm

1

2πi

∫
Γ

dξ

ξ2r−m+3
=

=

∞∑
l=0

n!

(n+ 2l + 1)!

[
n−1

2 +l
]∑

r=l

(−1)r(2r + 1)C2r+2
n+2l+1C

r
2rC

l
r

22r−1
xn+2(l−r)−1ρ2r+1 =

=

∞∑
l=0

n!

(n+ 2l + 1)!

[
n−1

2

]∑
j=0

(−1)j+l (2j + 2l + 1)C2j+2l+2
n+2l+1 C

j+l
2j+2lC

l
j+l

22r+2l−1
xn−2j−1ρ2j+2l+1 =

=

[
n−1

2

]∑
j=0

(−1)j

22j
xn+2j−1ρ2j+1

∞∑
l=0

n!

(n+ 2l + 1)!

(−1)l (2j + 2l + 1)C2j+2l+2
n+2l+1 C

j+l
2j+2lC

l
j+l

22l−1
ρ2l =

=

[
n−1

2

]∑
j=0

(−1)jn!

22jj!(j + 1)! (n− 2j − 1)!
xn−2j−1(j + 1)!

∞∑
l=0

(−1)l

22ll! (l + j + 1)!
ρ2l+2j+1.

Введемо функцiї

b∗2j+1(z)=(j + 1)!

∞∑
l=0

(−1)l

22ll! (j + l + 1)!
z2(j+l)+1. (21)

Тодi

u1
n(x, ρ)=

[
n−1

2

]∑
j=0

(−1)jn! xn−2j−1

22jj!(j+1)! (n−2j−1)!
b∗2j+1(ρ). (22)
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Зауважимо, що аналогiчний з (22) вигляд має систе-
ма розв’язкiв

ũ1
n(x, ρ) =

[
n−1

2

]∑
j=0

(−1)jn! xn−2j−1

22jj!(j + 1)! (n− 2j − 1)!
ρ2j+1 (23)

гармонiйного у цилiндричнiй системi координат рiвнян-
ня для першої гармонiки

∂2U1

∂x2
+
∂2U1

∂ρ2
+

1

ρ

∂U1

∂ρ
− 1

ρ2
U1 = 0. (24)

Розв’язок U1(x, ρ) рiвняння (17) з урахуванням (22)
запишемо у виглядi

U1(x, ρ) =

∞∑
n=1

dnu
1
n(x, ρ). (25)

Розглянемо систему {b∗n(z)}∞n=0 функцiї комплексної
змiнної

b∗n(z) =

([
n+ 1

2

])
!

∞∑
j=0

(−1)j

22jj!

(
j +

[
n+ 1

2

])
!

z2j+n,

(26)
де [x] — цiла частина x.

Теорема 1. Функцiї b∗n(z) утворюють базис Шау-
дера [3, с. 128–129, 161] у просторi однозначних аналi-
тичних у крузi |z| ≤ r, 0 < r <∞, функцiй.
� Доведення. Доведення теореми аналогiчне дове-

денню теореми 1.4 з [5]. �

Теорема 2. Iснує iнтегральний оператор, який пе-
реводить гармонiйну функцiю у функцiю, яка задоволь-
няє рiвняння Гельмгольца.

� Доведення. Нехай Φ∗(z, t) — твiрна фун-
кцiй b∗n(z), визначених спiввiдношенням (26), тобто

Φ∗(z, t) =
∞∑
n=0

b∗n(z)tn.

Розглянемо функцiю F (z, t) =
1

t
Φ∗
(
z,

1

t

)
. Тодi

F (z, t) =
∞∑
n=0

b∗n(z)
1

tn+1
. Помножимо цю рiвнiсть на

функцiї tp (p = 0, 1, . . .), бiортогональнi до системи сте-
пенiв t−(n+1), i проiнтегруємо вздовж замкненого кон-
туру Γ, що охоплює нульову точку. Враховуючи умови
бiортогональностi систем {tp} i

{
t−(n+1)

}
, одержимо

1

2πi

∫
Γ

tpF (z, t)dt = b∗p(z). (27)

Рiвнiсть (27) визначає iнтегральний оператор

L(f) =
1

2πi

∫
Γ

f(x, ξ)F (z, ξ)dξ. (28)

Покажемо, що цей оператор переводить гармонiйну
функцiю у функцiю, яка задовольняє рiвняння Гельм-
гольца.

Нехай

f(x, ξ) =

∞∑
n=0

anũ
0
n(x, ξ), (29)

де ũ0
n(x, ξ) визначенi спiввiдношеням (14). Якщо ко-

ефiцiєнти an обмеженi (тобто |an| ≤M для всiх n,
M = const), то ряд в (29) збiжний.

Справдi, на пiдставi нерiвностi

(2k)! < 22k (k!)
2 (30)

маємо

∣∣ũ0
n(x, ξ)

∣∣ < [n2 ]∑
k=0

n!

(2k)!(n− 2k)!
|x|n−2k |ξ|2k =

=

[n2 ]∑
k=0

C2k
n |x|

n−2k |ξ|2k ≤ (|x|+ |ξ|)n ,

звiдки∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anũ
0
n(x, ξ)

∣∣∣∣∣ < M
∞∑
n=0

(|x|+ |ξ|)n =
M

1− |x| − |ξ|

i ряд в (29) збiжний в областi
G =

{
(x, ξ) ∈ R2 : |x|+ |ξ| < 1)

}
.

Розглянемо образ функцiї f(x, ξ). На пiдставi (27) за-
пишемо

L(f)=

∞∑
n=0

an

[n2 ]∑
k=0

(−1)kn! xn−2k

22k (k!)
2

(n− 2k)!

1

2πi

∫
Γ

ξ2kF (ρ, ξ)dξ =

=

∞∑
n=0

an

[n2 ]∑
k=0

(−1)kn!xn−2k

22k (k!)
2

(n− 2k)!
b∗2k(ρ) =

∞∑
n=0

anu
0
n(ρ).

Покажемо, що отриманий ряд також збiгається у ви-
падку, коли коефiцiєнти an обмеженi.

Використовуючи оцiнку |b2k(ρ)| ≤ e|ρ|

(k!)
2

(
|ρ|
2

)2k

iз

[5] та спiввiдношення

b2k(ρ) =
(−1)k

22k (k!)
2 b
∗
2k(ρ), (31)

знайдемо
|b∗2k(ρ)| ≤ e|ρ||ρ|2k. (32)

Оцiнимо розв’язки u0
n(x, ρ) з урахуванням нерiвно-

стей (30) та (32):

∣∣u0
n(x, ρ)

∣∣ ≤ [n2 ]∑
k=0

n!

22k(k!)2(n− 2k)!
|x|n−2k |b∗2k(ρ)| <

< e|ρ|
[n2 ]∑
k=0

n!

(2k)! (n− 2k)!
|x|n−2k |ρ|2k =

= e|ρ|
[n2 ]∑
k=0

C2k
n |x|

n−2k |ρ|2k ≤ e|ρ| (|x|+ |ρ|)n . (33)
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Звiдси ∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anu
0
n(x, ρ)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|an|
∣∣u0
n(x, ρ)

∣∣ <
< Me|ρ|

∞∑
n=0

(|x|+ |ρ|)n =
Me|ρ|

1− |x| − |ρ|
.

Отже, ряд
∞∑
n=0

anu
0
n(x, ρ) також збiжний в областi G.

Аналогiчно можна показати, що образом функцiї

q(x, ξ) =
∞∑
n=1

dnũ
1
n(x, ξ), де ũ1

n(x, ξ) визначенi спiввiд-

ношенням (23), а dn — обмеженi, є збiжний ряд
∞∑
n=1

dnu
1
n(x, ρ).

Отже, iснує iнтегральний оператор, визначений рiв-
нiстю (28), який переводить гармонiйну функцiю у
розв’язок рiвняння Гельмгольца. �

II. Побудова розв’язкiв крайових задач

Якщо x = 0 i ρ = 0, функцiї u0
n(x, y) мають вiдпо-

вiдно вирази:

u0
2n(0, ρ) =

(−1)n (2n)!

22n (n!)
2 b∗2n(ρ), u0

2n+1(0, ρ) = 0,

u0
2n(x, 0) = x2n, u0

2n+1(x, 0) = x2n+1,

а функцiї u1
n(x, y) —

u1
2n(0, ρ) = 0, u1

2n+1(0, ρ) =
(−1)n (2n+ 1)!

22nn!(n+ 1)!
b∗2n+1(ρ),

u1
2n(x, 0) = u1

2n+1(x, 0) = 0.

Задача А. Знайти розв’язок рiвняння (4) у пiвпросторi
x > 0, який задовольняє у площинi x = 0 умову

U0(x, ρ)
∣∣
x=0

= f1(ρ), (34)

де функцiю f1(ρ) задано збiжним рядом

f1(ρ) =
∞∑
n=0

A2nb
∗
2n(ρ).

Розв’язок рiвняння (4) шукаємо у вигля-

дi U0(x, ρ) =
∞∑
n=0

a2nu
0
2n(x, ρ). Пiдставляючи йо-

го в умову (34), отримаємо
∞∑
n=0

a2nu
0
2n(0, ρ) =

=
∞∑
n=0

a2n
(−1)n (2n)!

22n (n!)
2 b∗2n(ρ) =

∞∑
n=0

A2nb
∗
2n(ρ). Звiдси

a2n =
(−1)n22n (n!)

2
A2n

(2n)!
. Тому

U0(x, ρ) =

∞∑
n=0

(−1)n22n (n!)
2
A2n

(2n)!
u0

2n(x, ρ). (35)

Приклад 1. Нехай f1(ρ) = 1. Використовуючи роз-

клад [5] 1 =
∞∑
r=0

(−1)rb2r(ρ) та враховуючи спiввiдно-

шення (31), отримаємо

1 =

∞∑
r=0

1

22r(r!)2
b∗2r(ρ), (36)

звiдки A2r =
1

22r(r!)2
, A2r+1 = 0. Тодi, враховуючи

спiввiдношення (35), (13) та змiнюючи порядки пiдсу-
мовування, запишемо

U0(x, ρ) =

∞∑
n=0

(−1)n22n (n!)
2
A2n

(2n)!
×

×
n∑
k=0

(−1)k (2n)!

22k(k!)2 (2n− 2k)!
x2(n−k)b∗2k(ρ) =

=

∞∑
n=0

(−1)n
n∑
k=0

(−1)k

22k(k!)2 (2n− 2k)!
x2(n−k)b∗2k(ρ) =

=

∞∑
k=0

(−1)k

22k(k!)2
b∗2k(ρ)

∞∑
n=k

(−1)n

(2n− 2k)!
x2(n−k) =

=

∞∑
k=0

(−1)k

22k(k!)2
b∗2k(ρ)

∞∑
n=0

(−1)n+k

(2n)!
x2n =

=

∞∑
k=0

1

22k(k!)2
b∗2k(ρ)

∞∑
j=0

(−1)j

(2j)!
x2j = cosx.

Отже, справджується умова U0(x, ρ)
∣∣
x=0

= 1.

Задача В. Знайти розв’язок рiвняння (17) у пiвпросто-
рi x > 0, такий, що у площинi x = 0 має вигляд

U1(x, ρ)
∣∣
x=0

= f2(ρ) =

∞∑
n=0

D2n+1b
∗
2n+1(ρ). (37)

Розв’язок рiвняння (17) шукаємо у вигля-

дi U1(x, ρ) =
∞∑
n=0

d2n+1u
1
2n+1(x, ρ). Пiдставляючи

його в умову (37), отримаємо
∞∑
n=0

d2n+1u
1
2n+1(0, ρ) =

∞∑
n=0

D2n+1b
∗
2n+1(ρ) або

∞∑
n=0

(−1)n (2n+ 1)!

22nn!(n+ 1)!
d2n+1b

∗
2n+1(ρ) =

∞∑
n=0

D2n+1b
∗
2n+1(ρ).

Звiдси d2n+1 =
(−1)n22nn!(n+ 1)!

(2n+ 1)!
D2n+1.

Отже,

U1(x, ρ) =

∞∑
n=0

(−1)n22nn!(n+ 1)!

(2n+ 1)!
D2n+1u

1
2n+1(ρ).

(38)

Приклад 2. Нехай f2(ρ) = ρ. Використовуючи роз-

клад ρ = 2
∞∑
r=0

(−1)rb2r+1(ρ) (див. [5]) та спiввiдношен-

ня

b2r+1(ρ) =
(−1)r

22r+1r!(r + 1)!
b∗2r+1(ρ), (39)

отримаємо

ρ =

∞∑
r=0

1

22rr!(r + 1)!
b∗2r+1(ρ), (40)
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звiдки D2r = 0, D2r+1 =
1

22rr!(r + 1)!
. Тодi на пiдставi

спiввiдношення (38) з урахуванням (22) маємо

U1(x, y) =

∞∑
n=0

(−1)n22nn!(n+ 1)!

(2n+ 1)!
D2n+1u

1
2n+1(x, ρ) =

=

∞∑
n=0

(−1)n
n∑
k=0

(−1)k

22kk!(k + 1)! (2n− 2k)!
x2(n−k)b∗2k+1 =

=

∞∑
k=0

(−1)k

22kk!(k + 1)!
b∗2k+1

∞∑
n=k

(−1)n

(2n− 2k)!
x2(n−k) =

=

∞∑
k=0

(−1)k

22kk!(k + 1)!
b∗2k+1

∞∑
j=0

(−1)j+k

(2j)!
x2j = ρ cosx.

Отже, справджується умова U1(x, ρ)
∣∣
x=0

= ρ.

Задача С. Знайти розв’язок рiвняння (4) у просторi,
що задовольняє умову

U0(x, ρ)
∣∣
ρ=0

= g(x) =

∞∑
n=0

Bnx
n. (41)

Розв’язок рiвняння (4) шукаємо у виглядi

U0(x, ρ) =
∞∑
n=0

anu
0
n(x, ρ). Пiдставляючи його в умову

(41), отримаємо
∞∑
n=0

anu
0
n(x, 0) =

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

Bn x
n.

Звiдси an = Bn.
Отже,

U0(x, ρ) =

∞∑
n=0

Bnu
0
n(x, ρ).

Задача D. Знайти розв’язок рiвняння (4), який у пло-
щинi x = x0 набуває заданого значення

U0(x, ρ)
∣∣
x=x0

= f3(ρ), (42)

де функцiя f3(ρ) розвивається у збiжний ряд за систе-
мою функцiй (12)

f3(ρ) =

∞∑
r=0

A2r

(2r)!
b∗2r(ρ). (43)

Перетворимо ряд (16) з урахуванням формули (13)

U0(x, ρ) =

∞∑
n=0

a2nu
0
2n(x, ρ) +

∞∑
n=0

a2n+1u
0
2n+1(x, ρ) =

=

∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)k

22k(k!)2

[
a2n

(2n)!

(2n− 2k)!
x2(n−k)+

+a2n+1
(2n+ 1)!

(2n− 2k + 1)!
x2(n−k)+1

]
b∗2k(ρ) =

=

∞∑
k=0

(−1)kb∗2k(ρ)

22k(k!)2

∞∑
n=k

[
a2n

(2n)!

(2n− 2k)!
x2(n−k)+

+a2n+1
(2n+ 1)!

(2n− 2k + 1)!
x2(n−k)+1

]
=

=

∞∑
k=0

(−1)kb∗2k(ρ)

22k(k!)2

∞∑
m=0

am+2k
(m+ 2k)!

m!
xm.

Введемо функцiю

Φ1(x) =

∞∑
n=0

anx
n. (44)

Враховуючи, що Φ
(s)
1 (x) =

∞∑
m=0

am+s
(m+ s)!

m!
xm,

одержимо

U0(x, ρ) =

∞∑
k=0

(−1)k

22k(k!)2
Φ

(2k)
1 (x)b∗2k(ρ).

Пiдставимо отриманий вираз для U0(x, ρ) в умову
(42). Тодi

f3 (ρ) =

∞∑
k=0

(−1)k

22k(k!)2
Φ

(2k)
1 (x0) b∗2k(ρ).

Враховуючи розвинення (43) i прирiвнюючи коефiцiєн-
ти бiля окремих функцiй системи (12), одержимо

Φ
(2k)
1 (x0) =

(−1)k22k(k!)2

(2k)!
A2k.

Спiввiдношення для похiдних Φ
(2k)
1 (x0) можна зве-

сти з урахуванням формули (44) до системи рiвнянь вiд-
носно коефiцiєнтiв ak (k = 0, 1, . . .). Знайдемо цi коефi-
цiєнти, використовуючи розвинення

Φ1(x) =

∞∑
j=0

Φ
(2j)
1 (x0)

(2j)!
(x− x0)

2j
=

=

∞∑
j=0

(−1)j22j(j!)2A2k

[(2j)!]
2 (x− x0)

2j
.

Враховуючи вирази для похiдних функцiї Φ1(x)

Φ
(2k)
1 (x)=

∞∑
l=0

(−1)l+k22(l+k) [(l + k)!]
2
A2(l+k)

(2l)! (2l + 2k)!
(x−x0)

2l
,

Φ
(2k+1)
1 (x) =

∞∑
l=0

(−1)l+k+122(l+k+1) [(l + k + 1)!]
2

(2l + 1)! (2l + 2k + 2)!
×

×A2(l+k+1) (x− x0)
2l+1

i пiдставляючи в них x = 0, одержимо формули для об-
числення коефiцiєнтiв ak

a2k =
Φ

(2k)
1 (0)

(2k)!
=

∞∑
l=0

(−1)l+k22(l+k) [(l + k)!]
2
A2(l+k)

(2k)!(2l)! (2l + 2k)!
x2l

0 ,

a2k+1 =
Φ

(2k+1)
1 (0)

(2k + 1)!
=

=

∞∑
l=0

(−1)l+k22(l+k+1) [(l + k + 1)!]
2
A2(l+k+1)

(2k + 1)!(2l + 1)! (2l + 2k + 2)!
x2l+1

0 .

(45)

Тепер за знайденими коефiцiєнтами ak можна за-
писати розв’язок рiвняння (4), який задовольняє умову
(42).
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Справедлива така теорема.

Теорема 3. Нехай функцiя f3(ρ) розвивається у
ряд (43), коефiцiєнти A2j якого задовольняють умову

lim
j→∞

2j

√
|A2j | = σ <∞. (46)

Тодi розв’язок рiвняння (4), що задовольняє умову (42),
задають у виглядi суми ряду (16), який рiвномiрно збiга-
ється в областi |x| ≤ R1 <∞, |ρ| ≤ R2 <∞, причому
його коефiцiєнти an знаходять за формулами (45).

� Доведення. За умовою (46) послiдовнiсть кое-
фiцiєнтiв A2n обмежена i, вiдповiдно, iснує число M та-
ке, що для всiх n виконується нерiвнiсть |A2n| ≤M2n.
Тодi для коефiцiєнтiв a2k маємо оцiнку

|a2k| ≤
22k

(2k)!

∞∑
l=0

22l [(l + k)!]
2 ∣∣A2(l+k)

∣∣
(2l)! (2l + 2k)!

|x0|2l .

Використовуючи нерiвнiсть
(n
e

)n
< n! < e

(n
2

)n
,

знайдемо

[(l + k)!]
2

(2l + 2k)!
<

[
e

(
l + k

2

)l+k]2

(
2l + 2k

e

)2l+2k
=

=
e2l+2k+2 (l + k)

2(l+k)

24(l+k) (l + k)
2(l+k)

=
e2l+2k+2

24(l+k)
.

Звiдси

|a2k| <
e2k+2

22k(2k)!

∞∑
l=0

e2l
∣∣A2(l+k)

∣∣
22l(2l)!

|x0|2l ≤

≤ e2k+2

22k(2k)!

∞∑
l=0

e2lM2l+2k

22l(2l)!
|x0|2l =

e2k+2M2k

22k(2k)!
×

×
∞∑
l=0

(
Me |x0|

2

)2l

(2l)!
=
e2(M1)2k

(2k)!
ch (M1 |x0|) ,

де M1 =
Me

2
.

Аналогiчно |a2k+1| <
e2(M1)2k+1

(2k + 1)!
sh (M1|x0|) .

Враховуючи оцiнки для коефiцiєнтiв a2k, a2k+1 та
оцiнку (33), одержимо

∣∣U0(x, ρ)
∣∣ ≤ ∞∑

n=0

|a2n|
∣∣u0

2n(x, ρ)
∣∣

+

∞∑
n=0

|a2n+1|
∣∣u0

2n+1(x, ρ)
∣∣ <

< e|ρ|+2ch (M1 |x0|)
∞∑
n=0

[M1 (|x|+ |ρ|)]2n

(2n)!
+

+e|ρ|+2sh (M1 |x0|)
∞∑
n=0

[M1 (|x|+ |ρ|)]2n+1

(2n+ 1)!
=

= e|ρ|+2
(
ch (M1 |x0|) ch

(
M1 (|x|+ |ρ|)

)
+

+sh (M1 |x0|) sh
(
M1 (|x|+ |ρ|)

))
=

= e|ρ|+2ch
(
M1 (|x0|+ |x|+ |ρ|)

)
≤

≤ eR2+2ch
(
M1 (|x0|+R1 +R2)

)
.

Звiдси випливає рiвномiрна збiжнiсть ряду (16) в
областi |x|≤R1<∞, |ρ|≤R2<∞. �

Наслiдок 1. Якщо розв’язок (16) рiвняння (4) задо-
вольняє умови U0 (±x0, ρ) = f3(ρ), x0 > 0, то вiн набу-

де вигляду U0(x, ρ) =
∞∑
n=0

a2nu
0
2n(x, ρ).

Для випадку умов U0 (±x0, ρ) = ±f3(ρ) матимемо

U0(x, ρ) =
∞∑
n=0

a2n+1u
0
2n+1(x, ρ).

Пiвсума i пiврiзниця цих розв’язкiв задовольняють, вiд-
повiдно, такi умови:

1

2

[
U0 (x0, ρ) + U0 (x0, ρ)

]
= f3(ρ),

1

2

[
U0 (x0, ρ)− U0 (x0, ρ)

]
= 0;

1

2

[
U0 (−x0, ρ) + U0 (−x0, ρ)

]
= 0,

1

2

[
U0 (−x0, ρ)− U0 (−x0, ρ)

]
= f3(ρ).

Одержанi вирази можна використати для побудови
розв’язкiв рiвняння (4) у смузi |x| < x0.

Приклад 3. Нехай U0(x, ρ)
∣∣
x=x0

= f3(ρ), де
f3(ρ) = 1. Зi спiввiдношення (36) знайдемо

A2n =
(2n)!

22n (n!)
2 , A2n+1 = 0. Пiдставляючи їх у фор-

мули (45), отримаємо

a2k =
(−1)k

(2k)!

∞∑
j=0

(−1)j

(2j)!
x2j

0 =
(−1)k

(2k)!
cosx0,

a2k+1 =
(−1)k

(2k + 1)!

∞∑
j=0

(−1)j

(2j + 1)!
x2j+1

0 =
(−1)k

(2k + 1)!
sinx0.

Знайдемо явний вираз функцiї U0(x, ρ):

U0(x, ρ) =

∞∑
n=0

a2nu
0
2n(x, ρ) +

∞∑
n=0

a2n+1u
0
2n+1(x, ρ) =

= cosx0

∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)k+n (2n)!x2(n−k)

22k (2n)!(k!)2 (2n− 2k)!
b∗2k(ρ)+

+ sinx0

∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)k+n (2n+ 1)!x2(n−k)+1

22k (2n+ 1)!(k!)2 (2n− 2k + 1)!
b∗2k(ρ) =

= cosx0

∞∑
k=0

(−1)kb∗2k(ρ)

22k(k!)2

∞∑
n=k

(−1)n

(2n− 2k)!
x2n−2k+
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+ sinx0

∞∑
k=0

(−1)kb∗2k(ρ)

22k(k!)2

∞∑
n=k

(−1)n

(2n− 2k + 1)!
x2n−2k+1 =

= cosx0

∞∑
k=0

(−1)kb∗2k(ρ)

22k(k!)2

∞∑
l=0

(−1)l

(2l)!
x2l+

+ sinx0

∞∑
k=0

(−1)kb∗2k(ρ)

22k(k!)2

∞∑
l=0

(−1)l

(2l + 1)!
x2l+1 =

= cosx0 cosx+ sinx0 sinx = cos (x− x0) .

Справдi, цей розв’язок задовольняє умову U0 (x0, ρ) =
= f3(ρ) = 1.

Задача E. Знайти розв’язок рiвняння (17), що задо-
вольняє умову

U1(x, ρ)
∣∣
x=x0

= f4(ρ), (47)

де функцiя f4(ρ) розвивається у збiжний ряд за систе-
мою функцiй (21)

f4(ρ) =

∞∑
r=0

D2r+1

(2r + 1)!
b∗2r+1(ρ). (48)

Перетворимо вираз розв’язку (25) з урахуванням
формули (22):

U1(x, ρ) =

∞∑
n=1

d2nu
1
2n(x, ρ) +

∞∑
n=0

d2n+1u
1
2n+1(x, ρ) =

=

∞∑
n=0

d2n+2u
1
2n+2(x, ρ) +

∞∑
n=0

d2n+1u
1
2n+1(x, ρ) =

=

∞∑
n=0

n∑
k=0

[
d2n+2

(2n+ 2)!

(2n− 2k + 1)!
x2(n−k)+1+

+d2n+1
(2n+ 1)!

(2n− 2k)!
x2(n−k)

]
(−1)k

22kk!(k + 1)!
b∗2k+1(ρ) =

=

∞∑
k=0

(−1)k

22kk!(k + 1)!
b∗2k+1(ρ)

∞∑
n=k

[
d2n+2

(2n+ 2)!

(2n− 2k + 1)!
×

×x2(n−k)+1 + d2n+1
(2n+ 1)!

(2n− 2k)!
x2(n−k)

]
=

=

∞∑
k=0

(−1)k

22kk!(k + 1)!
b∗2k+1(ρ)

∞∑
l=0

(l + 2k + 1)!

l!
dl+2k+1x

l.

Введемо функцiю

Φ2(x) =

∞∑
n=1

dnx
n.

Враховуючи, що Φ
(s)
2 (x) =

∞∑
l=0

dl+s
(l + s)!

l!
xl, одер-

жимо

U1(x, ρ) =

∞∑
k=0

(−1)k

22kk!(k + 1)!
Φ

(2k+1)
2 (x)b∗2k+1(ρ).

Пiдставимо отриманий вираз для U1(x, ρ) в умову (47).
Враховуючи розвинення (48), знайдемо

D2k+1

(2k + 1)!
=

(−1)k

22kk!(k + 1)!
Φ

(2k+1)
2 (x0) ,

звiдки

Φ
(2k+1)
2 (x0) =

(−1)k22kk!(k + 1)!

(2k + 1)!
D2k+1.

Нехай функцiя Φ2(x) має розвинення

Φ2(x) =

∞∑
k=0

Φ
(2k+1)
2 (x0)

(2k + 1)!
(x− x0)

2k+1
=

=

∞∑
k=0

(−1)k22kk!(k + 1)!

[(2k + 1)!]
2 D2k+1 (x− x0)

2k+1
.

Враховуючи вирази для похiдних функцiї Φ2(x)

Φ
(2s)
2 (x) =

∞∑
l=0

(−1)l+s22(l+s) (l + s)! (l + s+ 1)!

(2l + 1)! (2l + 2s+ 1)!
×

×D2l+2s+1 (x− x0)
2l+1

,

Φ
(2s+1)
2 (x) =

∞∑
l=0

(−1)l+s22(l+s) (l + s)! (l + s+ 1)!

(2l)! (2l + 2s+ 1)!
×

×D2l+2s+1 (x− x0)
2l

i пiдставляючи в них x = 0, одержимо формули для об-
числення коефiцiєнтiв dk

d2n+2 =
Φ

(2n+2)
2 (0)

(2n+ 2)!
=

(−1)n22(n+1)

(2n+ 2)!
×

×
∞∑
l=0

(−1)l22l (l + n+ 1)! (l + n+ 2)!

(2l + 1)! (2l + 2n+ 3)!
D2l+2n+3x

2l+1
0 ,

d2n+1 =
Φ

(2n+1)
2 (0)

(2n+ 1)!
=

(−1)n22n

(2n+ 1)!
×

×
∞∑
l=0

(−1)l22l (l + n)! (l + n+ 1)!

(2l)! (2l + 2n+ 1)!
D2l+2n+1x

2l
0 . (49)

Тепер за знайденими коефiцiєнтами dk запишемо
розв’язок рiвняння (17), який задовольняє умову (47).

Справедлива така теорема.

Теорема 4. Нехай функцiя f4(ρ) розвивається в
ряд (48), коефiцiєнти D2j+1 якого задовольняють умо-
ву lim

j→∞
2j+1
√
|D2j+1| = ν <∞. Тодi розв’язок рiвняння

(17), що задовольняє умову (47), задають у виглядi су-
ми ряду (25), який рiвномiрно збiгається в областi
|x| ≤ R1 <∞, |ρ| ≤ R2 <∞, причому його коефiцiєнти
dn знаходять за формулами (49).
� Доведення. Доведення теореми 2 аналогiчне дове-

денню теореми 1. �

Наслiдок 2. Якщо розв’язок (25) рiвняння (17) за-
довольняє умови U1 (±x0, ρ) = f4(ρ), x0 > 0, то вiн

набуде вигляду U1(x, ρ) =
∞∑
n=0

d2n+1u
1
2n+1(x, ρ).
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Для випадку умов U1 (±x0, ρ) = ±f4(ρ) матимемо

U1(x, ρ) =
∞∑
n=1

d2nu
1
2n(x, ρ).

Пiвсума i пiврiзниця цих розв’язкiв задовольняє, вiд-
повiдно, такi умови:

1

2

[
U1 (x0, ρ) + U1 (x0, ρ)

]
= f4(ρ),

1

2

[
U1 (x0, ρ)− U1 (x0, ρ)

]
= 0;

1

2

[
U1 (−x0, ρ) + U1 (−x0, ρ)

]
= 0,

1

2

[
U1 (−x0, ρ)− U1 (−x0, ρ)

]
= f4(ρ).

Одержанi вирази можна використати для побудови
розв’язкiв рiвняння (17) у смузi |x| < x0.

Приклад 4. Нехай U1(x, ρ)
∣∣
x=x0

= ρ. Зi спiввiдно-

шення (40) маємо D2r = 0, D2r+1 =
(2r + 1)!

22rr!(r + 1)!
. Пiд-

ставляючи їх у формули (49), отримаємо

d2n+2 =
(−1)n

(2n+ 2)!

∞∑
j=0

(−1)j

(2j + 1)!
x2j+1

0 =
(−1)n

(2n+ 2)!
sinx0,

d2n+1 =
(−1)n

(2n+ 1)!

∞∑
j=0

(−1)j

(2j)!
x2j

0 =
(−1)n

(2n+ 1)!
cosx0.

Знайдемо явний вираз функцiї U1(x, ρ):

U1(x, ρ)=

∞∑
n=0

d2n+2u
1
2n+2(x, ρ)+

∞∑
n=0

d2n+1u
1
2n+1(x, ρ) =

=

∞∑
n=0

(
(−1)n sinx0

n∑
r=0

x2(n−r)+1

(2n− 2r + 1)!
+

+(−1)n cosx0

n∑
r=0

x2(n−r)

(2n− 2r)!

)
(−1)rb∗2r+1(ρ)

22rr!(r + 1)!
=

=

∞∑
r=0

(−1)rb∗2r+1(ρ)

22rr!(r + 1)!

(
sinx0

∞∑
n=r

(−1)n

(2n−2r+1)!
x2(n−r)+1+

+ cosx0

∞∑
n=r

(−1)n

(2n− 2r)!
x2(n−r)

)
=

=

∞∑
r=0

b∗2r+1(ρ)

22rr!(r + 1)!

(
sinx0

∞∑
j=0

(−1)j

(2j + 1)!
x2j+1+

+cosx0

∞∑
j=0

(−1)j

(2j)!
x2j

)
=(sinx0 sinx+ cosx0 cosx)×

×
∞∑
r=0

1

22rr!(r + 1)!
b∗2r+1(ρ) = ρ cos (x− x0) .

Справдi, цей розв’язок задовольняє умову U1(x0, ρ) = ρ.

Задача F. Нехай Ar — простiр однозначних i аналiти-
чних у крузi |z| < r, 0 < r ≤ ∞, функцiй, а g (z1, z2) —
функцiя двох комплексних змiнних, аналiтична за ко-
жною змiнною вiдповiдно в кругах |z1| < R1 i |z2| < R2,
0< Ri ≤ ∞ (i = 1, 2). Тодi [7, с. 253] функцiя g (z1, z2)
розвивається у степеневий ряд

g (z1, z2) =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

gn,kz
n
1 z

k
2 , (50)

де

gn,k =
1

n!k!

∂n+kg(0, 0)

∂zn1 ∂z
k
2

=

∫
Γ1

∫
Γ2

g (z1, z2) dz1dz2

zn+1
1 zk+2

2

. (51)

Функцiя g (z1, z2) для кожного фiксованого z2,
|z2| < R2, є елементом простору AR1

(як функцiя вiд
z1), а для кожного фiксованого z1, |z1| < R1, є елемен-
том простору AR2 (як функцiя вiд z2).

Нехай функцiя g (z1, z2) задовольняє рiвняння (4) за
змiнними z1, z2. Побудуємо для неї ряд за системою (13)

g (z1, z2) ∼
∞∑
n=0

anu
0
n (z1, z2) =

=

∞∑
n=0

a2nu
0
2n (z1, z2) +

∞∑
n=0

a2n+1u
0
2n+1 (z1, z2) =

=

∞∑
n=0

n∑
k=0

[
a2n

(2n)!

(2n− 2k)!
z

2(n−k)
1 +

+a2n+1
(2n+ 1)!

(2n− 2k + 1)!
z

2(n−k)+1
1

]
(−1)k

22k(k!)2
b∗2k (z2) =

=

∞∑
k=0

∞∑
n=k

[
a2n

(2n)!

(2n− 2k)!
z

2(n−k)
1 +

+a2n+1
(2n+ 1)!

(2n− 2k + 1)!
z

2(n−k)+1
1

]
(−1)k

22k(k!)2
b∗2k (z2) =

=

∞∑
k=0

∞∑
j=0

[
a2j+2k

(2j + 2k)!

(2j)!
z2j

1 +

+a2j+2k+1
(2j + 2k + 1)!

(2j + 1)!
z2j+1

1

]
(−1)k

22k(k!)2
b∗2k (z2) =

=

∞∑
k=0

∞∑
r=0

ar+2k
(r + 2k)!

r!
zr1

(−1)k

22k(k!)2
b∗2k (z2) . (52)

Помножимо спiввiдношення (52) на функцiї z−(l+1)
1

i ω∗2p (z2), p,= 0, 1, . . ., бiортогональнi вiдповiдно до си-
стеми степенiв

{
zl1
}

i системи (12), i проiнтегруємо
вздовж замкнених контурiв L1 i L2, що лежать вiдпо-
вiдно у комплексних площинах z1 i z2 та охоплюють
нульовi точки. Враховуючи умови бiортогональностi си-

стем
{
zl1
}
,
{
z
−(l+1)
1

}
i
{
b∗2p (z2)

}
,
{
ω∗2p (z2)

}
(див. [5]),

одержимо

1

(2πi)
2

∫
L1

∫
L2

g (z1, z2)ω∗2p (z2)

zl+1
1

dz1dz2 =

=
(−1)p (l + 2p)!

22p (p!)
2
l!

al+2p. (53)
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З iншого боку, з урахуванням виразу для асоцiйова-
них функцiй

ω∗2p (z2) =
1

22p (p!)
2

p∑
j=0

22j(j!)2Cjp
1

z2j+1
2

,

отриманих за аналогiєю до [5], та формули Кошi для
похiдних функцiї g (z1, z2) знайдемо

1

(2πi)
2

∫
L1

∫
L2

g (z1, z2)ω∗2p (z2)

zl+1
1

dz1dz2 =

=

p∑
j=0

22(j−p)(j!)2Cjp

(p!)
2

1

2πi

∫
L1

 1

2πi

∫
L2

g (z1, z2) dz2

z2j+1
2

 dz1

zl+1
1

=

=
1

22p (p!)
2

p∑
j=0

22j(j!)2Cjp
1

(2j)!

1

2πi

∫
L1

∂2jg(z1, 0)

∂z2
2j

2j

dz1

zl+1
1

=

=
1

22p (p!)
2
l!

p∑
j=0

22j(j!)2Cjp
(2j)!

∂l+2jg(0, 0)

∂zl1∂z
2j
2

.

Прирiвнюючи правi частини останнього спiвiдношення
та спiввiдношення (53), отримаємо

al+2p =
(−1)p

(l + 2p)!

p∑
j=0

22j(j!)2Cjp
(2j)!

∂l+2jg(0, 0)

∂zl1∂z
2j
2

.

Зробивши замiну l + 2p = s, одержимо формули для
коефiцiєнтiв розвинення (52)

as =
(−1)p

s!

p∑
j=0

22j(j!)2Cjp
(2j)!

∂s−2p+2jg(0, 0)

∂zs−2p
1 ∂z2j

2

. (54)

Пiдставляючи у спiввiдношення (54) вирази (51)
для коефiцiєнтiв Тейлора степеневого ряду функцiї
g (z1, z2), одержимо

as =
(−1)p (s− 2p)!

s!

p∑
j=0

22j(j!)2Cjpgs−2p,2j . (55)

Якщо тут прийняти p = 0, знайдемо

as =
1

s!

∂sg(0, 0)

∂z1
s

= gs,0. (56)

Прирiвнюючи коефiцiєнти, визначенi останньою
формулою i формулою (54), одержимо умови, за яких
сума ряду (50) є розв’язком рiвняння (4)

(−1)p
p∑
j=0

22j(j!)2Cjp
(2j)!

∂s−2p+2jg(0, 0)

∂zs−2p
1 ∂z2j

2

=
∂sg(0, 0)

∂z1
s

(57)

або на пiдставi спiввiдношень (55) та (56)

(−1)p (s− 2p)!

s!

p∑
j=0

22j(j!)2Cjpgs−2p,2j = gs,0. (58)

Задача G. Для випадку m = 1 розглянемо також фун-
кцiю g (z1, z2), яка задовольняє рiвняння (17), i побуду-
ємо для неї ряд за системою (22). Маємо

g (z1, z2) ∼
∞∑
n=1

dnu
1
n (z1, z2) =

=

∞∑
n=0

d2n+2u
1
2n+2 (z1, z2) +

∞∑
n=0

d2n+1u
1
2n+1 (z1, z2) =

=

∞∑
n=0

[
d2n+2

n∑
r=0

(2n+ 2)!

(2n− 2r + 1)!
z

2(n−r)+1
1 +

+d2n+1

n∑
r=0

(2n+ 1)!

(2n− 2r)!
z

2(n−r)
1

]
(−1)rb∗2r+1 (z2)

22rr!(r + 1)!
=

=

∞∑
r=0

∞∑
n=r

[
d2n+2

(2n+ 2)!

(2n− 2r + 1)!
z

2(n−r)+1
1 +

+d2n+1

n∑
r=0

(2n+ 1)!

(2n− 2r)!
z

2(n−r)
1

]
(−1)rb∗2r+1 (z2)

22rr!(r + 1)!
=

=

∞∑
r=0

∞∑
j=0

[
d2j+2r+2

(2j + 2r + 2)!

(2j + 1)!
z2j+1

1 +

+d2j+2r+1

n∑
r=0

(2j + 2r + 1)!

(2j)!
z2j

1

]
(−1)rb∗2r+1 (z2)

22rr!(r + 1)!
=

=

∞∑
r=0

∞∑
k=0

dl+2r+1
(k + 2r + 1)!

k!
zl1 ·

(−1)rb∗2r+1 (z2)

22rr!(r + 1)!
.

Помножимо отримане спiввiдношення на функцiї
z
−(l+1)
1 i ω∗2p+1 (z2), (p, l = 0, 1, . . .), бiортогональнi вiд-

повiдно до системи степенiв
{
zl1
}

i системи (21), i проiн-
тегруємо вздовж замкнених контурiв L1 i L2, що лежать
вiдповiдно у комплексних площинах z1 i z2 та охоплю-
ють нульовi точки. Враховуючи умови бiортогонально-

стi систем
{
zl1
}
,
{
z
−(l+1)
1

}
i
{
b∗2p+1 (z2)

}
,
{
ω∗2p+1 (z2)

}
(див. [5]), одержимо

1

(2πi)
2

∫
L1

∫
L2

g (z1, z2)ω∗2p+1 (z2)

zl+1
1

dz1dz2 =

=
(−1)p (l + 2p+ 1)!

22pp! (p+ 1)!l!
dl+2p+1. (59)

Аналогiчно, як у випадку m = 0 та враховуючи, що

ω∗2p+1 (z2) =
1

22pp! (p+ 1)!

p∑
j=0

22jj!(j + 1)!Cjp
1

z2j+2
2

,

знаходимо

1

(2πi)2

∫
L1

∫
L2

g (z1, z2)ω∗2p+1 (z2)

zl+1
1

dz1dz2 =

=
1

22pp!(p+ 1)!l!

p∑
j=0

22jj!(j + 1)!Cjp
(2j + 1)!

∂l+2j+1g (0, 0)

∂zl1∂z
2j+1
2

.
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Iз останнього спiвiдношення та спiввiдношення (59)
одержимо

dl+2p+1=
(−1)p

(l + 2p+ 1)!

p∑
j=0

22jj!(j + 1)!Cjp
(2j + 1)!

∂l+2j+1g(0, 0)

∂zl1∂z
2j+1
2

.

Нехай l + 2p = s. Тодi

ds+1 =
(−1)p

(s+ 1)!

p∑
j=0

22jj!(j + 1)!Cjp
(2j + 1)!

∂s−2p+2j+1g(0, 0)

∂zs−2p
1 ∂z2j+1

2

.

Пiдставляючи в отримане спiввiдношення для коефiцi-
єнтiв ds+1 вирази (51), маємо

ds+1 =
(−1)p (s− 2p)!

(s+ 1)!

p∑
j=0

22jj!(j + 1)!Cjpgs−2p,2j+1.

(60)
Якщо тут прийняти p = 0, то

ds+1 =
1

s+ 1
gs,1. (61)

Прирiвнюючи коефiцiєнти, визначенi формулами
(60) i (61), одержимо умови, за яких сума ряду (50) є
розв’язком рiвняння (17)

(−1)p (s− 2p)!

s!

p∑
j=0

22jj!(j + 1)!Cjpgs−2p,2j+1 = gs,1.

(62)

або

∂s+1g(0, 0)

∂zs1∂z2
=

p∑
j=0

(−1)p22jj!(j+1)!Cjp
(2j + 1)!

∂s−2(p+j)+1g(0,0)

∂zs−2p
1 ∂z2j+1

2

.

Теорема 5. Нехай g (z1, z2) – функцiя двох комп-
лексних змiнних, аналiтична за кожною змiнною вiд-
повiдно в кругах |z1| < R1 i |z2| < R2, 0 < Ri ≤ ∞
(i = 1, 2). Якщо коефiцiєнти ряду (50) задовольняють
умови (58), то функцiя g (z1, z2) задовольняє рiвнян-
ня (4) i розвивається у рiвномiрно збiжний у кругах
|z1| ≤ r1 < R1, |z2| ≤ r2 < R2 ряд за системою (13)

g (z1, z2) =

∞∑
n=0

gn,0u
0
n (z1, z2) . (63)

Якщо ж коефiцiєнти ряду (50) задовольняють умо-
ви (62), то функцiя g (z1, z2) задовольняє рiвняння
(17) i розвивається у рiвномiрно збiжний у кругах
|z1| ≤ r1 < R1, |z2| ≤ r2 < R2 ряд за системою (22)

g (z1, z2) =

∞∑
n=0

gn,1u
1
n (z1, z2) . (64)

� Доведення. Перетворимо ряд (50), рiвномiрно збiжний у кругах |z1| ≤ r1 i |z2| ≤ r2, з урахуванням формул
(13), (22) та виразiв

z2k = 22k(k!)2
∞∑
r=k

Ckr
22r(r!)2

b∗2r(z), z2k+1 = 22kk!(k + 1)!

∞∑
r=k

Ckr
22rr!(r + 1)!

b∗2r+1(z),

якi отримують з вiдповiдних виразiв з [5] з урахуванням спiввiдношень (31) та (39). Маємо

g (z1, z2) =

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(
g2n,2kz

2n
1 + g2n+1,2kz

2n+1
1

)
z2k

2 +

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(
g2n,2k+1z

2n
1 + g2n+1,2k+1z

2n+1
1

)
z2k+1

2 =

=

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(
g2n,2kz

2n
1 + g2n+1,2kz

2n+1
1

)
22k(k!)2

∞∑
r=k

Ckr
22r(r!)2

b∗2r (z2) +

+

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(
g2n,2k+1z

2n
1 + g2n+1,2k+1z

2n+1
1

)
22kk!(k + 1)!

∞∑
r=k

Ckr
22rr!(r + 1)!

b∗2r+1 (z2) =

=

∞∑
n=0

∞∑
r=0

b∗2r (z2)

22r(r!)2

r∑
k=0

22k(k!)2Ckr
(
g2n,2kz

2n
1 + g2n+1,2kz

2n+1
1

)
+

+

∞∑
n=0

∞∑
r=0

b∗2r+1(z2)

22rr!(r + 1)!

r∑
k=0

22kk!(k + 1)!Ckr
(
g2n,2k+1z

2n
1 + g2n+1,2k+1z

2n+1
1

)
=

=

∞∑
r=0

∞∑
j=r

b∗2r (z2)

22r(r!)2

r∑
k=0

22k(k!)2Ckr

(
g2(j−r),2kz

2(j−r)
1 + g2(j−r)+1,2kz

2(j−r)+1
1

)
+

+

∞∑
r=0

∞∑
j=r

b∗2r+1(z2)

22rr!(r + 1)!

r∑
k=0

22kk!(k + 1)!Ckr

(
g2(j−r),2k+1z

2(j−r)
1 + g2(j−r)+1,2k+1z

2(j−r)+1
1

)
=

=

∞∑
j=0

j∑
r=0

b∗2r (z2)

22r(r!)2

r∑
k=0

22k(k!)2Ckr

(
g2(j−r),2kz

2(j−r)
1 + g2(j−r)+1,2kz

2(j−r)+1
1

)
+
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+

∞∑
j=0

j∑
r=0

b∗2r+1(z2)

22rr!(r + 1)!

r∑
k=0

22kk!(k + 1)!Ckr

(
g2(j−r),2k+1z

2(j−r)
1 + g2(j−r)+1,2k+1z

2(j−r)+1
1

)
.

Враховуючи умови (58) i (62) та спiввiдношення (56), (61), знайдемо

g (z1, z2) =

∞∑
j=0

j∑
r=0

(−1)rb∗2r (z2)

22r(r!)2

(
(2j)!

(2j − 2r)!
g2j,0·z2(j−r)

1 +
(2j + 1)!

(2j − 2r + 1)!
g2j+1,0·z2(j−r)+1

1

)
+

+

∞∑
j=0

j∑
r=0

(−1)rb∗2r+1 (z2)

22rr!(r + 1)!

(
(2j)!

(2j − 2r)!
g2j,1 · z2(j−r)

1 +
(2j + 1)!

(2j − 2r + 1)!
g2j+1,1 · z2(j−r)+1

1

)
=

=

∞∑
j=0

j∑
r=0

(−1)rb∗2r (z2)

22r(r!)2

(
(2j)!

(2j − 2r)!
a2j · z2(j−r)

1 +
(2j + 1)!

(2j − 2r + 1)!
a2j+1 · z2(j−r)+1

1

)
+

+

∞∑
j=0

j∑
r=0

(−1)rb∗2r+1 (z2)

22rr!(r + 1)!

(
(2j + 1)!

(2j − 2r)!
d2j+1 · z2(j−r)

1 +
(2j + 2)!

(2j − 2r + 1)!
d2j+2 · z2(j−r)+1

1

)
.

Звiдси, на пiдставi спiввiдношень (13) та (22), отримаємо

g (z1, z2) =

∞∑
j=0

a2ju
0
2j (z1, z2) +

∞∑
j=0

a2j+1u
0
2j+1 (z1, z2) +

∞∑
j=0

d2j+1u
1
2j+1 (z1, z2) +

∞∑
j=0

d2j+2u
1
2j+2 (z1, z2) =

=

∞∑
n=0

anu
0
n (z1, z2) +

∞∑
n=1

dnu
1
n (z1, z2) .

Отже, якщо dn = 0 i виконуються умови (58), то ряд (63) збiгається рiвномiрно в кругах |z1| ≤ r1 < R1,
|z2| ≤ r2 < R2, i, оскiльки кожен з членiв ряду (63) задовольняє рiвняння (4), то сума цього ряду також задовольняє
це рiвняння. Якщо ж an = 0 i виконуються умови (62), то ряд (64) збiгається рiвномiрно в кругах |z1| ≤ r1 < R1,
|z2| ≤ r2 < R2, i, оскiльки кожен з членiв ряду задовольняє рiвняння (17), то сума цього ряду також задовольняє це
рiвняння. �

Приклад 5. Розглянемо функцiю g(x, ρ) =
= exJ0

(√
2ρ
)
, аналiтичну за кожною змiнною у кру-

гах |x| < R1 i |ρ| < R2. Перевiримо виконання умови
(57). Для цього знайдемо

∂s−2p+2jg(x, ρ)

∂xs−2p∂ρ2j
= ex

∞∑
k=j

(−1)k(2k)!

2k(k!)2(2k − 2j)!
ρ2k−2j ,

∂sg(x, ρ)

∂xs
= ex

∞∑
k=0

(−1)k

(k!)2
ρ2k,

звiдки

∂s−2p+2jg(0, 0)

∂xs−2p∂ρ2j
=

(−1)j(2j)!

2j(j!)2
,

∂sg(0, 0)

∂xs
= 1.

Тодi

(−1)p
p∑
j=0

22j(j!)2Cjp
(2j)!

∂s−2p+2jg(0, 0)

∂xs−2p∂ρ2j
=

= (−1)p
p∑
j=0

22j(j!)2Cjp
(2j)!

· (−1)j(2j)!

2j(j!)2
=

= (−1)p
p∑
j=0

(−1)j2jCjp = 1 =
∂2g(0, 0)

∂x∂s

й умови (57) справджуються.

Коефiцiєнти ряду (50) знайдемо за формулами (51)

gn,0 =
1

n!

∂ng(0, 0)

∂xn
=

1

n!
.

Отже, отримаємо розвинення, яке збiгається для будь-
яких скiнченних значень аргументiв

exJ0

(√
2ρ
)

=

∞∑
n=0

1

n!
u0
n(x, ρ).

Висновки

У роботi одержано системи розв’язкiв для нульово-
го i першого коефiцiєнтiв розкладу розв’язку рiвняння
Гельмгольца у цилiндричнiй системi координат за три-
гонометричною системою функцiй. Аналогiчнi систе-
ми розв’язкiв можна побудувати для решти коефiцiєнтiв
цього розкладу.

У роботi лише частково викладено застосування
функцiй u0

n(x, ρ), u1
n(x, ρ) для побудови розв’язкiв рiв-

няння Гельмгольца. Значно ширше коло питань потре-
бує подальших дослiджень, наприклад, формулювання
та розв’язування крайових задач для неоднорiдного рiв-
няння Гельмгольца в довiльних областях.
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BIORTHOGONAL SYSTEMS SOLUTIONS OF THE HELMHOLTZ EQUATION IN A
CYLINDRICAL COORDINATE SYSTEM
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We construct the system of solutions of the Helmholtz equation in cylindrical coordinates in the form
of homogeneous polynomials by two biorthogonal systems of functions.
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