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Розроблено математичну модель для опису динаміки мли-
на вібраційного типу тонкого помелу сипких матеріалів. 
Модель є нелінійною та параметризованою. Вона включає 
в символьному форматі ключеві геометричні, кінематичні 
та силові параметри млина. На основі моделі досліджено 
вплив параметрів млина на амплітуду коливань його ро-
бочої камери, як ключового чинника визначення ефектив-
ності його роботи. Зроблено висновки щодо впливу пара-
метрів млина на амплітуду коливань камери та наведено 
рекомендації з їх вибору при проектуванні та експлуата-
ції млина.    
Ключові слова: вібраційний млин, математична модель, 
тонкий помел, сипкий матеріал, дебалансний привод, ро-
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Вступ. Тонкий помел сипкого матеріалу можна 
отримати шляхом роздавлювання, розтирання, роз-
бивання його окремих шматків. Дані способи поме-
лу реалізовано у такому обладнанні як бігуни, мли-
ни бісерного типу, жорнового типу та у вібраційних 
млинах. Останні забезпечують оптимальний тонкий 
помел сипких матеріалів та відзначаються високим 
рівнем своєї універсальності. Вібраційні млини 
уможливлюють отримання кінцевого матеріалу з ро-
зміром частинки в межах 45-55мкм з вихідного 
шматка розміром 2-10 мм для виробництв з потуж-
ністю до 10 тон за одну годину. Коливання робочої 
камери млина реалізують переважно за допомогою 
обертання ексцентрика (дебалансу) певної маси 
прикріпленого до камери, а саму камеру встанов-
люють на підвіску із системи витих циліндричних 
пружин, ресор чи пневматичну підвіску. 

Постановка проблеми. Для інтенсифікації 
процесу помелу матеріалу у вібраційному млині слід 
підвищувати частоту та амплітуду коливань його 
робочої камери. Ці два чинники є визначальними 
для збільшення продуктивності роботи вібраційного 
млина. Однак амплітуду та частоту коливань камери 
вібраційного млина не можна підвищувати безмеж-
но із-за прискорень та сил інерції, які виникають у 

його вузлах та змінюються гармонійно в процесі ро-
боти. Значні знакозмінні переміщення рухомих мас 
млина чинить негативний вплив на його підшипни-
кові опори, кріплення підвіски, раму та фундамент 
будівлі де функціонує млин. В результаті цього від-
бувається підвищене зношування вузлів млина. Цей 
чинник ще стає більш вагомим з урахуванням того, 
що вібраційний млин, які і більшість вібраційних 
машин, працюють в зарезонансній зоні. Для виходу 
на робочий режим чи переходу в режим спокою, во-
ни мають пройти зону резонансу, що ще більше під-
вищує навантаження на опорні вузли таких машин. 
Для підвищення надійності конструкції млина, в та-
кому випадку, слід підвищувати його металоємкість 
та жорсткість, що неминуче веде до збільшення ене-
ргозатрат на його виготовлення та експлуатацію. А 
це збільшить собівартість процесу мелення матеріа-
лу. 

Ефективним способом підвищення продуктив-
ності вібраційних млинів є не просте збільшення йо-
го амплітуди та частоти коливань, яке має негативні 
наслідки, а застосування млинів із складними траєк-
торіями робочих камер через встановлення систем 
незалежно приводних генераторів їх коливань, на-
приклад кількох ексцентрикових незалежних валів, 
чи кількох незалежних дебалансів. Маючи незначну 
амплітуду та частоту коливань, що вимагатиме ме-
ншої потужності їх приводу, але вдале розташуван-
ня їх один відносно одного та камери млина, вони 
зможуть інтенсифікувати передачу коливної енергії 
від стінок робочої камери млина в центральну її час-
тину, забезпечити її максимально повне перетворен-
ня в енергію мелення, забезпечити неперервний 
процес роботи млина, а відтак підвищити його про-
дуктивність. 

Тому задачі дослідження динаміки вібраційних 
млинів є особливо актуальними, так як вони дають 
можливість вивчити картину руху робочої камери 
млина та її наповнення, розробити нові конструкції 
такого обладнання, які б мали складні закони коли-
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вного руху робочих камер, щоб могло інтенсифіку-
вати процес помелу. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Традиційні методи дослідження динамічних про-
цесів, що відбуваються у вібраційному оброблюв-
альному обладнанні (машинах) при їх експлуатації, 
полягають у проведенні експериментів з фізичними 
моделями машин, їх аналогами чи прототипами [1]. 
Недоліком цього є великі часові та матеріало-
затрати на виготовлення моделей та прототипів, а не 
можливість зміни їх конструкцій при проведенні до-
сліджень суттєво звужує їх результати. В розрізі 
цього поширеним є також дослідження динаміки не 
цілої вібраційної машини (млина, сепаратора, 
дробарки тощо), а її окремих частин [2], [3]. Такий 
вид досліджень відбувається як в теоретичній так і 
експериментальній площинах. Однак, не врахування 
взаємодії всіх рухомих частин такої динамічної си-
стеми при її описі понижує суттєво точність отри-
маних даних для розроблення конструкції цілої ма-
шини та вибору режимів її функціонування. 

Поширеними також є теоретичні методи вив-
чення динаміки вібраційного обладнання, які побу-
довані на розробленні їх математичних моделей [4], 
[5], [6] чи застосуванні чисельних методів [7] в тео-
ретичному їх описі. Але лінеаризація отриманих мо-
делей та спрощення прийняті при їх побудові дають 
не точні результати та звужують їх застосування.  

Застосування нелінійного математичного апа-
рату [8] при побудові теоретичних моделей для опи-
су динаміки вібраційного обладнання, зокрема 
млинів тонкого помелу, в поєднанні з їх оброблен-
ням за допомогою математичних CAD систем, дає 
змогу максимально достовірно теоретично описати 
реальні динамічні процеси, що відбуваються у тако-
му обладнанні. Окрім цього, дані дослідження про-
водяться порівняно швидко та характеризуються 
універсальністю застосування, так як кожну побудо-
вану нелінійну математичну модель можна застосу-
вати для дослідження динамічних процесів у низці 
вібраційних машин, які різняться формою, розміром 
та будовою.       

Мета роботи. Дослідження на основі матема-
тичної нелінійної параметризованої моделі млина 
вібраційного типу тонкого помелу сипких матеріа-
лів динаміки млина для подальшого розроблення 
оптимальної конструкції млина та вибору оптима-
льних режимів його експлуатації. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Якщо забезпечити вздовж робочої камери млина її 
коливні рухи різної амплітуди, наприклад, за раху-
нок різних мас чи величини зміщень центрів мас де-
балансів розміщених на протилежних краях камери 
відносно осі їх обертання, то перерозподілена енер-
гія коливного руху камери млина буде переміщати 
при меленні шматки матеріалу від одного краю ка-
мери до іншого спіралевидною траєкторією. Таким 
чином можна забезпечити неперервний процес ме-
лення матеріалу в камері, за якого вихідний матері-
ал буде неперервно завантажуватись з одного краю 

(торця) камери, а вже кінцевий – змелений, буде ви-
вантажуватись неперервно коли іншого – протилеж-
ного торця камери. 

Виходячи з поставленої вище задачі об’єктом 
дослідження даної роботи є вібраційний млин для 
тонкого помелу матеріалів, який має чотири незале-
жних приводи. Дані приводи розміщені попарно ко-
ло протилежних торців робочої камери млина. До 
складу кожного приводу входить асинхронний елек-
тричний двигун, з’єднувальна пружна муфта та обе-
ртова неврівноважена маса – дебаланс. Дебаланси 
нерухомо розміщено на валах, які через опори прик-
ріплено до камери млина. Обертовий рух дебалансу 
забезпечено від двигуна, через муфту та вал. Вели-
чину ексцентриситету кожного дебалансу можна 
змінювати через заміну або взаємне розведення (з 
подальшою фіксацією) його окремих мас в площині 
їх обертання. Робоча камера млина встановлена на 
пружній підвісці, яка може бути виконана у вигляді 
системи циліндричних  пружин, ресор чи пневмоба-
лонів. Приводні двигуни та пружна підвіска встано-
влені на зварній зі сталевого прокату рамі. Принци-
пову схему млина зображено на рис. 1.       

 

 

Рис. 1. Принципова схема млина вібраційного типу  
для тонкого помелу сипких матеріалів: 

1 – робоча камера, 2 – дебаланс, 3 – пружна ремінна  
компенсуюча муфта, 4 – пружна підвіска, 5 – рама млина, 

6 – двигун приводу 
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Математичну модель, яка описує динаміку 
млина вібраційного типу для тонкого помелу сипких 
матеріалів, можна представити у вигляді системи 
нелінійних диференціальних рівнянь (1)  
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та її розв’язку – системи аналітичних виразів (2), які 
визначають рух точок млина. До даних систем 
входять у вигляді символьних позначень всі ключеві 
параметри млина – кінематичні, геометричні та 
силові. Модель побудована на основі рівняння 
Лагранжа та асимптотичних методів нелінійної 
механіки [9]: 
 




 )t
M

СC
sin(xx x

K

21
03o  





 

t

0
0201

***
x

K

21

)t,t,,,(f

M

СC
  

  duut
M

СC
sin

K

21













;   (2) 




 )t
M

СC
sin(yy y

K

21
03o ,  





 

t

0
0201

***
y

K

21

)t,t,,,(f

M

СC
  

  duut
M

СC
sin

K

21













 ; 

  ttcos 00  .    

У (1) та (2) позначено: 
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СC 
  – власна частота коливного руху ру-

хомої частини млина, )t(  – частота коливного 

руху рухомої частини млина в плоскому русі в пло-
щині обертання дебалансних блоків, 

Мді4Мдв2МкамМмМтмMK   – загальна 

коливна маса досліджуваної вібраційної системи, 

21 СC   – сумарна жорсткість пружної підвіски 

млина, (...)fi  – нелінійні функції параметрів вібра-

ційного млина. 
За допомогою системи виразів (2) можна 

знайти амплітуду коливань, швидкість, прискорення 
та побудувати траєкторію руху довільної точки ро-
бочої камери млина. Також можна дослідити вплив 

параметрів млина на ці показники. Ключовою тут 
буде амплітуда коливань вібраційного млина, як 
чинник від якого залежить інтенсивність процесу 
тонкого помелу матеріалу. Амплітуду коливань 
млина не можна підвищувати безкінечно, проте в 
широких межах її можна змінювати за рахунок 
зміни кінематичних, геометричних та силових пара-
метрів млина. Власне за рахунок вдалого підбору 
цих параметрів можна вийти на максимальну ефек-
тивність роботи млина для тонкого помелу сипкого 
матеріалу того чи іншого виду, за якої потрібна 
порція матеріалу буде змелена до потрібного роз-
міру кінцевої фракції за мінімальний час із затратою 
мінімального числа енергоресурсів.  

Аналіз впливу кінематичних, геометричних та 
силових параметрів на амплітуду коливань до-
сліджуваного млина проведено на основі розробле-
ної матмоделі опису руху млина та програми авто-
матизованих математичних розрахунків MathCAD.  

На рис. 2 наведено графічні результати до-
слідження впливу сумарної коливної маси камери 
млина з навісним обладнанням на амплітуду колив-
ного руху камери млина за різних значень сумарної 
жорсткості підвіски млина та різних значень куто-
вих швидкостей обертового руху дебалансних валів. 
Сумарну жорсткість підвіски можна змінювати 
шляхом зміни кількості та типу окремих пружин 
підвіски. 

 

 

Рис.2.  Вплив сумарної коливної маси камери млина з на-
вісним обладнанням на амплітуду коливного руху камери 
млина за різних значень сумарної жорсткості підвіски 

млина при кутовій швидкості обертового руху дебаланс-

ного валу 1
21 c110  :  

1 – С = 20кН/м; 2 – С =26кН/м; 3 – С =32кН/м 
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В результаті досліджень встановлено: 
а) амплітуда коливного руху камери млина віб-

раційного типу для тонкого помелу сипких матеріа-
лів нелінійно залежить від сумарної коливної маси 
камери млина та спадає із зростанням останньої. Ві-
дповідно, для млина із сумарною жорсткістю підвіс-
ки в 20кН/м та кутовою швидкістю обертового руху 
дебалансних валів в 70с-1 із зростанням коливної ма-
си з 115  до 175  кг (у 1,52  рази), амплітуда коли-
вань камери зменшилась у 1,19 рази – на 1,25мм; 

б) амплітуда коливного руху камери млина не-
лінійно залежить від значень кутових швидкостей 
обертового руху дебалансних валів та зростає з їх 
спаданням. Зокрема, для млина із сумарною жорст-
кістю підвіски в 32кН/м та коливною масою камери 
млина в 140  кг, зменшення кутової швидкості обер-
тового руху дебалансних валів з 150  до 70 с-1 (у 

 2,14 рази) веде до зростання амплітуди у 1,53 рази – 
на 2мм; 

в) амплітуда коливного руху камери млина не-
лінійно залежить від сумарної жорсткості підвіски 
млина – вона спадає із зростанням жорсткості. Так, 
наприклад, для коливної маси Мк у 80  кг при куто-
вій швидкості обертання дебалансних валів в 110 с-1, 
зростання сумарної жорсткості підвіски з 20кН/м до 
32кН/м  (у 1,6 рази) веде до спадання амплітуди вер-
тикальних коливань камери млина у 1,28 рази – на 
1,4 мм. 

 

 

Рис. 3. Вплив на амплітуду коливного руху камери млина 
відстаней зміщення центрів мас дебалансних блоків щодо 
осі обертання їх дебалансних валів за різних мас дебалан-

сних блоків:  
1 – Мді = 8 кг; 2 – Мді = 6 кг;  
3 – Мді = 4 кг; 4 – Мді = 2 кг 

Наступним кроком досліджень було визна-
чення впливу на амплітуду коливного руху камери 
млина відстаней зміщення центрів мас дебалансних 
блоків щодо осі обертання їх дебалансних валів за 
різних мас дебалансних блоків. Прикладом резуль-

татів таких досліджень є рис. 3. Дану графічну за-
лежність отримано за значення Мк в 120  кг, 

1
21 c100   та С= 30кН/м.    

В результаті досліджень встановлено: 
а) амплітуда коливного руху камери млина не-

лінійно залежить від відстаней зміщення центрів 
мас дебалансних блоків щодо осі обертання їх деба-
лансних валів та збільшується з їх зростанням. Зок-
рема, для прикладу, для Мді= 8 кг при зростанні від-
стані r з  0,015 до 0,06  м – у 4 рази, відповідне зна-
чення амплітуди збільшиться в  3,4 рази; 

б) амплітуда коливного руху камери млина не-
лінійно залежить від мас дебалансних блоків. Вона 
зростає із збільшенням цих мас. Зокрема для млина 
з r =  0,045 м при збільшенні Мді з 2  до 8 кг – у 4 
рази, значення амплітуди коливань камери млина 
зросте в  6,8 рази – на 5,8  мм; 

в) слід наголосити на тому, що змінювати зна-
чення відстаней зміщення центрів мас дебалансних 
блоків щодо осі обертання їх дебалансних валів та 
значення мас дебалансних блоків є найбільш раціо-
нальним з точки зору практичного застосування. Це 
пояснюється тим, що дані показники суттєво впли-
вають на значення досліджуваної амплітуди, а осно-
вне те, що масу блоку дебалансів та їх розведення 
можна дуже швидко змінити в реальній вібромашині 
(в даному випадку млині), порівняно з іншими па-
раметрами (зокрема тими, що розглянуто вище).  

На рис. 4 показано один з результатів дослі-
джень впливу на амплітуду коливань камери млина 
безпосередньо кутової швидкості обертового руху 
дебалансних валів за різних мас дебалансних блоків. 
Коливну масу камери було взято Мк=140  кг, 
С=24кН/м, r = 0,05  м. Графічна залежність підтвер-
джує нелінійне зменшення амплітуди за зростанні 
кутової швидкості обертового руху дебалансних 
блоків.  

Зокрема для млина з r = 0,05  м та Мді = 6 кг 

зростання 21   з 1c75   до 1c140  – у 1,87 разів, 

веде до спадання амплітуда коливань камери в  1,57
рази – на 2мм. 

На рис. 5 показано один з результатів дослі-
джень впливу на амплітуду коливань камери млина 
сумарної жорсткості підвіски за різних відстаней 
зміщення центрів мас дебалансних блоків щодо осі 
обертання їх дебалансних валів. При чому парамет-
ри млина були такими: Мк – 100 кг, Мді – 4 кг, куто-

ва швидкість обертання дебалансу  21  = 1c90  .  

Дана залежність підтверджує те, що із зростан-
ням жорсткості підвіски млина, як виду вібромаши-
ни, веде до зменшення амплітуди коливань його ро-
бочої камери з наповненням та навісним обладнан-
ням. 

На рис. 6 та 7 наведено результати досліджень 
впливу геометричних параметрів млина вібраційно-
го типу для тонкого помелу сипких матеріалів на 
амплітуду коливань камери. Зокрема на рис. 6 відо-
бражено вплив розташування осей дебалансних ва-
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лів відносно осі камери, на рис. 7 – розташування 
кріплення підвіски млина. При чому параметри 

млина були такі: Мді=3кг; 21  = 1c90  ; 

С=30кН/м; r= 035,0 м.  
 
 

 

Рис. 4. Вплив на амплітуду коливань камери млина  
кутової швидкості обертового руху дебалансних валів  
за різних мас дебалансних блоків: 1 – Мді = 8 кг;  

2 – Мді = 6 кг; 3 – Мді = 4 кг; 4 – Мді = 2 кг 

 

Рис. 5. Вплив на амплітуду коливань камери млина  
сумарної жорсткості підвіски за різних відстаней  
зміщення центрів мас дебалансних блоків щодо осі  

обертання їх дебалансних валів:  
1 – r = 0,015 м; 2 – r = 0,03 м;  

3 – r = 0,045 м, 4 – r = 0,06 м 

Із графічної залежності поданої вище видно, 
що зростання відстані між окремими незалежно 
приводними дебалансними валами (до камери мли-
на) веде до нелінійного зменшення вертикальної ам-
плітуди  коливань камери. 

 

 

Рис. 6. Вплив розташування осей дебалансних валів  
на амплітуду коливань осі камери:  

1 – Мк=120 кг;  2 – Мк= 90  кг 

 

 

Рис. 7. Вплив розташування кріплення підвіски млина  
на вертикальну амплітуду коливань осі камери:  

1 – Мк = 75 кг; 2 – Мк=105 кг 

Рис. 7 показує, що зростання відстані між опо-
рами підвіски млина веде до нелінійного зростання 
вертикальної амплітуди  коливань камери. Також із 
проведених досліджень випливає, що для збільшен-
ня ефективності роботи млина вібраційного типу 
для тонкого помелу сипких матеріалів необхідно, на 
етапі конструювання млина, забезпечити мінімальну 
відстань між дебалансними валами та максимальну 
відстань між опорами пружної підвіски. 

Висновки. Застосування нелінійних математи-
чних моделей, які є параметризованими та універса-
льними, для дослідження динамічних процесів, що 
відбуваються у вібраційних млинах тонкого помелу 
сипких матеріалів, дає змогу ще на стадії проекту-
вання та конструювання млина, вибрати його опти-
мальні параметри будови та експлуатації, які забез-
печать найбільшу ефективність його функціонуван-
ня. Дані моделі можна застосовувати для розроблен-
ня низки млинів схожої будови та принципу роботи, 
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що суттєво скорочує час, матеріальні та енергетичні 
затрати їх проектних робіт.   
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Topilnytskyy V.G., Rebot D.P. Study of the dynamics 
of the vibration type mill for  bulk materials fine grinding 
on the basis of its mathematical model 

An effective way to increase the productivity of vibrating 
mills is the use of mills with complex trajectories of working 
chambers through the installation of independent drive 
generators systems of their oscillations. 

The purpose of this work is to study, based on a 
mathematical nonlinear parameterized vibrating mill model 
for bulk materials fine grinding, the dynamics of the mill for 
further development of the optimal design of the mill and the 
choice of optimal modes of its operation. The object of the 
research is a vibrating mill for fine grinding of materials, 
which has four independent drives. These drives are placed in 
pairs around the opposite ends of the working chamber of the 
mill. Each drive includes an asynchronous electric motor, a 
coupling elastic coupling and an unbalanced rotating mass. 
The working chamber of the mill is mounted on an elastic 
suspension, which can be made in the form of a system of 
cylindrical springs, springs or air cylinders. 

The mathematical model that describes the dynamics of 
the mill is presented in the form of a system of nonlinear 
differential equations and its solution - a system of analytical 
expressions that determine the motion of the points of the mill. 
These systems include in the form of symbolic symbols all the 
key parameters of the mill: kinematic, geometric and power. 
The model is based on the Lagrange equation and asymptotic 
methods of nonlinear mechanics. With the help of the model it 
can be found the amplitude of oscillations, speed, acceleration 
and build the trajectory of an arbitrary point of the working 
chamber of the mill. 

The use of nonlinear mathematical models, which are 
parametrized and universal, to study the dynamic processes 
occurring in vibratory mills for bulk materials fine grinding  
allow, even at the design and construction stage of the mill, to 
choose its optimal parameters of construction and operation 
that will ensure maximum efficiency.  These models can be 
used to develop a number of mills of similar structure and 
operation, which significantly reduces the time, material and 
energy costs of their design work. The scientific results 
obtained in this article can be used to solve technical 
problems in industry. 
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