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Розглядається задача апроксимації оцінки індексу 
стійкості альфа-стійких розподілів, яка ґрунтується на 
застосуванні метода дрібних моментів. Зазначено, що ця 
оцінка містить неелементарну функцію, яка є складною 
у програмній реалізації. Отримано дробово-лінійну функ-
цію, яка наближує точну оцінку з необхідною точністю. 
Уточнено оцінку асимптотичної дисперсії оцінюваного 
індексу. Проведено чисельне моделювання, яке повністю 
підтвердило отримані результати

Ключові слова: стійки розподіли, оцінювання індексу 
стійкості, дрібні моменти, асимптотична дисперсія оці-
нок

Рассмотрена задача аппроксимации оценки индекса 
устойчивости альфа-устойчивых распределений, полу-
чаемой с помощью метода дробных моментов. Отмечено, 
что исходная оценка содержит неэлементарную и слож-
ную в программной реализации функцию. Получена дробно-
линейная функция, аппроксимирующая исходную оценку с 
требуемой точностью. Уточнена оценка асимптотиче-
ской дисперсии оцениваемого индекса. Проведено числен-
ное моделирование, полностью подтвердившее получен-
ные результаты
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1. Введение

Оценивание параметров случайных величин яв-
ляется одной из основных задач математической ста-
тистики.

Особое место среди законов распределения слу-
чайных величин занимают α-устойчивые распреде-
ления. Это обусловлено тем, что эти и только эти 
законы могут быть пределом по распределению сумм 
независимых одинаково распределённых случайных 
величин [1].

С другой стороны, α-устойчивые случайные ве-
личины широко используются в моделях случайных 
процессов, описывающих временные ряды в различ-
ных предметных областях. Таким образом, разработка 
новых методов оценивания параметров α-устойчивых 
распределений является актуальной научной и прак-
тической задачей.

В общем случае α-устойчивая случайная величина 
характеризуется четырьмя параметрами [2], задающи-
ми индекс устойчивости 0 2< ≤α , смещение, масштаб 
и меру симметрии.

Оценивание этих параметров является сложной 
задачей. Отчасти это обусловлено тем, что за редким 
исключением плотности и функции распределения 
устойчивых законов не выражаются через элементар-
ные функции.

Простейшим частным случаем α-устойчивых рас-
пределений являются симметричные стандартизо-
ванные (т. е. имеющие единичные меры смещения и 
масштаба) α-устойчивые распределения, называемые 
SαS-распределениями [3]. Единственным их параме-
тром является индекс устойчивости (α).

2. Анализ методов оценивания параметров устойчивых 
распределений

Прежде всего, следует отметить, что ни один из су-
ществующих методов оценивания параметров устой-
чивых распределений не лишён недостатков и не яв-
ляется универсальным. Эти методы можно разделить 
на пять групп.

Исторически первой из них являются методы, 
основанные на порядковых статистиках [4 – 6]. Эти 
методы характеризуются низкой вычислительной 
сложностью, однако и их эффективность (точность 
оценивания) также невысока. Особенно это относится 
к оценкам индексов устойчивости и симметрии.

Другой распространённый класс методов оценива-
ния индекса устойчивости основан на исследовании 
поведения «хвостов» распределений [7, 8]. Основным 
недостатком методов является смещённость получае-
мых оценок. Кроме того, эффективность таких методов 
существенно зависит от объёма выборки.

Наибольшую точность оценок параметров устой-
чивых распределений даёт метод максимального прав-
доподобия [9]. Однако его вычислительная сложность 
весьма высока, что обусловлено как свойствами самого 
метода, так и вычислительной сложностью расчёта 
плотностей устойчивых распределений. В силу этого 
данный подход применяется редко.

В настоящее время широкое распространение по-
лучили методы, основанные на переходе в частотную 
область [10, 11].

Согласно данному подходу оцениваются параме-
тры не самих плотностей распределений, а характери-
стических функций. Это связано с тем, что характе-
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ристические функции устойчивых распределений, в 
отличие от плотностей, имеют относительно простой 
вид.

Такие методы обеспечивают хорошую высокую 
точность оценивания параметров, однако также явля-
ются достаточно трудоёмкими.

Классическим методом получения точечных оце-
нок параметров распределений является метод мо-
ментов, обладающий весьма низкой вычислительной 
сложностью.

Однако в случае α-устойчивых законов этот ме-
тод «в чистом виде» неприменим, поскольку при 
α ≠ 2  случайная величина не имеет дисперсии и мо-
ментов большего порядка (а при α ≤ 1  не имеет и ма-
тематического ожидания). В работе [2] описан метод 
логарифмических моментов (т.е. моментов логарифма 
случайной величины). В то же время известно [2, 3], 
что α-устойчивая случайная величина обладает не-
целыми (дробными) моментами порядка − < <1 s α . 
В работе [12] автором был предложен новый метод 
оценивания индекса устойчивости, основанный на 
использовании дробных моментов. Несмотря на свою 
состоятельность, этот метод не лишён определённых 
недостатков, на устранение части которых и направле-
на данная статья.

3. Постановка задачи аппроксимации оценки

Как было отмечено при анализе проблемной об-
ласти, α-устойчивая случайная величина обладает 
моментами порядка − < <1 s α . Для стандартизованных 
SαS-распределений абсолютный момент порядка s  
имеет вид [2]:

g x s x g x dxs s
s( ; ) ( ) | | ( ; ) ( / )

( )α α α
χ( ) = =

−∞

∞

∫ −Γ 1 , (1)

где обозначено

χ π( ) cos( ) ( )s ss= ⋅ − ≥2 1 1Γ . (2)

Путём замены в этом соотношении теоретического 
значения момента ( ( ; ))( )g x sα  его выборочным зна-
чением, в работе [12] была получена оценка индекса 
устойчивости α :

α
χ

( , )
( ( ) ( )) ( ( ))

n s s
s Z s

s
Y sn n

= =
− ⋅ − +− −1 1 11 1Γ Γ

, (3)
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Xn k
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k

n

( ) | |=
=

∑1

1

, Y s s Z sn n( ) ( ) ( )= ⋅ −χ 1 . (4)

Было доказано, что полученная оценка (3) являет-
ся состоятельной и асимптотически несмещённой при 
0 2< <s α / .

Оценка (3), несмотря на простоту математической 
записи, имеет очевидный недостаток, связанный с 
использованием функции Γ−1( )u , обратной к гамма-
функции u x= Γ( ) . 

Эта функция не только не относится к элементар-
ным (с точки зрения математики), но и не реализована 
ни в одном из известных автору инженерных и матема-
тических пакетов. Таким образом, для её вычисления, 

очевидно, следует численно решать нелинейное уравне-
ние Γ Γ− =

∈
={ }1

0 1
( )

( ; )
( )u sol x u

x
, или (что несколько удобнее) 

оптимизационную задачу: Γ Γ− =
∈

−( ){ }1

0 1

2
( ) arg min ( )

( ; )

u x u
x

. 

Этот недостаток существенно снижает практическую 

ценность метода.

В то же время, как обратная гамма-функция, так и 
сама оценка (3) являются монотонными функциями 
своих аргументов. Очевидно, что путём их аппрок-
симации можно получить искомую оценку индекса 
устойчивости в гораздо более простой форме, чем (3), 
обеспечив при этом любую наперёд заданную точность 
аппроксимации. Именно эта задача (рассматриваемая 
в разделе 4) и составляет основную цель настоящей 
работы.

Кроме того, при расчёте величины асимптотиче-
ской дисперсии оценки (3) использовались прибли-
жённые соотношения

Γ( )x x≈ 1 , Γ− ≈1 1( )y y , (5)

т. е. фактически оценивалась дисперсия не исходной 
оценки (3), а приближённой

α( , ) ( )n s s Y sn
≈ +( )1 1 . (6)

Несмотря на то, что полученное выражение асим-
птотической дисперсии 

D n s
D s

n
( ( , ))

( , )
α

α
 ≈ 0 ,

 D s
s s

s
s s

s0

2 2

4

2

2 1 2 1

1 1
( , )

( ) ( )

( )

( )
( )

α

χ
χ α α

α

=
− − −( )
− −( )

Γ Γ

Γ
 (7)

качественно верно отражает характер её зависимости 
от истинного значения индекса ( α ) и порядка исполь-
зуемого момента ( s ), тем не менее, оценка (7) при-
мерно втрое больше эмпирической оценки дисперсии 
оценивания α  по модели (3). Очевидно, что это рас-
хождение связано с неудовлетворительным качеством 
приближения оценки (3) выражением (6).

Уточнение оценок асимптотической дисперсии яв-
ляется второй задачей, рассматриваемой в работе (раз-
дел 5).

В разделе 6 описан численный эксперимент, на-
правленный на проверку адекватности оценок асим-
птотической дисперсии.

4. Аппроксимация оценки индекса устойчивости

Как известно из математического анализа [13], 
функция Γ−1( )u , а, следовательно, и функция

x f y
y

= =
− +−( )

( )
1

1 11Γ
, (8)

на интервале y ∈ ∞( ; )0 , x ∈ ∞( ; )1  являются непрерыв-
ными и монотонно убывающими. Так, использовав 
приближения (5), справедливые при y → ∞ , можно по-
лучить, что x y≈ +1 1 . Именно такое, весьма грубое, при-
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ближение применялось в работе [12]. График функции 
(8) представлен на рис. 1.

Одним из возможных способов приближения функ-
ции (8) является её разложение в ряд Тейлора (от-
носительно 1/ y ). Поскольку наименьшая дисперсия 
оценок согласно [12] обеспечивается при s / .α ≈ 0 3630 , 
то логично использовать разложение в окрестности 
именно этой точки, т.е. при y =0.410070 , x0 = 2.75482 . 
Ограничиваясь двумя слагаемыми, получим:

x
y

( )1 1
≈ ⋅1.19236+0.64072 . (9)

Относительная погрешность аппроксимации (8) 
с помощью (9) на интервале y ∈[ . ; . ]0 1 0 7725  не превы-
шает 3,5 %. График функции (9) также представлен на 
рис. 1.

Рис. 1. График функции (8) и её приближённых моделей

Другим подходом к решению поставленной задачи 
является применение математического аппарата ап-
проксимации в гильбертовом пространстве. Следует 
учесть, что большие значения аргумента (y) в функции 
(8), хоть и теоретически возможны, но нехарактерны 
с точки зрения практического её использования в 
оценке (3). Так как при s ≥ α / 2  (т. е. x ≤ 2 ) оценка 
(3) становится несостоятельной (её дисперсия (7) об-
ращается в бесконечность), то значение y  ограничено 
сверху значением ymax .= − ≈π 1 0 7725 . Это, конечно, не 
означает, что на практике не могут появиться бóльшие 
значения. Просто в этом случае сама оценка (3) стано-
вится несостоятельной, а значит вопрос о точности её 
приближения теряет смысл.

Аналогичным образом, слишком малые значения y  
хоть и возможны, но также нежелательны. lim ( )

y
x y

→
= ∞

0
. 

Это свидетельствует о том, что величина используе-
мого дробного момента ( s ) выбрана слишком малой, 
а значит полученная оценка индекса устойчивости бу-
дет хоть и состоятельна, но очень неточна. В этом слу-
чае следует увеличить s  и повторить расчёт. Нижняя 
граница принята равной ymin .= 0 1 , чему соответствует 
значение xmax .= 7 3215 .

Учитывая свойства оригинальной функции (8), 
имеет смысл подбирать модель (порядка n ) относи-

тельно независимой переменной 1/ y , а не y . Приме-
няя метод наименьших квадратов, получим:

x
y

( )2 1
≈ ⋅1.23504+0.61721 . (10)

Эта модель обеспечивает относительную погреш-
ность аппроксимации функции (8), не превышающую 
1,7 %, т. е. вдвое меньшую, чем (9).

Графики зависимости относительной погрешности 
моделей (9)-(10) от значений y  и x y s( ) /= α  приведе-
ны на рис. 2, а и 2, б соответственно.

а

б
Рис. 2. Зависимости относительной погрешности моделей 

(9) – (10): а – от значений y ; б – от значений x s= α /

Обеим построенным моделям (9)-(10) соответству-
ет оценка индекса устойчивости (3) в форме

α χ
( , ) ( ) ( ) ( )n s s a s ab b

Y s s Z sn n
≈ +( ) = +( )⋅ −1 . (11)

Следует отметить, что погрешность модели (10) 
знакопеременна, в то время как погрешность модели 
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(9) неотрицательна (и равна нулю в точке y =0.410070 ). 
В то же время, поведение модели в окрестности точки y0  
представляется наиболее важным, поскольку именно 
в этом случае обеспечивается минимум дисперсии 
оценки (3).

5. Уточнение оценки асимптотической дисперсии

Доказательство состоятельности и асимптотиче-
ской несмещённости оценки (3), как и вычисление её 
асимптотической дисперсии, было основано [12] на 
том, что, во-первых, асимптотическим распределени-
ем случайной величины Y sn( )  (4) является гамма-рас-
пределение. Её дисперсия и математическое ожидание 
составляют

D Y
n

s sn
s
s( ) ( / ) ( / )( )

( )= − − −( )1
1 2 1

2

2
2χ

χ α αΓ Γ  и 

M Y sn( ) ( / )= − −Γ 1 1α . 

При n1  соответствующие характеристики об-
ратных величин равны

M Y M Yn n( ) ( )− −
≈ ( )1 1

 и

D Yn
D Y

M Y

n

n

( ) ( )

( )

−

( )
≈1

4  соответственно.

Во-вторых, использовались приближённые соот-

ношения (5) из чего следовало, что α( , ) ( )n s s Y sn
≈ +( )1 1  и 

M Yn
s

s( ) ≈ −α .

Легко видеть, что аппроксимация функции (8) с 
помощью (9)-(10) по сути означает использование вме-
сто (5) следующих дробно-линейных аппроксимаций 
гамма-функции и обратной к ней:

Γ( ) ( )1 1

1− ≈ + −

−x b a x

ax , Γ− − ++ ≈ +
1 11( ) ( )y a y b

ay b
. (12)

Из этого следует асимптотическая несмещённость 
величины (11):

M n s s a b M Y s s a
b

M Y s

s a
b

s

n
n

α( , ) ( )
( )

(

( ) ≈ + ⋅ ( )( ) ≈ + ( )








 =

= +
−

−1

1Γ // )
( )

α
α

α
−







≈ +
−





=
1

s a
b as

bs

 (13)

и новая, уточнённая, оценка её асимптотической дис-
персии:

D n s s D a b M Y s b s D Y s

b s D Y s

n n

n

α( , ) ( ) ( )

( )

( ) ≈ ⋅ + ⋅ ( )( ) = ( ) ≈

≈

− −2 1 2 2 1

2 2 (( )
( )( )

=
M Y s

b
D s

n
n( )

( , )
,4

2 0 α  (14)

где D s0( , )α  определяется выражением (7).

Таким образом, уточнённая оценка асимптотиче-
ской дисперсии отличается от прежней (7) масштаб-
ным коэффициентом b2 , равным 0 4105.  и 0 3809.  по 
моделям (9) и (10) соответственно.

6. Численное моделирование

Для проверки свойств полученных оценок был 
проведён численный эксперимент. Для сетки значений 
α i  генерировались n = 5000  случайных величин, под-
чинённых S Sα -распределению. Вычислялись оценки 
индекса устойчивости α α

i i jn s( , , )  по приближённой 
формуле (9).

Для каждого истинного значения оцениваемо-
го параметра α i  проводился поиск таких значений 
дробного момента smin( )α , при которых дисперсия 
отклонений оценок α α

i i jn s( , , )  от истинного значения 
α i  (взятая по m = 1000  реализациям) минимальна. 
График зависимости значений дисперсии D0,min( )α , 
полученных по данным эксперимента, показан на  
рис. 3.

Там же приведён график теоретических оценок 
дисперсии, полученных согласно (14).

Рис. 3. Сравнение эмпирических и теоретических значений 
дисперсии оценки индекса устойчивости

Сопоставление графиков, приведенных на рис. 3, 
демонстрирует хорошее согласование теоретической 
оценки дисперсии (14) с данными численного экспе-
римента.

7. Выводы

Основной целью работы являлась аппроксимация 
оценки индекса устойчивости SαS-распределений, по-
лучаемого с помощью метода дробных моментов [12]. 
Применение данного метода для оценки параметров 
альфа-устойчивых распределений обладает научной 
новизной.

В результате исходная оценка (3), содержащая 
трудновычислимую инверсную гамма-функцию, 
была аппроксимирована простой дробно-линейной 
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функцией (11) с погрешностью, не превышающей  
3,5 %. 

Такая аппроксимация существенно облегчает ал-
горитмическую и программную реализацию данного 
метода оценивания индекса устойчивости и делает 
возможным его применение в системах статистическо-
го анализа, построенных на базе программных средств 
общего назначения. Предложенная аппроксимация 

дала возможность скорректировать оценку асимпто-
тической дисперсии оцениваемого параметра относи-
тельно его истинного значения. 

В результате в выражение (7) был внесён масштаб-
ный множитель (примерно равный 0.4). Как показыва-
ет численный эксперимент (рис. 3), полученная теоре-
тически оценка дисперсии (14) хорошо согласуется с 
эмпирической.
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