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ТРЕХСЛОЙНЫХ 

НЕОДНОРОДНЫХ 
ПРЯМОУГОЛЬНЫХ 

ПЛАСТИНОК 
В АНИЗОТРОПНО 

СОПРОТИВЛЯЕМОЙ 
СРЕДЕ

В статті досліджується задача про стійкість 
тришарових неоднорідних прямокутних пластинок 
в анізотропно опірному середовищі, шари яких виго-
товлені з різних неперервно неоднорідних матеріалів. 
Використовуючи гіпотези Кірхгофа-Лява для всієї 
товщини елемента, отримані системи рівнянь стій-
кості пластинки. У разі шарнірного закріплення країв 
пластинки побудовано розв’язок задачі і знайдена 
формула для визначення критичного навантаження 
пластинки

Ключові слова: тришарові пластинки, неоднорід-
ний матеріал, пружні характеристики, стійкість, 
критичне навантаження

В статье исследуется задача об устойчивости 
трехслойных неоднородных прямоугольных пласти-
нок в анизотропно сопротивляемой среде, слои кото-
рые изготовлены из различных непрерывно неоднород-
ных материалов. Используя гипотезы Кирхгофа-Лява 
для всей толщины элемента, получены системы урав-
нений устойчивости пластинки. В случае шарнирно-
го закрепления краев пластинки построено решение 
задачи и найдена формула для определения критиче-
ской нагрузки пластинки

Ключевые слова: трехслойные пластинки, неодно-
родный материал, упругие характеристики, устой-
чивость, критическая нагрузка

УДК 539.3
DOI: 10.15587/1729-4061.2015.36245

1. Введение

В последние годы в различных отраслях техники: 
машиностроении, судостроении, строительстве соору-
жений различного назначения, широко используются 
элементы конструкции типа тонкостенных пластин и 
оболочек различного оертания.

Как известно, в последние годы большое примене-
ние получили многослойные конструкции. Это, в пер-
вую очередь, связано с интенсивным использованием 
в промышленности новых композитных – искусствен-
ных материалов. Применение в строительстве и других 
областях техники подобных конструкций ставит перед 
конструктором-исследователем повышенные требова-
ния к оценке прочности, устойчивости и амплитуд-
но-частотных характеристик, так как при различных 
условиях работы и режимах нагружения возникает 
ряд вопросов, которые требуют решения новых задач 
напряженно-деформированного состояния и определе-
ния критических параметров [1].

Поэтому возникает необходимость учета влияния 
реальных физико-механических свойств материала 
слоев конструкции, режима и условия их работы и 
построения новых эффективных методик расчета, в 
которых учитываются вышеуказанные специфические 
особенности [2].

Многие вопросы прочности и устойчивости много-
слойных элементов конструкций, работающих в преде-
лах упругости, в литературе исследованы достаточно. 

В этих работах в основном рассмотрены элементы кон-
струкций с изотропными однородными слоями [3].

Во многих случаях слоистые конструкции изготав-
ливаются из неоднородно-упругих и неупругих матери-
алов. Причиной проявления неоднородности являются 
технология изготовления конструкций, влияние ней-
тронного облучения и элементарных частиц, термиче-
ская обработка, неоднородность составов и т. д.

В зависимости от процесса изготовления и геоме-
трии конструкции, упругие характеристики могут за-
висеть от одной или нескольких координат точек тела.

Вопросы устойчивости и колебании слоистых кон-
струкций с учетом неоднородности в литературе изуче-
ны недостаточно. Поэтому в данной статье приводится 
постановка и решение задачи об устойчивости трех-
слойных неоднородных прямоугольных пластинок, ко-
торые находятся в анизотропно сопротивляемой среде.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

В статье [4] рассматривается модифицированный 
вариант теории Кирхгофа, для исследования методом 
граничных элементов пластин, которые находятся на 
двухпараметрическом основании.

В [5] рассматривается задача о прочности упругих 
стержней на двухпараметрическом упругом основании 
методом конечных элементов.
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В статье [6] исследуется устойчивость и закритиче-
ское поведение слоистых композитных прямоугольных 
пластинок, подвергнутых неоднородным по ширине в 
плане нагрузкам.

В [7] исследуется задача о закритическом поведении 
пластины переменной толщины из композитных мате-
риалов на основе метода конечных элементов с исполь-
зованием метода возмущений.

В статье [8] рассматривается задача об устойчивости 
трехслойных неоднородных ортотропных пластинок, 
которые находятся на неоднородно упругом основании.

В [9] исследуется задача о нелинейной устойчивости 
и закритическом поведении круговых цилиндрических 
оболочек из функционально-градиентного материала 
под действием эксцентрических нагрузок.

В статье [10] исследуется закритическое поведение 
слоистых пластинок из функционально градиентного 
материала с учетом деформации поперечных сдвигов 
и нелинейных кинематических соотношений Кармана.

Рассмотрим трехслойную прямоугольную пластин-
ку, изготовленную из неоднородного упругого материа-
ла, которая находится в анизотропно сопротивляемой 
среде. Координатная система выбрана следующим об-
разом: оси ОХ и ОY расположены в срединной пло-
скости, среднего слоя пластинки, ось OZ – направлена 
перпендикулярно им.

Связь между компонентами напряжений и дефор-
маций на основе обобщенного закона Гука имеет вид:

σi
11=λi

11ε11+λi
12ε22, σi

22=λi
21ε11+λi

22ε22, 
σi

12=λi
33ε12 (i=1, 2, 3).   (1)

Здесь предполагается, что упругие характеристики 
материала слоев являются непрерывными функциями 
координаты толщины т. е.:

λij
k =λij

k’.ai
k(z).    (2)

Используем гипотезу Кирхгофа–Лява для всей 
толщины елемента пластинки:

ε11=е11–zx11, ε22=е22–zx22, ε12=е12–zx12, (3)

где е11, е22, е12 и x11, x22, x12 – бесконечно малые изме-
нения деформации и кривизны срединной плоскости.

Как известно, компоненты усилий и моментов вы-
числяются по следующим формулам :

2

1

h/2 hh/2 h/2
1 2 3

ij ij ij ij
h h/2 h/2 h/2

T dz dz dz
+−

− − −

= σ + σ + σ∫ ∫ ∫ , 

      

2

1

h/2 hh/2 h/2
1 2 3

ij ij ij ij
h h/2 h/2 h/2

M zdz zdz zdz
+−

− − −

= σ + σ + σ∫ ∫ ∫ ,     (4)

где h1, h и h2 – толщины соответствующих слоев. С уче-
том (1), (3) из (4) получим:

2 0 2 0 2 1 2 1
11 12 11 11 12 12 22 11 11 11 12 11 22T A e A e A x A x= λ + λ − λ − λ ,    (5)

2 1 2 1 2 2 2 2
11 11 11 11 12 11 22 11 11 11 12 12 22M A e A e A x A x= λ + λ − λ − λ .    (6)

В этих формулах k
ijA  – обобщенные жесткостные 

характеристики рассматриваемой пластинки.

3. Цель и задачи исследования

Целью исследования является постановка задачи 
устойчивости трехслойных неоднородных прямоуголь-
ных пластинок в анизотропно сопротивляемой среде в 
общем виде и построение решения задачи устойчивости 
шарнирно закрепленной по всем краям прямоугольных 
пластинок при двухстороннем сжатии.

Здесь также будуть исследованы влияние параме-
тров неоднородности материала слоев пластинки и па-
раметров анизотропии упругого основания на значение 
критических нагрузок рассматриваемой пластинки.

Для достижения этой цели решались следующие 
задачи:

1. В общем случае получение выражений для уси-
лий и моментов и составление системы уравнений 
устойчивости рассматриваемой трехслойной пластин-
ки. При этом для упругого основания принималась 
трехпараметрическая модель анизотропного сопро-
тивления.

2. Построение решения задачи устойчивости рас-
сматриваемой трехслойной пластинки при шарнирном 
закреплении всех краев и при двухстороннем сжатии.

3. Для случая, когда упругие характеристики мате-
риала слоев пластинки линейным образом зависят от 
координат толщины, выполнение численных расчетов 
и определение области устойчивости пластинки.

4. Получение уравнений устойчивости пластинки

Как известно [2], уравнения устойчивости прямоу-
гольных пластинок состоит из следующих : 

11 12T T
0

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

, 12 22T T
0

x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

,    (7)

2 2 2 2
11 12 22

112 2 2

2 2

12 22 2

M M M W
2 T

x x y y x

W W
2T T K(w) 0,

x y y

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

     (8)

                  , (9)
2 2 2

11 22 12
2 2

e e e
2 0

y x x y
∂ ∂ ∂

+ − =
∂ ∂ ∂ ∂     

здесь для основания принимается модель анизотроп-
ного сопротивления следующего вида:

2 2

0 1 22 2

W W
K(w) K W K K

x y
∂ ∂

= − −
∂ ∂

,  (10)

здесь K0, K1, K2 – коэффициенты aнизотропии упруго-
го основания.

Из системы (7) видно, что эти уравнения будут 
удовлетворены тождественно, если ввести функцию 
напряжений F следующими соотношениями:

2 2 2

11 22 122 2

F F F
T ,    T ,    T .

y x x y
∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂ ∂ ∂

  (11)

Для преобразования уравнений (8), (9) необходи-
мому виду, что нужно выразить eij через Tij и xij из соот-
ношений (5). Тогда после некоторых преобразований 
из (5) находим:
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e11=α11T11+α12T22+b11x11+b12x22,
e22=α21T11+α22T22+b21x11+b22x22,       
e12=α33T12+b33x12. (12)

Подставляя (12) в выражениях (6) для моментов, 
получим:

M11=r11T11+r12T22+R11x11+R12x22,
M22=r21T11+r22T22+R21x11+R22x22,  
M12=r33T12+R33x12. (13)

В формулах (12) и (13) коэффициенты αij, bij, rij, Rij 
выражаются через обобщенные жесткостные характе-
ристики пластинки.

Подставляя выражения (12), (13) в уравнения (8) и 
(9), после некоторых преобразований получим следу-
ющую систему уравнений устойчивости рассматрива-
емой пластинки:

4 4 4 4

11 13 12 214 2 2 4 4

4 4 2 2

23 22 11 122 2 4 2

2 2 2

22 0 1 22 2 2

w w w F
D D D D

x x y y x

F F W W
D D T 2T

x y y x x y

W w w
T K w K K 0,   

y x y

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + − − =

∂ ∂ ∂

4 4 4

11 13 124 2 2 4

4 4 4

21 23 224 2 2 4

F F F
d d d

x x y y

w w w
d d d 0.

x x y y

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

Здесь di и Di выражаются через обобщенные 
жесткостные характеристики пластинки.

6. Решение задачи устойчивости пластинки при 
двухстороннем сжатии

Рассмотрим задачу устойчивости рассматриваемой 
пластинки при двухстороннем сжатии (Т12=0). В этом 
случае система устойчивости (14) и (15) получится в 
виде:

4 4 4

11 13 124 2 2 4

4 4 4

21 23 224 2 2 4

2 2 2 2

11 22 0 1 22 2 2 2

w w w
D D D

x x y y

F F F
D D D

x x y y

W W w w
T T K w K K 0,  

x y x y

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ + + +
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − − =

∂ ∂ ∂ ∂
      (16)

4 4 4

11 13 124 2 2 4

4 4 4

21 23 224 2 2 4

F F F
d d d

x x y y

w w w
d d d 0.

x x y y

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

     (17)

При шарнирном закреплении краев пластинки для 
прогиба и функции напряжения можно принять сле-
дующие выражение:

mn

mn

m x n y
w w sin sin ,

a b
m x n y

sin sin .
a b

π π
=

π π
Φ = Φ    (18)

Здесь a и b – длина и ширина, m, n – число полуволн 
по сторонам пластинки.

Подставляя (18) в уравнение (17), получим:

mn 0 mn

4 2 2 4

21 23 22

0 4 2 2 4

11 13 12

W D ,

m m n n
d d d

a a b b
D .

m m n n
d d d

a a b b

= − ϕ

π π π π       + +              
=

π π π π       + +              

Подставляя (18) в уравнение (17) после некоторых 
преобразований получается следующее характери-
стическое уравнение для определения комбинации 
критических нагрузок:

{ }

2
2

11

0 2 0 4 0
11 mn 21 13 mn 23 12 mn 22

2
2

0 1 2

m
T (1 )

a

D D D (D D D ) (D D D

a
K K K . (19)

m

π + η α = ×  

× − + η − + + η − ⋅ +

 + + + η  π

Здесь введены следующие обозначения:

22

11

Tna
,

mb T
η = α = .

Если рассматриваемая пластинка является ква-
дратной, тогда из (19) получается (m=n=1, a=b):

{ ( )}

2

11

0
11 11 13 12 21 23 22

2

0 1 2

T (1 )
a

D D D D D D D D

a
K K K ,

π + α = ×  

× + + − + + +

 + + +  π
 (20)

Здесь 0 21 23 22

11 13 12

d d d
D

d d d
+ +

=
+ +

.

При конкретных видах функций неоднородности 
материала слоев, критическая нагрузка рассматривае-
мой пластинки определяется на основе (20).

7. Численные расчеты и анализ комбинации 
критических нагрузок

Для проведения численных расчетов, функции не-
однородности материала слоев принимались в следу-
ющем виде:

1 2
11 1 11 11 2

1 2

z z z
a (z) 1 ,    a (z) 1 ,   a (z) 1 .

h h h
= + µ = + µ = + µ  (21)

Результаты численных расчетов представлена на 
рис. 1.
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Рис.	1.	График	области	устойчивости	пластинки		
построенной	на	основе	формулы	(20).	Здесь	для		

параметров	анизотропии	основания	и	параметров		
неоднородности	материала	слоев	приняты	следующие	
значения:	K0=6.48∙10E4KN/m3,	K1=K2=2250.0	KN/m;	

	–	–	–	–	–μ1=μ=μ2=0;		 μ1=μ2=1,	μ=0.5

Здесь пунктирной линией отмечено решение ана-
логичной задачи для однородной пластинки.

8. Выводы

В статье дана постановка задачи и получена система 
уравнений устойчивости трехслойных неоднородных 
прямоугольных пластинок в анизотропно сопротив-
ляемой среде. Получено решение задачи устойчивости 
трехслойных пластинок при двухстороннем сжатии и 
найдена формула для определения комбинации кри-
тических нагрузок. Данная формула описывает обла-
сти устойчивости рассматриваемой трехслойной ква-
дратной пластинки при двухстороннем сжатии.

Анализ проведенных численных расчетов показы-
вает, что неоднородность материала слоев пластинки 
можеть существенно влиять на критические параме-
тры пластинки. В частности для принятых значений 
параметров критическая нагрузка увеличивается на 
6–10 % от однородного случая.
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