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НАБЛИЖЕНЕ ВИЗНАЧЕННЯ РЕБРА ЗВОРОТУ ТОРСОВОЇ 
ПОВЕРХНІ, ПРЕДСТАВЛЕНОЇ ДИСКРЕТНИМ КАРКАСОМ  
ТВІРНИХ 
 
Розроблений алгоритм наближеного визначення ребра звороту то-
рсової поверхні, представленої дискретним каркасом твірних. 
Проаналізована величина відхилення точок апроксимуючого реб-
ра звороту від дійсних. 
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Нехай торсова поверхня представлена дискретним каркасом твір-

них, а саме, заданий тільки впорядкований ряд їх направляючих векто-
рів. Відсутність інформації про ребро звороту дозволяє визначити ко-
ординати точок поверхні вздовж твірних, але робить неможливим 
отримати проміжні твірні і розгортку поверхні. Якщо на заданих твір-
них з деяким наближенням вдасться отримати координати точок ребра 
звороту, то в результаті ми отримаємо дискретно представлене апрок-
симуюче ребро звороту. Методи дискретної інтерполяції дозволять за-
густити точковий ряд ребра звороту до необхідної точності [3] і, як на-
слідок, отримати проміжні твірні. Також, залежно від поставлених за-
дач, через цей точковий ряд можна провести відповідний сплайн і 
отримати рівняння апроксимуючої торсової поверхні. 

Наскільки відомо авторам з літературних джерел, досі це пи-
тання в такому аспекті ніким не розглядалося. 

В роботі поставлено мету – розробити алгоритм наближеного ви-
значення ребра звороту торсової поверхні, представленої дискретним 
каркасом твірних, і оцінити його точність на прикладі різних торсових 
поверхонь. 

Відстань між точками ребра звороту, які лежать на сусідніх твір-
них, є невеликою. А найкоротшою відстанню між цими твірними є дов-
жина їхніх спільних перпендикулярів. Тому точки апроксимуючого дис-
кретно представленого ребра звороту було вирішено шукати біля кінців 
спільних перпендикулярів, побудованих між сміжними твірними. 

Алгоритм наближеного визначення ребра звороту торсової поверх-
ні, представленої каркасом твірних, складається з наступних дій. 
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1. На кожній парі суміжних твірних 1t  і 32,...,tt  і 4t  (рис. 1) визна-

чаємо координати пари точок – кінці спільних перпендикулярів  
1a  і 

12,...,ca  і 
2c цих твірних. З’єднуємо кожну пару точок прямою і визна-

чаємо координати середини цих відрізків 
серa , 

серb  і 
серc . 

 
Рис. 1. До визначення координат середин відрізків спільних перпендикулярів 

між суміжними твірними 
 

 2. З’єднуємо середини двох сусідніх відрізків 
2121 ,..., ddaa  (рис. 2), 

отриманих в пункті 1, прямими лініями. Таким чином, в побудові від-
різка 

серсерсерсер dcba ,...,  беруть участь три твірні. Визначаємо координа-

ти точок, в яких перпендикуляри, опущені з цих ліній на середню з 
трійки твірних, перетинають цю твірну. Місця перетинання перпенди-
кулярів з відповідними твірними і будуть точками 

321 ,, AAA  апрокси-

муючого ребра звороту торсової поверхні. 
 3. Дії, описані в пунктах 1 і 2, не дозволяють визначити точки ап-
роксимуючого ребра звороту, які лежать на крайніх твірних торсової 
поверхні. Для отримання відсутніх координат точок можна скориста-
тися методом скінчених різниць [2]. Нехай hkxxk ⋅+= 0

, де  k  – ціле, 

0>h , )( kk xff ⋅= . Величина 

kkkkkkk ffxfxfxfhxff −=⋅−⋅=⋅−+⋅=∆ ++ 11 )()()()(            (1) 

називається скінченою різницею першого порядку функції f  в точці 

kx  (з кроком h ). Скінчена різниця n-го порядку функції f  в точці 
kx  

визначається по рекурентній формулі 
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де 1≥n , 
kk ff =∆0 . 

 Комп’ютерні експерименти показали, що найкраще використову-
вати скінчені різниці п’ятого порядку. 

 
Рис. 2. До визначення координат точок апроксимуючого ребра звороту  

торсової поверхні 
 
 Використання формули (2) дозволяє досить точно отримати крайні 
точки наближеного ребра звороту, проте вони не лежать на крайніх 
твірних. Тому опускаємо перпендикуляри з цих точок на відповідні 
твірні. Місця перетину цих перпендикулярів з крайніми твірними і бу-
дуть координатами крайніх точок апроксимуючого ребра звороту. 
 4. Задані твірні є геометричним місцем дотичних до свого ребра 
звороту [1]. Якщо побудувати дотичні до апроксимуючого дискретно 
представленого ребра звороту, отриманого в пунктах 1-3, то вони не 
будуть збігатися з дійсними твірними, оскільки точки ребра звороту 
визначені з певним відхиленням від відповідних точок континуально 
заданого ребра звороту. Слід зауважити, що і координати дотичних до 
точок дискретно представлених кривих мають певне відхилення від 
дійсних значень. Проте координати апроксимуючих точок можна уто-
чнити, зменшуючи кутове відхилення між дотичними для апроксиму-
ючого дискретно представленого ребра звороту і заданими твірними 
шляхом переміщення  точок апроксимуючого ребра звороту вздовж 
цих твірних. 
 В якості дотичної до дискретно представленої кривої приймаємо 
пряму, паралельну хорді, що з’єднує суміжні з і-ю вузлові точки  
(рис. 3). Координати точок апроксимуючого ребра звороту уточню-
ються з використанням дотичних лише до середніх точок. 
 Мінімізуємо функцію 

minf , яка є сумою кутових відхилень між до-

тичними до апроксимуючого дискретно представленого ребра звороту 
і заданими твірними:  
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2;1 −= ki , 

де ZYX ,,  – координати напрямного вектора і-ої твірної; 

( ) vZYXXxvx рз ⋅+++= 222)( , ( ) vZYXYyvy рз ⋅+++= 222)( ,  

( ) vZYXZzvz рз ⋅+++= 222)(  – нові координати точок апроксимую-

чого ребра звороту торсової поверхні; 

рзрзрз zyx ,,  – початкове наближення координат точок апроксимуючого 

ребра звороту торсової поверхні; 
v  – відстань між початковими і новими координатами точок апрокси-
муючого ребра звороту торсової поверхні; 
k  – кількість твірних. 
 Початковими параметрами координат точок ребра звороту є коор-
динати точок, отримані в пунктах 1-3. Функцію мінімізуємо двічі, на-
кладаючи на початкові параметри лінійні обмеження: у першому випа-
дку параметри мають лише додатне значення, в другому – від’ємне. 
Якщо хоча б один із розв’язків функцій мінімізації є не нульовим зна-
ченням, то обираємо той випадок, в якому значення функції було мен-
шим, і виконуємо пункт 5 розробленого алгоритму.  

 
Рис. 3. До визначення дотичної до дискретно представленої кривої 

 
 5. Мінімізуємо функцію, яка є сумою кутових відхилень між доти-
чними до апроксимуючого дискретно представленого ребра звороту і 
заданими твірними. Початковими параметрами координат точок ребра 
звороту є координати точок, отримані у вибраному випадку пункту 4. 
Лінійні обмеження функції мінімізації відповідають обмеженням виб-
раним у пункті 4. Якщо значення функції пункту 5 менше за значення 
функції пункту 4, то надалі будемо порівнювати значення функції пун-
кту 5, з цим меншим значенням. При цьому змінюємо початкові пара-
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метри координат точок ребра звороту на щойно отримані. Описані в 
пункті 5 дії повторюємо доти, доки зменшується значення функції цьо-
го пункту. 

 

 
 

Рис. 4. Апроксимуюче дискретно представлене ребро звороту торсової  
поверхні (а) і досліджувана торсова поверхня (б) 

 
 Точність розробленого алгоритму була перевірена на десяти різ-
них торсових поверхнях. При цьому поверхні задавались континуаль-
но, після чого на них розбивався каркас твірних. На рис. 4, а продемо-
нстровані результати роботи алгоритму на прикладі торсової поверхні, 
представленої каркасом твірних, ребро звороту якої описується рів-
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няннями vevx ⋅⋅= )cos()6sin(π , vevy ⋅⋅= )sin()6sin(π , vez ⋅= )6cos(π  
(рис. 4, б). 
 Точність наближеного визначення точок ребра звороту торсової 
поверхні, представленої дискретним каркасом твірних, можна оцінити, 
обчисливши відстань між апроксимуючими і дійсними точками. На 
рис. 5 показана залежності згаданих відстаней від накопиченої довжи-
ни ламаної для кожної точки ребра звороту, отриманого для трьох різ-
них поверхонь. Якщо за одиницю довжини прийняти м1 , то максима-
льна відстань для поверхні, наведеної на рис. 4, б, складе м0078,0 . То-

чність алгоритму залежить від значення кривини в точках ребра зворо-
ту та відстані між цими точками. Розроблений алгоритм не спрацьовує, 
якщо кривизна в точках дискретного ребра звороту після монотонного 
зростання починає спадати і навпаки. У таких випадках наведений ал-
горитм слід виконувати лише з першого по третій пункт. 
 

 
Рис. 5. Графік залежності відстані точок апроксимуючого ребра звороту від 

дійсних від номеру точки 
 

В статті розроблений алгоритм наближеного визначення точок 
ребра звороту торсової поверхні, представленої дискретним каркасом 
твірних. В подальшому планується розробити алгоритм наближеного 
визначення твірних торсової поверхні, представленої дискретним кар-
касом точок.  
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The algorithm of space curve approximate definition of tangent 
developable described by discretely set of straight lines is made. Points 
deviation value of approximate space curve tangent developable is 
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Разработан алгоритм приближенного определения ребра возврата 
торсовой поверхности, представленной дискретным каркасом об-
разующих. Проанализирована величина отклонения точек аппро-
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