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ЛОКАЛІЗОВАНІ ЗОНИ ПЕРЕДРУЙНУВАННЯ В ПЛАСТИНІ З 
НЕРОЗТЯГЛИВИМ ЛІНІЙНИМ ПІДСИЛЕННЯМ  
 
За умов плоскої задачі досліджується гранична рівновага пласти-
ни з підсиленням при розтягу зосередженими силами та напру-
женнями на безмежності. Локалізовані зони передруйнування роз-
виваються здовж межі підсилення від його торців до центральної 
частини. З’ясовано вплив навантаження, розподіл контактних на-
пружень, осьових зусиль, характер руйнування композиції. 
Ключові слова: підсилення, зона передруйнування, контактні на-
пруження, осьові зусилля. 
 
Ще до втрати утримувальної здатності конструкційних матеріалів 

у них відбуваються процеси локального руйнування: порушення адге-
зійних зв’язків, розпушення матеріалу, нелінійне та пластичне дефор-
мування матриці чи контактного прошарку між компонентами. Тому 
для розуміння кінетики руйнування таких матеріалів необхідний дета-
льний аналіз полів напружень та деформацій біля концентраторів з до-
датковим урахуванням явищ нелінійного деформування чи розшару-
вання. Локальні зони передруйнування можуть мати різноманітні фо-
рми й отримання точних розв’язків відповідних задач для різних випа-
дків навантаження, геометрії тіла чи включення пов’язане зі значними 
математичними труднощами. Один з ефективних підходів до розв’я-
зання проблеми полягає в моделюванні їх тонкими прошарками мате-
ріалу, в яких напруження досягають зсувної межі міцності чи при пла-
стичному деформуванні зсувного порогу текучості. При достатньо ве-
ликій довжині смуг у нелінійній механіці руйнування застосовують 
заміну їх розрізами, поверхні яких взаємодіють між собою за деяким 
законом, тобто нехтується шириною смуги в порівнянні з її довжиною 
і якщо сили взаємодії між берегами розрізу відомі, задача приводиться 
до деякої змішаної задачі теорії пружності. 
Огляд досліджень. Розв’язок плоскої задачі теорії пружності для 

тіла з еліптичним ядром подано у праці М. Мусхелішвілі [1]. Поля на-
пружень і переміщень біля вершин підсилень, включень та їх асимпто-
тичні подання досліджувалися в широкому колі праць, найбільш повно 
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їх огляд подано в монографії Г. Сулима [2]. Точна границя локалізова-
ної пластичної зони за умов антиплоскої деформації біля “тунельної” 
неоднорідності в ізотропному тілі для ідеально пружнопластичної ма-
триці має вигляд [3] циліндричної кругової області радіуса 

( )235,0 Tpl kr τ= , зміщеної на plr  від вершини в сторону неоднорідно-

сті, де Tτ  – межа текучості при зсуві. Для плоскої задачі виявлено [4, 
5], що на відміну від тріщини, область пластичності в околі неоднорід-

ності зміщена в її сторону на 1,3d, ( )TKd τπ 21= . Отриманий ре-

зультат якісно узгоджується з експериментальними даними руйнуван-
ня композитів [6–8].  

Задачі про початковий розвиток смуг ковзання в околі вершини пі-
дсилення (чи в частковому випадку біля тріщини) розв’язані у працях 
[9, 10]. Отримано оцінку розвитку локалізованих пластичних дефор-
мацій для ідеально пружнопластичного тіла, що задовольняє умові 
Треска-Сен-Венана. При цьому в напрямку розвитку смуг найбільша 
розбіжність між максимальними дотичними напруженнями maxτ  і від-

повідними дотичними напруженнями rθσ  не перевищує 3%. Розміри 
смуг вздовж контактної межі матриця-підсилення досліджено в працях 
[10, 11] за тих же умов, їх довжина за умовою максимальних дотичних 

напружень maxτ  та за умовою *
r sθσ τ=  збігаються. Аналіз напружень в 

кутовій точці підсилення з пластичною зоною, що моделюється лінією 
ковзання, виконано в [12]. 

Аналітичний розв'язок задачі уже без обмежень на довжину зони 
ковзання отримано в працях [13, 14]. Але при цьому залишалася лога-
рифмічна особливість в околі вершини підсилення, що затрудняло ін-
терпретацію отриманих даних як розв'язок модельної пружнопластич-
ної задачі. В працях [15–17] сформульовано нову модельну постанов-
ку, яка передбачає двофазну зону передруйнування, що складається з 
спричиненого високою концентрацією пружних напружень ділянки 
розпушення та області пластичного зсуву чи адгезії. Це дало змогу 
отримати більш високий рівень фізичної адекватності моделі та уник-
нути внаслідок цього сингулярності напружень, отримавши природ-
ним чином в усіх точках композиції механічно коректні обмежені на-
пруження. Розрахункова модель описується, крім пружних сталих, ще 

трьома характеристиками: зсувною міцністю (порогом текучості) ∗
sτ , 

граничним значенням зсувів 2cδ  та міцністю підсилення на розрив 

utP . Вивчено [18, 19] розвиток локалізованих в тонких областях зон 
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передруйнування в тілі з тонкими пружними включеннями. У цій пра-
ці розвиваємо дослідження про розвиток локалізованих зон передруй-
нування за умов більш загального навантаження. 
Математична модель задачі. За умов плоскої задачі теорії пруж-

ності розглядаємо однорідне ізотропне тіло з лінійним підсиленням за-
вдовжки 2a. Осі декартової системи координат xOy  збігаються з ося-

ми геометричної симетрії композиції (рис. 1). Міцність матеріалу межі 
матриця-підсилення вважаємо не меншою від міцності матриці.  

У симетричних стосовно осі Ox  точках kkk iyxz +=  ( =k 1; 2; ...) 
прикладені зосереджені сили Qk=Xk+iYk та на нескінченності рівномір-
но розподілені сталі напруження  

 qxx =∞σ , pyy =∞σ .  (1) 

 
 

Рис. 1. Схема задачі 

Аналіз напруженого стану такої композиції за суто пружним 
розв’язком [20] свідчить, що максимальні дотичні напруження maxτ  
мають місце в околах кінців підсилення уздовж його межі з пласти-
ною. Вважаємо, що саме тут і зароджуються зони передруйнування, 
просуваючись від кожного краю до центральної частини уздовж межі і 
складаються з двох ділянок: малих областей розпушення 

( ) ( )abbaLx ,, 211 ∪−−=∈  та ділянок пластичного деформування 

),(),( 22112 bccbLx U−−=∈ . Зони передруйнування в околах лівої та 
правої вершин підсилення будуть різними за довжиною, але на верх-
ньому (“+”) та нижньому (“−”) краях однакові. Впливом пластичних 
зон у точках прикладання сил нехтуємо. При цьому виконуються такі 
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крайові умови: на ділянках розпушення (ослабленого, неідеального 
контакту) дотичні напруження лінійно зростають від нуля до свого 

граничного значення ∗
sτ  –  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),,  ,

,,  ,

2
2

*+

1
1

*+

abx
ba

xa
xx

bax
ba

xa
xx

sxyxy

sxyxy

∈
−
−=−=

−−∈
−
+−=−=

−

−

τσσ

τσσ
  (2) 

а на ділянках пластичного деформування вони сталі –  

 ( ) ( ) ( ) 2
*+   ,sign Lxxxx sxyxy ∈=−= − τσσ .  (3) 

На ділянці ( )210 ,ccLx −=∈  зв’язок з матрицею ідеальний 

 ( ) ( ) )(    0 ,0 0Lxyxvxu ∈==∂∂=∂∂ ±± .   (4) 

Величину ∗
sτ  трактуємо як теоретичну зсувну міцність межі поділу 

або як технічну зсувну міцність межі поділу з урахуванням її структу-
рних недосконалостей, чи за пластичного деформування – як зсувний 
поріг пластичності; xxσ , yyσ , xyσ  – компоненти тензора напружень; 

vu,  – компоненти вектора переміщень відповідно уздовж декартових 

координат Ox  та Oy ; знаки “+” та ”–” відповідають граничним зна-

ченням на дійсній осі відповідно з верхньої ( >y 0) та нижньої ( <y 0) 

півплощин; ( ) =xsign {1  для 0>x ; -1 для 0<x ; 0 для }0=x .  
Таке подання дає можливість привести розв’язання поставленої не-

лінійної задачі до задачі лінійної теорії пружності. Значення парамет-
рів ( )2;1=iсi  знаходимо з додаткових фізичних умов, а ( )2;1=ibi  за-
даємо – умов для їх обчислення поки що немає. Їх доцільно пов’язати з 
розмірами структурних елементів (зерен) матеріалу адгезійного про-
шарку, що виражає інтегральний вплив неоднорідності структури на 
напружено-деформований стан.  

Околи вершин підсилення є місцями найбільш інтенсивного лока-
льного деформування і при досягненні в них максимальними перемі-
щеннями ( )au  певної межі c2δ  настає можливість розшарування ком-
позиції, тобто втрати зв’язку. Таке розшарування визначаємо як про-
цес розриву ослаблених перед тим зв’язків, а умовою розриву, анало-
гічно відомій [21] cδ -моделі, приймається рівність ( ) cau 2δ= . З іншого 
боку, дотичні напруження уздовж поверхні зчеплення матриці з вклю-
ченням спричиняють у поперечному перерізі останнього появу осьово-
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го зусилля, яке за перевищення границі міцності підсилення utP  може 
його розірвати. 

Таким чином, розрахункова модель описується трьома міцнісними 

характеристиками: адгезійною міцністю контактної межі – ∗
sτ , гранич-

ним значенням переміщень c2δ  та міцністю підсилення на розрив utP . 
І за фіксованої довжини підсилення або розривається або відшарову-
ється від матриці залежно від того, яка із критеріальних умов 
( ( ) cau 2δ=  чи utPP =max ) досягається раніше. Найменше значення на-
вантаження, при досягненні якого реалізується хоча б одна з прийня-
тих двох критеріальних умов, називаємо граничним навантаженням.  
Побудова розв’язку задачі. Напружено-деформований стан у ком-

позиції визначаємо як суперпозицію розв'язків двох задач:  

 ( ) ( ) ( )zzz ∗Φ+Φ=Φ 0 ,  (5) 

де індексом “0” позначені складові, що дають розв'язок задачі для су-
цільного тіла при відсутності неоднорідності (однорідний розв’язок), а 
“ ∗ ” – розв'язок задачі, що враховує розрив переміщень (збурений 
розв’язок); z x iy= + . Однорідний розв'язок відомий [1]  

( ) ( ) ( )∑ −+
−+=Φ

k k

k

zz

Q
pqz

12

1

4

1
0 κπ

. 

Координати точок прикладання сил згідно рис. 1 та їх значення прийн-
ято такими: Q1=X1-iY1 (z1=x1+iy1), Q2= X1+iY1 (z1=x1-iy1), Q3=X3 (z3=x3), 
Q4=-Q3=-X3 (z4=-x3). 

Збурений розв’язок після задоволення крайових умов (2)–(4) 
пов’язаний із задачею лінійного спряження для функції ( )z∗Φ : 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),12
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xy +∈+−=Φ−Φ
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+−
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−
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+
∗
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κ
  (6) 

де ( ) ( )[ ] 4311 pqA κκ ++−= .  
Після розв'язання задачі (6), врахувавши формули (5), поведінку 

функцій на нескінченності та умови однозначності переміщень при 
обході контуру підсилення, отримаємо вираз для функції напружень  

( ) ( ) ( )[ ]++++
+

−=Φ
∗

2110
1 ln

1
2

2
cczII

A
z s

κπ
τ

κ
 

( ) ( ) ( )




+

+
−

+Χ
+

∗∗

2

2

5
0 112

1
g

z
g

z
ss

κπ
τ

κπ
τ

( ) ( )( ) +










++

+
+

∗

214
2 ln2

12
ccg

A
z s

κπ
τ

κ
  



Випуск 4(68) 2014 р. Серія «Технічні науки» 

 266
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де ( ) ( )2sin2cos 11111 ααα YXF += , ( ) ( )2cos2sin 11112 ααα YXF −= , 
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( ) ( )( )210 cc −+=Χ ωωω ,  ( ) ( )( )211 cc +−=Χ ωωω , 

( ) ( )[ ] 4312 pqA κκ −−+= , ( ) 2213 ccc −= . 
Умова обмеженості напружень у вершинах зон передруйнування 

( { }21,ccx −= ) зводиться до виконання системи двох нелінійних рів-
нянь: 
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При навантаженні лише на нескінченності розподіленими сталими 
напруженнями величини pq,  приймаємо в отриманому розв’язку 

ccc == 12 , bbb == 21 , =1X 031 == XY . Функція напружень та умо-
ви на довжину зон передруйнування при цьому збігаються з отрима-
ними раніше [15, 16].  
Дві зосереджені сили. Нехай зосереджені сили QQ =3  та QQ −=4  

прикладені в точках 3xx ±=  на лінії продовження підсилення. При-

ймаючи у формулах (7), (8) 0== pq , 011 == YX , ccc == 12 , 

bbb == 12 , отримуємо вираз для функції напружень 
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  (9) 

де 
( ) ( ) ( )[ +Γ−Γ= cazacbzbcbazf ,,,,,,, 113 ( ) ( )( )] ( ),,,,, 22 bacazcbzz −Γ−Γ  

( )






+−+−−+=

c

baa
a

c

cbb
bcbaf

2222

4 lnln,,

( ).2222 bacbca −

−−−+  

Система рівнянь (8) на обчислення довжини зон спрощується до 
одного 

 ( ) ( ) 0,,2 4
22

3 =−+∗ cbafcxQ sτ .  (10) 

За результатами розв’язування рівняння (10) на рис. 2 подано залеж-

ність знерозміреного навантаження ( )∗≡ saQQ τ2
~

 від параметрів 

ab≡α  і bc≡β  при фіксованій відстані до точок прикладання сил 

=≡ axx 33
~ 1,1 ( =κ 2,2). Номери біля ліній відповідають різним зна-
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ченням параметра β : 1– =β 1; 2– =β 0,95; 3– =β 0,90; 4– =β 0,85;  

5– =β 0,80; 6– =β 0,7. Збільшення ділянки розпушення за фіксованого 

рівня навантаження видовжує зону передруйнування, хоча сама ділян-
ка пластичного деформування при цьому зменшується.  
 

 
 
На рис. 3 подано залежності довжин зон передруйнування 
( ) aca −=ε від відносної відстані ax3

~  до точок прикладання сил за 

зафіксованого рівня навантаження =Q
~

0,5, номери біля ліній відпові-

дають різним довжинам ділянки розпушення ( ) aba −≡γ : 1– 510−=γ  

(ділянка розпушення практично відсутня); 2– =γ 0,05; 3– =γ 0,15;  

4– =γ 0,25. Обрив ліній обумовлений тим, що постановка задачі пе-

редбачає існування ділянки розпушення завдовжки γ . Зауважимо, що 
на відміну від задачі з однорідним напруженим станом на нескінчен-
ності розміри зон передруйнування залежать лише від міцнісних хара-
ктеристик межі поділу. 

Рис. 2. Розміри зон передруйнування 
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У випадку дуже малих ділянок розпушення ab →  ( 0→γ ) за ма-
лих навантажень і відповідно малих довжин зон передруйнування 
( 1<<ε )  

 ( ) 22
3

2

2

8 ax

aQ
ca

s
−

=−
∗τ

.   (11) 

Тобто, у першому наближенні довжина зон пропорційна квадрату 
прикладених сил, довжині підсилення та обернено пропорційна різниці 
квадратів відстаней між точками прикладання сил та вершинами під-
силення.  

Граничне навантаження Q Q∗=  за деформаційним критерієм у пер-
шому наближенні можна оцінити за формулою 

 ( ) κτδκπ ∗∗ +−= scaGxQ 2
2
3 11~2 .  (12) 

Отримані співвідношення придатні для експериментальної механі-
ки руйнування, оскільки за відомою довжиною локалізованої зони пе-
редруйнування та граничним навантаженням можна оцінити граничні 
розриви переміщень с2δ  та питому енергію відшарування для конкре-
тних композицій. 

Найбільше значення розривних зусиль досягається посередині 
включення  

 ( ) ( ) ( )cbafPP s ,,20 5max πτ ∗== ,   (13) 

де ( ) 

 +




 −−
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
 −= 222222

5 arctgarctg,, cacacbcbcbaf  

( ) ( ).5,0 222222 bacacbcba −







 −−−+−+ π  

Рис. 3. Довжина зон передруйнування для  
різних ділянок розпушення 
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Зміна довжини ділянки розпушення слабо впливає на розподіл осьових 
розривних зусиль у підсиленні і на їхні максимальні значення. На 

рис. 4 відображено залежність величини ( ) ( ) ( )aPP s
∗≡ τ200

~
 від параме-

тра навантаження при =3
~x 1,1 як розв’язок системи рівнянь (13), (10). 

Номери біля ліній відповідають тим же довжинам ділянок розпушення 
що і на рис. 3. Зі збільшенням довжини ділянки розпушення значення 
розривних зусиль дещо зменшується. Зі збільшенням навантаження та 
розвитком локалізованих зон передруйнування осьові зусилля також 
зростають. Збільшення розривних зусиль у підсиленні (із збільшенням 
навантаження) буде проходити до досягнення розривами переміщень 
граничного значення δ2c. З іншого боку, міцність підсилення на розрив 
обмежена і для того, щоб воно залишалося цілим, максимальні осьові 

зусилля maxP  не повинні перевищувати його міцності на розрив 

utPP ≤max . 

 
 

Значення граничного навантаження розриву ∗∗= QQ  визначаємо із 
розв'язку системи рівнянь 

( )
( ) .0,,2

,0,,~2 

5

4
22

3

=−

=−−
∗

∗∗∗

cbafP

 cbafcxQ

sut

s

τπ

τ
 

Таким чином, характер руйнування в композиції буде визначатися: 

з однієї сторони – міцнісними параметрами c2δ , ∗
sτ  (чи ∗∗ = scτδγτ 24 ), з 

іншого боку – міцністю підсилення utP  і при фіксованій довжині воно 
або відшаровується від матриці або розривається в залежності від того, 
яка із граничних рівностей досягається раніше. 

 

Рис. 4. Осьові зусилля у підсиленні 
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Limiting equilibrium of the composition with line strengthening in con-
ditions of plane problem is research by tension on infinity and concen-
trated forces. Localized zones of prefracture are developed along the 
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В условиях плоской задачи исследуется предельное равновесие 
пластины с подкреплением при растяжении сосредоточенными 
силами и напряжениями на бесконечности. Локализованные зоны 
предразрушения развиваются вдоль границы подкрепления от его 
торцов к центральной части. Выяснено влияние нагрузки, распре-
деление контактных напряжений, осевых усилий, характер раз-
рушения композиции. 
Ключевые слова: подкрепление, зона предразрушения, контактные 
напряжения, осевые усилия. 
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