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Музичук Ю. А. Метод граничних iнтегральних рiвнянь в крайових за-

дачах Робiна, отриманих у результатi перетворення Лагерра мiшаних задач

для еволюцiйних рiвнянь. У тривимiрних областях з лiпшицевою межею розглянуто
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довано iнтегральне зображення розв’язку. Дослiджено iснування i єдинiсть розв’язку

отриманої системи граничних iнтегральних рiвнянь.
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Вступ. Унiверсальнiсть методу граничних iнтегральних рiвнянь (ГIР) по-
лягає в тому, що вiн використовується для теоретичного дослiдження i чисельно-
го розв’язування як крайових задач для елiптичних рiвнянь, так i мiшаних задач
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для параболiчних та гiперболiчних рiвнянь. Характерною особливiстю його за-
стосування є пониження розмiрностi задачi на одиницю за рахунок переходу до
даних Кошi шуканого розв’язку, якi розглядаються лише на межi областi. Ця вла-
стивiсть методу є особливо важливою для чисельного розв’язування зовнiшнiх
крайових задач, коли область, в якiй шукають розв’язок задачi, є необмеженою.

У випадку елiптичних рiвнянь теоретичнi аспекти методу ГIР є добре дослi-
дженими i висвiтленими в лiтературi, див., наприклад, монографiї [1, 2], де також
подано широку бiблiографiю по ключових iсторичних вiхах розвитку цього ме-
тоду. Численнi iнженернi застосування методу в рiзних галузях науки та технiки
пiдтверджують його ефективнiсть [3].

У випадку мiшаних (початково-крайових) задач для еволюцiйних рiвнянь
метод ГIР також використовується як для теоретичного дослiдження, так i для
чисельного моделювання, див., наприклад, [4, 5, 6, 7]. Але специфiчна залежнiсть
ядер вiдповiдних iнтегральних операторiв вiд просторових та часової координат
ускладнює знаходження чисельного розв’язку iнтегральних рiвнянь. Тому поряд
з безпосереднiм застосуванням методiв типу Гальоркiна та колокацiї, якi добре
зарекомендували себе у стацiонарних випадках, для розв’язування мiшаних задач
розвиваються спецiалiзованi пiдходи, огляд яких можна знайти у згаданих вище
працях i наведених там посиланнях. Зазвичай це комбiнованi пiдходи, серед яких
поширеними є iнтегральнi перетворення за часовою змiнною, наприклад, Лапла-
са [4, 5, 6] чи Лагерра (ПЛ) [8, 9]. У першому випадку в просторi зображень
отримують елiптичнi крайовi задачi, чисельне розв’язування яких комбiнують зi
складними алгоритмами оберненого перетворення.

Другий пiдхiд приводить до нескiнченної трикутної системи елiптичних кра-
йових задач, а обернене перетворення полягає у пiдсумовуваннi розвинення за
простим ортогональним базисом. Основна iдея цього пiдходу полягає в поширен-
нi на нескiнченнi послiдовностi функцiй поняття поверхневих потенцiалiв iз вико-
ристанням згортки послiдовностей. Компонентами згорток є данi Кошi розв’язкiв
(слiд i нормальна похiдна ) нескiнченної системи, з одного боку, з iншого — фун-
даментальний розв’язок оператора цiєї системи та його нормальна похiдна.

Використання таких потенцiалiв дає змогу побудувати iнтегральне зображе-
ння розв’язку крайової задачi для нескiнченної трикутної системи i перейти до
послiдовностi iнтегральних рiвнянь. Вони вiдрiзняються мiж собою лише пра-
вими частинами, до яких входять розв’язки рiвнянь з попереднiми номерами, а
iнтегральний оператор лiвої частини не змiнюється. Ця обставина створює пе-
редумову для розробки ефективних алгоритмiв чисельного розв’язування iнте-
гральних рiвнянь.

Обґрунтування коректностi внутрiшнiх крайових задач у просторi зображень
i вiдповiдних ГIР виконано у працi [10], а у [11] цей пiдхiд поширено на зовнi-
шнi задачi i розглянуто ГIР першого та другого роду, якi вiдповiдають крайовiй
задачi Дiрiхле. Метою цiєї роботи є отримання i дослiдження системи ГIР для
зовнiшньої задачi Робiна з лiпшицевою межею. У першому роздiлi подано опе-
раторне формулювання крайової задачi i означення узагальненого розв’язку. У
другому роздiлi за допомогою спецiальної згортки нескiнченних послiдовностей
побудовано iнтегральне зображення узагальненого розв’язку задачi Робiна, вве-
дено вiдповiднi граничнi оператори i подано граничнi спiввiдношення для слiду i
нормальної похiдної узагальненого розв’язку. В третьому роздiлi виведено систе-
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му ГIР, для якої встановлено еквiвалентнiсть вихiднiй крайовiй задачi i доведено
iснування та єдинiсть її розв’язку.

Основнi результати.

1. Формулювання крайової задачi
Нехай Ω i Ω+ := R3 ∖Ω — вiдповiдно обмежена однозв’язна область i доповне-

ння її замикання до повного простору R3, Γ — їх спiльна межа, яка є лiпшицевою
поверхнею. Розглядатимемо нескiнченну систему рiвнянь в Ω+:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃𝑢0 = 𝑓0 ,
𝑐1,0𝑢0 + 𝑃𝑢1 = 𝑓1 ,
𝑐2,0𝑢0 + 𝑐2,1𝑢1 + 𝑃𝑢2 = 𝑓2 ,
. . . . . . . . . . .

𝑐𝑘,0𝑢0 + 𝑐𝑘,1𝑢1 + ...+ 𝑐𝑘,𝑘−1𝑢𝑘−1 + 𝑃𝑢𝑘 = 𝑓𝑘 ,
. . . . . . . . . . . . .

(1)

де 𝑢𝑖 (𝑖 ∈ N0 := N ∪ {0}) — невiдомi функцiї, 𝑓𝑖 (𝑖 ∈ N0) — заданi в Ω+ функцiї.
У формальному диференцiальному операторi другого порядку

𝑃 := −Δ+ 𝜅2

Δ позначає оператор Лапласа, а коефiцiєнт 𝜅 залежить вiд параметра 𝜎 > 0 пе-
ретворення Лагерра, за допомогою якого система (1) була отримана з деякого
еволюцiйного рiвняння [9]. Зокрема, 𝜅 =

√
𝜎, якщо це було рiвняння теплопро-

вiдностi, i 𝜅 = 𝜎 – хвильове рiвняння. Заданi сталi 𝑐𝑖,𝑗 (𝑖, 𝑗 ∈ N0) є елементами
нескiнченної трикутної матрицi, 𝑐𝑖,𝑗 = 0 при 𝑗 > 𝑖.

Нехай одиничний вектор нормалi 𝜈(𝑥) = (𝜈1(𝑥), 𝜈2(𝑥), 𝜈3(𝑥)) до Γ напрямле-
ний назовнi з областi Ω. Розглядатимемо крайову задачу для системи (1), яка
полягає у вiдшуканнi її розв’язкiв, що задовольняють на межi Γ таку умову:

(𝜕𝜈𝑢𝑘 − (𝑏𝑘,0𝑢0 + 𝑏𝑘,1𝑢1 + ...+ 𝑏𝑘,𝑘−1𝑢𝑘−1 + 𝑏𝑘,𝑘𝑢𝑘)) |Γ = 𝑔𝑘, 𝑘 ∈ N0. (2)

Тут 𝑔𝑖 (𝑖 ∈ N0) – заданi функцiї (функцiонали)на Γ, 𝑏𝑖,𝑗 ∈ 𝐿∞(Γ) (𝑖, 𝑗 ∈ N0) –

заданi функцiї на Γ, причому 𝑏𝑖,𝑗 = 0 при 𝑗 > 𝑖 > 0 та 𝑏𝑖,𝑖 > 𝑏̃𝑖 > 0, де 𝑏̃𝑖 – деякi
сталi. При 𝑘 = 0 це спiввiдношення має вигляд (𝜕𝜈𝑢0 − 𝑏0,0𝑢0) |Γ = 𝑔0 i вiдоме як
крайова умова Робiна [16]. За аналогiєю (2) також називатимемо умовою Робiна
i, вiдповiдно, задачу (1), (2) – крайовою задачею Робiна.

Зауважимо, що трикутний характер системи (1) дає змогу покроково знахо-
дити невiдомi функцiї 𝑢𝑘, 𝑘 ∈ N0. А саме, розв’язуючи 𝑘-те рiвняння (𝑘 > 1),
можна вважати, що усi розв’язки 𝑢𝑖, 0 6 𝑖 6 𝑘 − 1, вже знайденi на попереднiх
кроках i перенести їх у праву частину рiвняння. Однак такий пiдхiд нiвелює
переваги методу ГIР, оскiльки вимагатиме додаткового обрахунку об’ємних по-
тенцiалiв вiд комбiнацiї функцiй 𝑢𝑖, 0 6 𝑖 6 𝑘 − 1, знайдених на попереднiх
кроках. Метод, запропонований у [10] для розв’язування внутрiшнiх задач для
системи (1), дає змогу уникнути цього недолiку та побудувати ефективний алго-
ритм знаходження чисельного розв’язку. У працi [11] цей метод поширено також
на зовнiшню задачу Дiрiхле.

Ми використовуватимемо простiр Лебега 𝐿2(Ω
+) та простори Соболєва𝐻1(Ω+)

i 𝐻1
0 (Ω

+) скалярних дiйснозначних функцiй та спряженi з ними, вiдповiдно,
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̃︀𝐻−1(Ω+) :=
(︀
𝐻1(Ω+)

)︀′
та 𝐻−1(Ω+) :=

(︀
𝐻1

0 (Ω
+)
)︀′
. Пiд 𝒟(Ω+) та 𝒟′(Ω+) розу-

мiтимемо простори тестових функцiй та розподiлiв над ними.
Наступна бiлiнiйна форма

𝑎Ω+(𝑢, 𝑣) :=

∫︁
Ω+

[︀
∇𝑢(𝑥) · ∇𝑣(𝑥) + 𝜅2𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)

]︀
𝑑𝑥 (3)

є визначеною для довiльних функцiй 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻1(Ω+). Вiдомо (див., наприклад,
[15] та [4, 7]), що її можна розглядати як скалярний добуток у 𝐻1(Ω+), через

який можна ввести нову норму |||𝑢||| := (𝑎Ω+(𝑢, 𝑢))
1/2

, яка буде еквiвалентною
звичайнiй нормi. Очевидно, що ця форма є 𝐻1(Ω+)-елiптичною.

Також будемо розглядати у 𝐻1(Ω+) такий пiдпростiр

𝐻1(Ω+, 𝑃 ) :=
{︀
𝑢 ∈ 𝐻1(Ω+)

⃒⃒
𝑃𝑢 ∈ 𝐿2(Ω

+)
}︀
,

надiлений нормою

||𝑢||𝐻1(Ω+,𝑃 ) :=
(︁
||𝑢||2𝐻1(Ω+) + ||𝑃𝑢||2𝐿2(Ω+)

)︁1/2
.

Нехай 𝛾+0 : 𝐻1(Ω+) → 𝐻1/2(Γ) — оператор слiду та 𝛾+1 : 𝐻1(Ω+, 𝑃 ) →
𝐻−1/2(Γ) — оператор нормальної похiдної, який у випадку функцiй з 𝐻2(Ω+)
i достатньо гладкої межi Γ спiвпадає з нормальною похiдною

𝜕𝜈𝑢(𝑥) := ∇𝑢(𝑥) · 𝜈(𝑥), 𝑥 ∈ Γ.

Вiдомо ([1], Теорема 4.4), що для функцiй 𝑢 ∈ 𝐻1(Ω+, 𝑃 ) та 𝑣 ∈ 𝐻1(Ω+) справе-
длива перша формула Грiна

(𝑃𝑢, 𝑣)Ω+ = 𝑎Ω+(𝑢, 𝑣) + ⟨𝛾+1 𝑢, 𝛾
+
0 𝑣⟩Γ, (4)

де (·, ·)Ω+ та ⟨·, ·⟩Γ позначають, вiдповiдно, скалярний добуток у 𝐿2(Ω
+) та вiд-

ношення двоїстостi мiж 𝐻−1/2(Γ) та 𝐻1/2(Γ).
Нехай 𝑋 — довiльний лiнiйний простiр над полем дiйсних чисел, Z — множи-

на цiлих чисел. Пiд 𝑋∞ позначатимемо лiнiйний простiр вiдображень u : Z→ 𝑋,
де 𝑢(𝑘) = 0 при 𝑘 < 0. Для довiльного елемента u ∈ 𝑋∞ матимемо 𝑢𝑘 ≡ (u)𝑘 :=
u(𝑘), 𝑘 ∈ Z, та позначатимемо його як u := (𝑢0, 𝑢1, ..., 𝑢𝑘, ...)

⊤. Надалi називати-
мемо елементи 𝑋∞ послiдовностями.

Будемо використовувати трикутнi матричнi оператори C : R∞ → R
∞ та

B : (𝐿2(Γ))
∞ → (𝐿2(Γ))

∞
, якi дiють таким чином: (Cu)𝑘 =

𝑘∑︀
𝑙=0

𝑐𝑘,𝑙 · (u)𝑙, (Bu)𝑘 =

𝑘∑︀
𝑙=0

𝑏𝑘,𝑙 · (u)𝑙, 𝑘 ∈ N0, де 𝑐𝑘,𝑙 i 𝑏𝑘,𝑙 коефiцiєнти системи (1) та крайової умови (2).

Позначимо послiдовностi

aΩ+(u,v) := (𝑎Ω+(𝑢0, 𝑣0), 𝑎Ω+(𝑢1, 𝑣1), ...)
⊤, u,v ∈ (𝐻1(Ω+))∞,

та
(u,v)𝑋 := ((𝑢0, 𝑣0)𝑋 , (𝑢1, 𝑣1)𝑋 , ...)

⊤
, u,v ∈ (𝑋)∞,
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де 𝑋 — деякий Гiльбертiв простiр. Подiбним чином позначатимемо послiдов-
ностi на основi вiдношення двоїстостi. Наприклад, якщо u ∈ 𝐻−1/2(Γ) та v ∈
𝐻1/2(Γ), то писатимемо ⟨u,v⟩Γ := (⟨𝑢0, 𝑣0⟩Γ, ⟨𝑢1, 𝑣1⟩Γ, ...)⊤. Аналогiчно поком-
понентно будемо трактувати дiю деяких лiнiйних операторiв (функцiоналiв) на
нескiнченнi послiдовностi. Зокрема, для послiдовностi u ∈ (𝐻1(Ω+))∞ введе-
мо поняття слiду як послiдовностi слiдiв її компонентiв, тобто послiдовнiсть
𝛾+0 u := (𝛾+0 𝑢0, 𝛾

+
0 𝑢1, ...)

⊤ вважаємо слiдом послiдовностi u на поверхнi Γ. Якщо
u ∈ (𝐻1(Ω+, 𝑃 ))∞, то послiдовнiсть 𝛾+1 u := (𝛾+1 𝑢0, 𝛾

+
1 𝑢1, ...)

⊤ будемо називати
зовнiшньою нормальною похiдною послiдовностi u на межi областi.

Враховуючи попереднi означення, узагальнений розв’язок задачi Робiна для
системи (1) можна визначити так.

Означення 1. Нехай f ∈ ( ̃︀𝐻−1(Ω))∞ i g̃ ∈ (𝐻−1/2(Γ))∞. Послiдовнiсть u ∈
(𝐻1(Ω+))∞ називатимемо узагальненим розв’язком задачi Робiна (1), (2), якщо
вона задовольняє варiацiйну рiвнiсть

aΩ+(u, v) + (Cu, v)Ω+ + ⟨B𝛾+0 u, 𝛾
+
0 v⟩Γ =

= ⟨f, v⟩Ω+,1 − ⟨g̃, 𝛾+0 v⟩Γ, ∀v ∈ (𝐻1(Ω+))∞.
(5)

Тут i далi ⟨·, ·⟩Ω+,1 позначає вiдношення двоїстостi мiж просторами 𝐻̃−1(Ω+)
та 𝐻1(Ω+).

Вiдомо [11], що задача Робiна (1), (2) має єдиний узагальнений розв’язок. На
основi оператора 𝑃 задамо матричний (дiагональний) оператор P, який дiє на
послiдовнiсть u ∈ (𝐻1(Ω+))∞ за правилом: (Pu)𝑘 = 𝑃𝑢𝑘, 𝑘 ∈ N0. Тодi за умови
f ∈ (𝐿2(Ω

+))∞ можна подати таке еквiвалентне операторне формулювання задачi
Робiна [11]: для заданих послiдовностей f ∈ (𝐿2(Ω

+))∞ i g̃ ∈ (𝐻−1/2(Γ))∞ знайти
розв’язок u ∈ (𝐻1(Ω+, 𝑃 ))∞, який задовольняє операторне рiвняння

Gu = f в (𝐿2(Ω
+))∞, G := P+С, (6)

i крайову умову Робiна

𝛾+1 u−B𝛾+0 u = g̃ в (𝐻−1/2(Γ))∞. (7)

2. Основнi спiввiдношення для узагальненого розв’язку задачi
Зазначимо, що фундаментальний розв’язок оператора G є необхiдною скла-

довою частиною для побудови методу ГIР. Називатимемо послiдовнiсть ̃︀E(𝑥, 𝑦) =(︁ ̃︀𝐸0(𝑥, 𝑦), ̃︀𝐸1(𝑥, 𝑦), ...
)︁⊤

, 𝑥, 𝑦 ∈ R3, фундаментальним розв’язком оператора G,

якщо вона задовольняє рiвняння

G̃︀E = 𝛿𝑦 in
(︀
𝒟′(R3)

)︀∞
,

де 𝛿𝑦(𝑥) = ( 𝛿𝑦(𝑥), 𝛿𝑦(𝑥), ... )
⊤
та 𝛿𝑦(·) := 𝛿(· − 𝑦) — дельта-функцiя Дiрака. Пер-

ший компонент цiєї послiдовностi є фундаментальним розв’язком оператора 𝑃 :

̃︀𝐸0(𝑥, 𝑦) :=
𝑒−𝜅|𝑥−𝑦|

4𝜋|𝑥− 𝑦|
, 𝑥, 𝑦 ∈ R3. (8)
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У статтi [12] розглядаються такi розв’язки за умови виконання спiввiдношення

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑘,𝑖𝜉𝑖𝜂𝑛−𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑘,𝑖𝜂𝑖𝜉𝑛−𝑘, ∀𝑛 ∈ N, ∀𝜉,𝜂 ∈ R∞, (9)

що є характерним для систем (1), отриманих у результатi застосування пере-
творення Лагерра до рiвняння теплопровiдностi або до хвильового рiвняння [9].
Наприклад, якщо система (1) вiдповiдає хвильовому рiвнянню, то компоненти
фундаментального розв’язку оператора G є такими:

̃︀𝐸𝑖(𝑥, 𝑦) :=
𝑒−𝜅|𝑥−𝑦|

4𝜋|𝑥− 𝑦|
ℒ𝑖(𝜅|𝑥− 𝑦|), ∀𝑖 ∈ N0, 𝑥, 𝑦 ∈ R3, (10)

де ℒ𝑖 позначає многочлен Лагерра [14].
Далi для зображення розв’язкiв вихiдної нескiнченної системи будемо вико-

ристовувати спецiальну операцiю згортки послiдовностей. Нехай 𝑋, 𝑌 та 𝑍 —
довiльнi лiнiйнi простори i 𝑞 : 𝑋 × 𝑌 → 𝑍 — деяке вiдображення.

Означення 2. 𝑞-згорткою послiдовностей u ∈ 𝑋∞ та v ∈ 𝑌∞ називати-
мемо послiдовнiсть w ∈ 𝑍∞, яка визначається за правилом

w = u ∘
𝑞
v, (11)

де 𝑤𝑛 ≡ (u ∘
𝑞
v)𝑛 :=

∑︀𝑛
𝑖=0 𝑞 (𝑢𝑛−𝑖, 𝑣𝑖), якщо 𝑛 ≥ 0, та 𝑤𝑛 = 0 при 𝑛 < 0.

Для деяких вiдображень спрощуватимемо позначення 𝑞-згортки. Наприклад,
у випадку 𝑞(𝑢, 𝑣) := ⟨𝑢, 𝑣⟩Γ будемо записувати u ∘

Γ
v := u ∘

𝑞
v.

За допомогою 𝑞-згортки побудуємо послiдовностi, якi за аналогiєю з теорiєю
елiптичних рiвнянь також називатимемо потенцiалами. Для цього використаємо
послiдовнiсть E(𝑥, 𝑦) = (𝐸0(𝑥, 𝑦), 𝐸1(𝑥, 𝑦), ...)

⊤
, де

𝐸𝑖(𝑥, 𝑦) := ̃︀𝐸𝑖(𝑥, 𝑦)− ̃︀𝐸𝑖−1(𝑥, 𝑦), 𝑖 ∈ N, 𝐸0(𝑥, 𝑦) = ̃︀𝐸0(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ R3. (12)

Означення 3. Нехай 𝜆 ∈
(︀
𝐻1/2(Γ)

)︀∞
та 𝜇 ∈

(︀
𝐻−1/2(Γ)

)︀∞
. Послiдовностi

V𝜇(𝑥) := (V𝜇)(𝑥) ≡ 𝜇(·) ∘
Γ
E(𝑥− ·), 𝑥 ∈ Ω+, (13)

та

W𝜆(𝑥) := (W𝜆)(𝑥) ≡ 𝜕𝜈(·)E(𝑥− ·) ∘
Γ
𝜆(·), 𝑥 ∈ Ω+, (14)

називатимемо вiдповiдно потенцiалами простого i подвiйного шару стосовно
поверхнi Γ для оператора G.

Вiдомо ([11], лема 1), що для довiльних 𝜆 ∈
(︀
𝐻1/2(Γ)

)︀∞
та 𝜇 ∈

(︀
𝐻−1/2(Γ)

)︀∞
поверхневi потенцiали u = V𝜇 i u = W𝜆 є узагальненими розв’язками однорiд-
ного рiвняння

Gu = 0 в R3 ∖ Γ. (15)
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Подiбно до поверхневих потенцiалiв, за допомогою 𝑞-згортки можна також
визначити об’ємний потенцiал в R3 ∖Γ та використати його для отримання част-
кового розв’язку системи (1). Оскiльки його основнi властивостi дослiдженi в
[10], то далi будемо розглядати лише однорiдну систему (15).

Нехай 𝛾−0 : 𝐻1(Ω) → 𝐻1/2(Γ) — оператор слiду, а 𝛾−1 : 𝐻1(Ω, 𝑃 ) → 𝐻−1/2(Γ)
— оператор нормальної похiдної i [𝛾0𝑢] := 𝛾+0 𝑢 − 𝛾−0 𝑢, [𝛾1𝑢] := 𝛾+1 𝑢 − 𝛾−1 𝑢 — їхнi
стрибки при переходi через межу Γ. Тодi розв’язок рiвняння (15) можна виразити
через його данi Кошi [11]:

Теорема 1. Послiдовнiсть u ∈
(︀
𝐻1(R3 ∖ Γ, 𝑃 )

)︀∞
, яка задовольняє рiвняння

(15) в R3 ∖ Γ, можна подати у виглядi

u(𝑥) =W𝜆(𝑥)−V𝜇(𝑥), 𝑥 ∈ R3 ∖ Γ, (16)

де 𝜆 := [𝛾0u] та 𝜇 := [𝛾1u].

Нагадаємо основнi властивостi поверхневих потенцiалiв. Розглянемо граничнi
оператори

V : (𝐻−1/2(Γ))∞ → (𝐻1/2(Γ))∞, K′ : (𝐻−1/2(Γ))∞ → (𝐻−1/2(Γ))∞,

K : (𝐻1/2(Γ))∞ → (𝐻1/2(Γ))∞, D : (𝐻1/2(Γ))∞ → (𝐻−1/2(Γ))∞,

визначенi для довiльних послiдовностей 𝜆 ∈
(︀
𝐻1/2(Γ)

)︀∞
та 𝜇 ∈

(︀
𝐻−1/2(Γ)

)︀∞
за

допомогою 𝑞-згортки таким чином:

(V𝜇)𝑖 :=
𝑖∑︁

𝑗=0

𝑉𝑗𝜇𝑖−𝑗 , (K𝜆)𝑖 :=
𝑖∑︁

𝑗=0

𝐾𝑗𝜆𝑖−𝑗 ,

(︀
K′𝜇

)︀
𝑖
:=

𝑖∑︁
𝑗=0

𝐾 ′
𝑗𝜇𝑖−𝑗 , (D𝜆)𝑖 :=

𝑖∑︁
𝑗=0

𝐷𝑗𝜆𝑖−𝑗 , 𝑖 ∈ N0.

Компоненти цих послiдовностей визначенi так:

𝑉𝑗𝜇 := 𝛾+0 𝑉𝑗𝜇, 𝐷𝑗𝜆 := −𝛾+1 𝑊𝑗𝜆, 𝑗 ∈ N0,

𝐾 ′
0𝜇 := 𝛾+1 𝑉0𝜇− 1

2
𝜇, 𝐾 ′

𝑗𝜇 := 𝛾+1 𝑉𝑗𝜇, 𝑗 ∈ N,

𝐾0𝜆 := 𝛾+0 𝑊0𝜆+
1

2
𝜆, 𝐾𝑗𝜆 := 𝛾+0 𝑊𝑗𝜆, 𝑗 ∈ N.

Наступна теорема [11] стосується даних Кошi узагальненого розв’язку одно-
рiдного рiвняння (15):

Теорема 2. (i) Якщо пара послiдовностей (𝜆,𝜇) ∈
(︀
𝐻1/2(Γ)

)︀∞×
(︀
𝐻−1/2(Γ)

)︀∞
є даними Кошi деякого узагальненого розв’язку рiвняння (15), то вона задоволь-
няє рiвняння (︂

1

2
I−K

)︂
𝜆+V𝜇 = 0 у (𝐻1/2(Γ))∞ (17)

та

D𝜆 +

(︂
1

2
I+K′

)︂
𝜇 = 0 у (𝐻−1/2(Γ))∞. (18)
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(ii) Якщо пара послiдовностей (𝜆,𝜇) ∈
(︀
𝐻1/2(Γ)

)︀∞ ×
(︀
𝐻−1/2(Γ)

)︀∞
задовольняє

одне з двох рiвнянь (17) чи (18), то вона задовольняє i друге та є даними Кошi
деякого узагальненого розв’язку рiвняння (15).

3. Граничнi iнтегральнi рiвняння
Теорема 2 обґрунтовує перехiд вiд крайових задач в областi Ω+ до ГIР на

межi Γ стосовно невiдомих даних Кошi узагальненого розв’язку. Оскiльки у кра-
йових умовах Дiрiхле i Неймана в явному виглядi присутнi слiд або нормальна
похiдна розв’язку вiдповiдних задач, то для знаходження невiдомих даних мо-
жна отримати ГIР першого або другого роду, використавши одне iз спiввiдношень
(17) чи (18). Такi рiвняння дослiдженi в [10, 11]. У випадку задачi Робiна (1), (2)
жодна з частин даних Кошi розв’язку не є заданою окремо, а натомiсть вони
взаємопов’язанi крайовою умовою (2). Визначимо з неї нормальну похiдну 𝜇 i
пiдставимо її у (18). Тодi вiд рiвностей (17) i (18) прийдемо до такої системи ГIР⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

V𝜇+

(︂
1

2
I−K

)︂
𝜆 = 0 в (𝐻1/2(Γ))∞,(︂

−1

2
I+K′

)︂
𝜇+ (B+D)𝜆 = −g̃ в (𝐻−1/2(Γ))∞.

(19)

Теорема 3. Слiд i нормальна похiдна узагальненого розв’язку u ∈ (𝐻1(Ω, 𝑃 ))∞

задачi Робiна (1), (2) задовольняють систему граничних рiвнянь (19). Навпаки,
якщо пара послiдовностей (𝜆,𝜇) є розв’язком системи граничних рiвнянь (19),
то функцiя, побудована за формулою (16), є узагальненим розв’язком задачi Ро-
бiна (1), (2).

Доведення. Нехай послiдовнiсть u є узагальненим розв’язком крайової за-
дачi (1), (2). Оскiльки u ∈ (𝐻1(Ω, 𝑃 ))∞, то за теоремою про слiди i лемою 3.2 [13]
iснують слiд i нормальна похiдна кожного компонента цiєї послiдовностi, тобто
iснує пара послiдовностей 𝛾0u =: 𝜆 ∈ (𝐻1/2(Γ))∞ i 𝛾1u =: 𝜇 ∈ (𝐻−1/2(Γ))∞. Згi-
дно з теоремою 2 ця пара послiдовностей задовольняє рiвнiсть (17) (яка також
є першим рiвнянням системи (19)), а також рiвнiсть (18). Як данi Кошi уза-
гальненого розв’язку, ця пара також задовольняє крайову умову (2). Якщо з (2)
визначити нормальну похiдну розв’язку через його слiд i пiдставити її в рiвнiсть
(18), то отримаємо друге рiвняння системи (19).

Нехай тепер пара послiдовностей (𝜆,𝜇) ∈ (𝐻1/2(Γ))∞×(𝐻−1/2(Γ))∞ є розв’яз-
ком системи граничних рiвнянь (19). Оскiльки цi послiдовностi задовольняють
рiвнiсть (17), то згiдно з теоремою 2 вони задовольняють i (18), а також є даними
Кошi узагальненого розв’язку рiвняння (15) (тобто системи (1)). Легко бачити,
що якщо з рiвностi (18) визначити

D𝜆 = −1

2
𝜇−K′𝜇

i пiдставити цей вираз у друге рiвняння системи (19), то отримаємо рiвнiсть

−𝜇+B𝜆 = −g̃ в (𝐻−1/2(Γ))∞,

яка є записом крайової умови (2) через пару послiдовностей (𝜆,𝜇).
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Введемо гiльбертiв простiр ℋ(Γ) := 𝐻−1/2(Γ)×𝐻1/2(Γ), елементами якого є
пари 𝜑 := (𝜇, 𝜆)⊤, 𝜇∈𝐻−1/2(Γ), 𝜆∈𝐻1/2(Γ), зi скалярним добутком (𝜑1, 𝜑2)ℋ(Γ) :=

(𝜇1, 𝜇2)𝐻−1/2(Γ)+(𝜆1, 𝜆2)𝐻1/2(Γ) та нормою ||𝜑||ℋ(Γ) := (𝜑, 𝜑)
1/2
ℋ(Γ) , а також простiр

ℋ*(Γ) := 𝐻1/2(Γ)×𝐻−1/2(Γ). Розглядатимемо такi матричнi оператори

𝐴0 =

⎛⎜⎝ 𝑉0 (
1

2
𝐼 −𝐾0)

(−1

2
𝐼 +𝐾 ′

0) (𝑏0,0𝐼 +𝐷0)

⎞⎟⎠ , 𝐴𝑗 =

(︂
𝑉𝑗 −𝐾𝑗

𝐾 ′
𝑗 (𝐵𝑗 +𝐷𝑗)

)︂
, 𝑗 ∈ N0. (20)

Тодi лiву частину системи (19) можна трактувати як дiю оператораA : (ℋ(Γ))∞→
(ℋ*(Γ))∞ на довiльну послiдовнiсть 𝜑 ∈ (ℋ(Γ))∞ за правилом

(A𝜑)𝑘 :=
𝑘∑︁

𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖𝜑𝑖, 𝑘 ∈ N0. (21)

Лема 1. Оператор A : (ℋ(Γ))∞ → (ℋ*(Γ))∞ є бiєктивним.

Доведення. Спочатку покажемо iн’єктивнiсть оператора А , що еквiвалент-
но iснуванню лише тривiального розв’язку для однорiдного рiвняння

A𝜑 = 0, 𝜑 ∈ (ℋ(Γ))
∞
. (22)

Якщо перейти до покомпонентного запису, то стосовно компонента 𝜑0 матимемо
рiвняння

𝐴0𝜑0 = 0, 𝜑0 ∈ ℋ(Γ). (23)

Дослiдимо оператор 𝐴0 : ℋ(Γ) → ℋ*(Γ). Якщо взяти до уваги елiптичнiсть опе-
раторiв 𝑉0 i 𝐷0, а також спряженiсть 𝐾 ′

0 i 𝐾0, то ∀𝜑 = (𝜇, 𝜆)⊤ ∈ ℋ(Γ) матимемо
таку оцiнку

⟨𝐴0𝜑, 𝜑⟩ℋ*(Γ)×ℋ(Γ) =

⟨
𝐴0

(︂
𝜇
𝜆

)︂
,

(︂
𝜇
𝜆

)︂⟩
ℋ*(Γ)×ℋ(Γ)

=

= ⟨𝑉0𝜇, 𝜇⟩Γ +

⟨(︂
1

2
𝐼 −𝐾0

)︂
𝜆, 𝜇

⟩
Γ

+

⟨(︂
−1

2
𝐼 +𝐾 ′

0

)︂
𝜇, 𝜆

⟩
Γ

+⟨(𝑏0,0𝐼 +𝐷0)𝜆, 𝜆⟩Γ >

> 𝑐𝑉 ||𝜇||2𝐻−1/2(Γ) + 𝑐𝐷||𝜆||2𝐻1/2(Γ) + 𝑏0,0⟨𝜆, 𝜆⟩Γ >

> 𝑐
(︁
||𝜇||2𝐻−1/2(Γ) + ||𝜆||2𝐻1/2(Γ)

)︁
= 𝑐||𝜑||2ℋ(Γ),

(24)
де 𝑐𝑉 , 𝑐𝐷, 𝑐 > 0 — деякi сталi. Отже, цей оператор є ℋ(Γ)-елiптичним, тому рiв-
няння (23) має лише нульовий розв’язок 𝜑0 = 0. Тодi для компонента 𝜑1 з (22)
отримаємо те ж саме рiвняння 𝐴0𝜑1 = 0, 𝜑1 ∈ ℋ(Γ), звiдки 𝜑1 = 0. Якщо повто-
рювати такi кроки далi, то кожного разу матимемо те ж саме граничне рiвняння
з тривiальним розв’язком. Отже, рiвняння (22) має лише тривiальний розв’язок
𝜑 = 0, тобто оператор A — iн’єктивний.

Доведемо тепер сюр’єктивнiсть оператора A. Нехай 𝜓 ∈ (ℋ*(Γ))
∞
— задана

послiдовнiсть. Розглянемо граничне рiвняння

A𝜑 = 𝜓 в (ℋ*(Γ))
∞
. (25)
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Зокрема, для компонента 𝜑0 маємо таке матричне рiвняння

𝐴0𝜑0 = 𝜓0 в ℋ*(Γ). (26)

Оскiльки оператор 𝐴0 єℋ(Γ)-елiптичним i неперервним (всi його елементи-опера-
тори обмеженi), то з леми Лакса–Мiльграма випливає iснування та єдинiсть роз-
в’язку 𝜑0 ∈ ℋ(Γ) рiвняння (26).

Пiсля знаходження 𝜑0 його можна перенести у праву частину граничного
рiвняння, яке отримаємо з (25) вiдносно вектора 𝜑1. Тодi в лiвiй частинi цього
рiвняння з невiдомих залишиться лише один компонент 𝜑1. Якщо вважати, що
для довiльного значення 𝑘 ∈ N вже розв’язанi рiвняння з iндексами 0 6 𝑖 6 𝑘−1,
то у рiвняннi з iндексом 𝑘 завжди можна виокремити i залишити у лiвiй частинi
вираз, до якого входить лише невiдомий компонент 𝜑𝑘, а решту перенести у праву
частину:

𝐴0𝜑𝑘 = 𝜓𝑘 −
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖𝜑𝑖 в ℋ*(Γ). (27)

Отримане рiвняння вiдрiзняється вiд (26) лише правою частиною

𝜓𝑘 := 𝜓𝑘 −
𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑘−𝑖𝜑𝑖, (28)

до якої входять також компоненти 𝜑𝑖, 0 6 𝑖 6 𝑘 − 1, – розв’язки попереднiх
рiвнянь. Легко бачити, що 𝜓𝑘 ∈ ℋ*(Γ). Тодi, за аналогiєю до рiвняння (26), на
кожному кроцi iснуватиме єдиний розв’язок 𝜑𝑘 ∈ ℋ(Γ) рiвняння (27). Отже, для
довiльної послiдовностi 𝜓 ∈ (ℋ*(Γ))

∞
iснує розв’язок 𝜑 ∈ (ℋ(Γ))

∞
рiвняння (25),

тобто оператор A — сюр’єктивний.

Теорема 4. Для довiльної послiдовностi g̃ ∈ (𝐻−1/2(Γ))∞ система гранич-
них рiвнянь (19) має єдиний розв’язок (𝜇0, 𝜆0, 𝜇1, 𝜆1, ...)

⊤ ∈ (ℋ(Γ))
∞
.

Доведення. Твердження теореми справджується на пiдставi попередньої ле-
ми, якщо в рiвняннi (25) покласти

𝜓 := (0,−𝑔0, 0,−𝑔1, ...)⊤ ∈ (ℋ*(Γ))
∞
. (29)

Висновки. Як виявилося при доведеннi попередньої леми, систему гра-
ничних рiвнянь (19) можна подати у виглядi послiдовностi матричних рiвнянь
(27). Подiбно до послiдовностей ГIР, еквiвалентних задачам Дiрiхле та Нейма-
на, в отриманiй послiдовностi оператор у лiвiй частинi залишається незмiнним
для довiльного значення iндексу 𝑘 ∈ N0, а права частина рекурентно залежить
вiд розв’язкiв зi значеннями iндексу 0 6 𝑖 6 𝑘 − 1. Зазначимо, що ця обстави-
на є наслiдком використання q-згортки для iнтегрального зображення розв’язку.
Вона створює передумови для ефективної чисельної реалiзацiї запропонованого
пiдходу.

Отож, розв’язуючи систему ГIР (25), можна за формулою (16) послiдовно
знаходити компоненти узагальненого розв’язку задачi (1), (2). Використовую-
чи їх як коефiцiєнти розвинення по ортогональних функцiях Лагерра, можна
знаходити чисельний розв’язок вiдповiдних мiшаних задач для еволюцiйних рiв-
нянь [9].
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