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Романова Т. О., Таiрова М. С. Зворотний метод практичної стабiлiзацiї
дискретних лiнiйних систем. У статтi розглянуто питання практичної стабiлiзацiї
дискретних систем керування. Введено поняття множин потенцiйної слабкої стiйкостi
для дискретних включень. Запропоновано зворотний метод стабiлiзацiї дискретних лi-
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Romanova T. O., Tairova M. S. Reverse practical stabilization method for

discrete linear systems. In the article the question of practical stabilization of discrete

control systems is considered. The concept of potentially weakly stable sets for discrete inclu-

sions is introduced. The reverse stabilization method for discrete linear systems is presented.
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Вступ. Значна кiлькiсть процесiв може бути описана за допомогою дис-
кретних систем i включень. Вони використовуються для опису моделей популя-
цiй [6], при побудовi моделi бiзнес-циклiв та росту в економiцi [7] та для опису
бiологiчних, економiчних, технiчних та iнших процесiв.

Актуальним наразi є питання практичної стiйкостi дискретних систем i вклю-
чень. Практична стiйкiсть розглядає поведiнку систем i включень на деякому фi-
ксованому часовому iнтервалi. Сильна практична стiйкiсть пов’язана з питанням,
чи задовольняють усi розв’язки з певними початковими умовами деяким обме-
женням на фiксованому промiжку часу, тодi як слабка стiйкiсть характеризує
лише iснування таких розв’язкiв для початкових умов. Практична стабiлiзацiя
полягає у пошуку таких розв’язкiв у випадку систем i включень з керуваннями.
Вищенаведенi питання розглянутi, зокрема, в [3–5].

У данiй статтi розвинуто iдеї, викладенi в цих джерелах, а саме розглянуто
альтернативний, зворотний метод практичної стабiлiзацiї дискретних систем, а
також зворотний метод побудови множини слабкої практичної стiйкостi дискре-
тного включення.

В статтi будемо використовувати такi позначення: R𝑛 – евклiдовий 𝑛-вимiрний
простiр; ‖·‖ – евклiдова норма; ⟨·, ·⟩ – скалярний добуток, що породжує евклiдо-
ву норму в R𝑛; 𝑐𝑜𝑛𝑣 (R𝑛) – множина всiх непорожнiх опуклих компактiв з R𝑛;

c○Романова Т. О., Таiрова М. С., 2015



60 Романова Т. О., Таiрова М. С.

𝑖𝑛𝑡𝐴 – сукупнiсть внутрiшнiх точок множини 𝐴 ⊂ R𝑛; 𝜕𝐴 – границя множи-
ни 𝐴 ⊂ R𝑛; 𝑐(𝐴,𝜓) = sup

𝑎∈𝐴
⟨𝑎, 𝜓⟩, 𝜓 ∈ R𝑛 – опорна функцiя множини 𝐴 ⊂ R𝑛;

𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ = 1} – одинична сфера з R𝑛; 𝑆𝑟(𝑎) = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥 − 𝑎‖ 6 𝑟} –
замкнена куля радiусу 𝑟 з центром в точцi 𝑎 ∈ R𝑛; 𝐹+𝐺 = {𝑓+𝑔 : 𝑓 ∈ 𝐹, 𝑔 ∈ 𝐺} –
сума компактних множин 𝐹,𝐺; 𝜆𝐹 = {𝜆𝑓 : 𝑓 ∈ 𝐹} – добуток множини 𝐹 i числа
𝜆 ∈ R; 𝐴𝐹 = {𝐴𝑓 : 𝑓 ∈ 𝐹} – образ множини 𝐹 при лiнiйному перетвореннi, що
задане матрицею 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛; 𝑐𝑜𝑓 – обопуклення функцiї 𝑓 : R𝑛 → R.

Основнi результати
1. Лiнiйне дискретне включення. Розглядатимемо лiнiйне дискретне вклю-

чення:
𝑥(𝑘 + 1) ∈ 𝐴𝑘𝑥(𝑘) + 𝑈(𝑘), (1)

де 𝑥 ∈ R𝑛, 𝐴𝑘 – невироджена матриця розмiрностi 𝑛 × 𝑛, 𝑈(𝑘) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) –
множини керувань, 0 ∈ 𝑈(𝑘), 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1, 𝑈 = 𝑈(0)×𝑈(1)× ...×𝑈(𝑁 − 1);
Φ(𝑘) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) – множини фазових обмежень, 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑁 , 0 ∈ Φ(0).

Означення 1. [3] Розв’язком дискретного включення (1) називається така
функцiя 𝑥 : {0, 1, ..., 𝑁} → R𝑛, що точка 𝑥(𝑘 + 1) належить множинi 𝐴𝑘𝑥(𝑘)+
+𝑈(𝑘) для всiх 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1.

Розв’язок задачi Кошi (1) з початковою умовою 𝑥(0) = 𝑥0 позначається
𝑥(𝑘, 𝑥0), 𝑘 = 0, 𝑁 . Далi пiд розв’язком 𝑥(𝑘, 𝑥0) дискретного включення (1) бу-
демо розумiти розв’язок вiдповiдної задачi Кошi.

Означення 2. [3] Нульовий розв’язок дискретного включення (1) назива-
ється слабко {𝐼0,Φ(𝑘), 0, 𝑁}-стiйким, якщо для будь-якого початкового значе-
ння 𝑥0 ∈ 𝐼0 i будь-якого розв’язка 𝑥(𝑘, 𝑥0), 𝑘 = 0, 𝑁 включення виконується
𝑥(𝑘, 𝑥0) ∈ Φ(𝑘) для всiх 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑁 .

Означення 3. [4] Максимальною множиною слабкої практичної стiйкостi
𝐼* включення (1) є множина, що складається з усiх точок 𝑥0 ∈ Φ(0) таких, що
iснує розв’язок 𝑥(𝑘, 𝑥0), 𝑘 = 0, 𝑁 включення, для якого виконується 𝑥(𝑘, 𝑥0) ∈
Φ(𝑘) для всiх 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑁 .

Для будь-якого розв’язку 𝑥(𝑘, 𝑥0), 𝑘 = 0, 𝑁 включення (1) iснує таке керуван-
ня 𝑢(𝑘), 𝑘 = 0, 𝑁 − 1 ∈ 𝑈 , що для кожного моменту 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑁 −1 виконується
спiввiдношення

𝑥(𝑘 + 1, 𝑥0) = 𝐴𝑘𝑥(𝑘, 𝑥0) + 𝑢(𝑘). (2)

1.1. Властивостi множини керованостi лiнiйного дискретного вклю-
чення.

Означення 4. Множина 𝑌 (𝑖, 𝐼,𝑀𝐼) ⊆ R𝑛, де 𝑖 6 𝐼, 𝑀𝐼 ⊆ R𝑛, називається
множиною керованостi включення (1), якщо вона складається з точок 𝑦 ∈ R𝑛,
для яких iснує такий розв’язок 𝑥(𝑘, 𝑥0), 𝑘 = 0, 𝑁 включення, що 𝑥(𝑖, 𝑥0) = 𝑦 i
𝑥(𝐼, 𝑥0) ∈𝑀𝐼 .

Будемо розглядати такi множини керованостi, що 𝑖 ∈ {0, 1, ..., 𝑁−1}, 𝐼 = 𝑖+ 1,
тобто керованiсть для послiдовних моментiв. Позначатимемо через 𝑌𝑖(𝑀𝑖+1) мно-
жини 𝑌 (𝑖, 𝑖+ 1,𝑀𝑖+1), де 𝑖 ∈ {0, 1, ..., 𝑁 − 1}.
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Знайдемо формулу для множини керованостi у випадку включення (1). Нехай
𝑥𝑖+1 – довiльна точка множини 𝑀𝑖+1. Пiдставимо 𝑥𝑖+1 у (2):

𝑥𝑖+1 = 𝐴𝑖𝑥𝑖 + 𝑢𝑖, 𝑢𝑖 ∈ 𝑈(𝑖).

Звiдси
𝑥𝑖 = 𝐴−1

𝑖 (𝑥𝑖+1 − 𝑢𝑖), 𝑢𝑖 ∈ 𝑈(𝑖). (3)

Застосування оберненої матрицi 𝐴−1
𝑖 є коректним, оскiльки за постановкою

включення (1) матриця 𝐴𝑖 – невироджена.
Таким чином, для всiх точок 𝑥𝑖 ∈ 𝑌𝑖(𝑀𝑖+1) виконується спiввiдношення (3).

З означень суми множин, добутку множини та числа i образу множини при лi-
нiйному перетвореннi випливає спiввiдношення

𝑌𝑖(𝑀𝑖+1) = 𝐴−1
𝑖 𝑀𝑖+1 + (−1)𝐴−1

𝑖 𝑈(𝑖). (4)

Нехай 𝑖 ∈ {0, ..., 𝑁 − 1} – фiксований номер кроку, 𝑀𝑖+1 ⊆ R𝑛 – множина
значень на (𝑖 + 1)-му кроцi. Розглянемо деякi властивостi множини керованостi
включення (1).

Лема 1. Нехай множина 𝑀𝑖+1 – опукла. Тодi множина керованостi 𝑌𝑖(𝑀𝑖+1)
включення (1) є також опуклою.

Доведення. Нехай 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌𝑖(𝑀𝑖+1).
Тодi, за формулою (4), iснують такi 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑈(𝑖), i такi 𝑥1, 𝑥2 ∈𝑀𝑖+1, що

𝑦1 = 𝐴−1
𝑖 𝑥1 + (−1)𝐴−1

𝑖 𝑢1,
𝑦2 = 𝐴−1

𝑖 𝑥2 + (−1)𝐴−1
𝑖 𝑢2.

Розглянемо опуклу комбiнацiю точок 𝑦1, 𝑦2 : 𝑦 = 𝜆𝑦1 + (1 − 𝜆)𝑦2, 𝜆 ∈ [0, 1].
Для неї виконується:

𝑦 = 𝜆𝑦1 + (1− 𝜆)𝑦2 =
= 𝜆𝐴−1

𝑖 𝑥1 + (−1)𝜆𝐴−1
𝑖 𝑢1 + (1− 𝜆)𝐴−1

𝑖 𝑥2 + (−1)(1− 𝜆)𝐴−1
𝑖 𝑢2 =

= 𝐴−1
𝑖 (𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2) + (−1)𝐴−1

𝑖 (𝜆𝑢1 + (1− 𝜆)𝑢2).

Оскiльки множина 𝑈(𝑖) – опукла, iснує таке управлiння 𝑢 ∈ 𝑈(𝑖), що 𝑢 =
= 𝜆𝑢1 + (1− 𝜆)𝑢2. Аналогiчно, iснує 𝑥 ∈𝑀𝑖+1, 𝑥 = 𝜆𝑥1 + (1− 𝜆)𝑥2. Тодi

𝑦 = 𝐴−1
𝑖 𝑥+ (−1)𝐴−1

𝑖 𝑢.

З цього випливає, що 𝑦 = 𝜆𝑦1 + (1− 𝜆)𝑦2 ∈ 𝑌𝑖(𝑀𝑖+1), де 𝜆 ∈ [0, 1] – довiльне,
𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌𝑖(𝑀𝑖+1) – довiльнi.

За означенням опуклої множини, 𝑌𝑖(𝑀𝑖+1) – опукла. Лему 1 доведено.

Лема 2. Нехай 0 ∈ 𝑀𝑖+1. Тодi для множини керованостi виконується 0 ∈
𝑌𝑖(𝑀𝑖+1).

Доведення. Виберемо 𝑢𝑖 = 0 ∈ 𝑈(𝑖) – з постановки (1).
Тодi, за формулою (5), 𝐴−1

𝑖 · 0+ (−1)𝐴−1
𝑖 · 0 = 0 ∈ 𝑌𝑖(𝑀𝑖+1). Лему 2 доведено.
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Лема 3. Нехай множина 𝑀𝑖+1 – симетрична вiдносно 0. Тодi множина
керованостi 𝑌𝑖(𝑀𝑖+1) – також симетрична вiдносно 0.

Доведення. Нехай 𝑦 ∈ 𝑌𝑖(𝑀𝑖+1).
За формулою (5), iснують такi 𝑥 ∈𝑀𝑖+1, 𝑢 ∈ 𝑈(𝑖), що 𝑦 = 𝐴−1

𝑖 𝑥++(−1)𝐴−1
𝑖 𝑢.

Тодi (−𝑦) = −𝐴−1
𝑖 𝑥+ (−1)(−1)𝐴−1

𝑖 𝑢 = 𝐴−1
𝑖 (−𝑥) + (−1)𝐴−1

𝑖 (−𝑢).
З симетричностi 𝑀𝑖+1, −𝑥 ∈𝑀𝑖+1; з симетричностi 𝑈(𝑖), −𝑢 ∈ 𝑈(𝑖).
Отже, (−𝑦) ∈ 𝑌𝑖(𝑀𝑖+1). Лему 3 доведено.

1.2. Множини потенцiйної слабкої стiйкостi лiнiйного дискретного
включення.

Означення 5. Множиною потенцiйної слабкої практичної стiйкостi вклю-
чення (1) для 𝑖-го кроку, де 𝑖 ∈ {0, ..., 𝑁 − 1}, будемо називати множину, яка
складається з усiх точок 𝑦𝑖 таких, що 𝑦𝑖 ∈ Φ(𝑖), а також iснує розв’язок
𝑥(𝑘, 𝑦𝑖), 𝑘 = 𝑖,𝑁 включення вигляду

𝑥(𝑘 + 1) ∈ 𝐴𝑘𝑥(𝑘) + 𝑈(𝑘), 𝑘 = 𝑖, 𝑖+ 1, ..., 𝑁 − 1, (5)

для якого виконується 𝑥(𝑘, 𝑦𝑖) ∈ Φ(𝑘) для усiх 𝑘 = 𝑖, 𝑖+ 1, ..., 𝑁 .

Будемо позначати таку множину 𝑌𝑖.
Мають мiсце наступнi твердження:

Теорема 1. Нехай 𝑌𝑖, 𝑌𝑖+1 – потенцiйно стiйкi множини вiдповiдно для 𝑖-го
та (𝑖+1)-го крокiв включення (1), 𝑖 ∈ {0, ..., 𝑁−1}. Тодi має мiсце спiввiдношен-
ня

𝑌𝑖 ⊆ Φ(𝑖) ∩ 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1), (6)

де Φ(𝑖) – множина фазових обмежень для кроку 𝑖, 𝑌𝑖 – множина керованостi
включення (1) на 𝑖-му кроцi.

Доведення. Необхiдно довести, що для довiльної точки 𝑦𝑖 ∈ 𝑌𝑖 виконуються
твердження

𝑦𝑖 ∈ Φ(𝑖) i 𝑦𝑖 ∈ 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1). (7)

Перша частина (7) випливає з означення множини 𝑌𝑖.
Доведемо другу частину твердження.
За означенням множини 𝑌𝑖, для 𝑦𝑖 ∈ 𝑌𝑖 iснує розв’язок 𝑥(𝑘, 𝑦𝑖), 𝑘 = 𝑖,𝑁

включення (5), для якого 𝑥(𝑘, 𝑦𝑖) ∈ Φ(𝑘) для усiх 𝑘 = 𝑖, 𝑖+ 1, ..., 𝑁 .
Нехай 𝑦𝑖+1 = 𝑥(𝑖+ 1, 𝑦𝑖) – значення цього розв’язку на (𝑖+ 1)-му кроцi.
Розглянемо усi точки розв’язку 𝑥(𝑘, 𝑦𝑖), 𝑘 = 𝑖,𝑁 , крiм 𝑥(𝑖, 𝑦𝑖), тобто пiдмно-

жину вигляду
𝑥(𝑘, 𝑦𝑖+1) = 𝑥(𝑘, 𝑦𝑖), 𝑘 = 𝑖+ 1, 𝑁.

Для цiєї пiдмножини розв’язку будуть виконуватися спiввiдношення:
𝑥(𝑘, 𝑦𝑖+1) ∈ Φ(𝑘) для усiх 𝑘 = 𝑖+ 1, ..., 𝑁 , а також

𝑥(𝑘 + 1, 𝑦𝑖+1) ∈ 𝐴𝑘𝑥(𝑘, 𝑦𝑖+1) + 𝑈(𝑘), 𝑘 = 𝑖+ 1, ..., 𝑁 − 1. (8)

З цього випливає, що 𝑥(𝑘, 𝑦𝑖+1), 𝑘 = 𝑖+ 1, 𝑁 – слабко стiйкий розв’язок вклю-
чення

𝑥(𝑘 + 1) ∈ 𝐴𝑘𝑥(𝑘) + 𝑈(𝑘), 𝑘 = 𝑖+ 1, ..., 𝑁 − 1. (9)
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З включення (9) та означення 5 випливає, що 𝑦𝑖+1 ∈ 𝑌𝑖+1.
Оскiльки 𝑦𝑖 = 𝑥(𝑖, 𝑦𝑖), а 𝑦𝑖+1 = 𝑥(𝑖 + 1, 𝑦𝑖), 𝑦𝑖 i 𝑦𝑖+1 належать до одного

розв’язку включення (5). З даного факту, а також означення 4, отримаємо, що
𝑦𝑖 ∈ 𝑌𝑖({𝑦𝑖+1}).

Оскiльки 𝑦𝑖+1 ∈ 𝑌𝑖+1, маємо 𝑦𝑖 ∈ 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1).
Таким чином, другу частину твердження (7) доведено, а в силу довiльностi

точки 𝑦𝑖 ∈ 𝑌𝑖 — отримано справедливiсть (6). Теорему доведено.

Теорема 2. Нехай 𝑌𝑖, 𝑌𝑖+1 – потенцiйно стiйкi множини вiдповiдно для 𝑖-го
i (𝑖+ 1)-го крокiв включення (1), 𝑖 ∈ {0, ..., 𝑁 − 1}. Тодi виконується

𝑌𝑖 ⊇ Φ(𝑖) ∩ 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1), (10)

де Φ(𝑖) – множина фазових обмежень для кроку 𝑖, 𝑌𝑖 – множина керованостi
включення (1) на 𝑖-му кроцi.

Доведення. Розглянемо довiльну точку 𝑦𝑖 ∈ Φ(𝑖) ∩ 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1). Маємо:

𝑦𝑖 ∈ Φ(𝑖); (11)

𝑦𝑖 ∈ 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1), тому

∃ 𝑦𝑖+1 ∈ 𝑌𝑖+1 : 𝑦𝑖+1 ∈ 𝐴𝑖𝑦𝑖 + 𝑈(𝑖); (12)

𝑦𝑖+1 ∈ 𝑌𝑖+1, тому ∃𝑥(𝑘, 𝑦𝑖+1), 𝑘 = 𝑖+ 1, 𝑁 – розв’язок включення (9), тобто вико-
нується:

𝑥(𝑘 + 1, 𝑦𝑖+1) ∈ 𝐴𝑘𝑥(𝑘, 𝑦𝑖+1) + 𝑈(𝑘), 𝑘 = 𝑖+ 1, ..., 𝑁 − 1, (13)

а також
𝑥(𝑘, 𝑦𝑖+1) ∈ Φ(𝑘), 𝑘 = 𝑖+ 1, ..., 𝑁. (14)

Об’єднавши твердження (11)–(14), отримаємо, що для розв’язку

𝑥(𝑘, 𝑦𝑖) =

{︂
𝑦𝑖, 𝑘 = 𝑖,
𝑥(𝑘, 𝑦𝑖+1), 𝑘 = 𝑖+ 1, ..., 𝑁

виконуються всi умови означення слабко стiйкого розв’язку включення (5), а
значить, 𝑦𝑖 ∈ 𝑌𝑖. Враховуючи довiльнiсть 𝑦𝑖, теорему доведено.

З теорем 1 i 2 випливає рiвнiсть

𝑌𝑘 = Φ(𝑘) ∩ 𝑌𝑘(𝑌𝑘+1),

де 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝑁 − 1}.
Знайдемо вигляд множини 𝑌𝑁 . З означення множини 𝑌𝑖, для останнього, 𝑁 -

го кроку множина 𝑌𝑁 буде спiвпадати з фазовою множиною Φ(𝑁).
Об’єднавши отриманi результати, можливо записати рекурентну формулу

для множин потенцiйної слабкої стiйкостi дискретного включення (1):

𝑌𝑘 =

{︂
Φ(𝑁), 𝑘 = 𝑁,

Φ(𝑘) ∩ 𝑌𝑘(𝑌𝑘+1), 𝑘 = 0, ..., 𝑁 − 1.
(15)

1.3. Властивостi множини потенцiйної слабкої стiйкостi лiнiйного
дискретного включення.
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Лема 4. Множина потенцiйної слабкої стiйкостi 𝑌𝑖 на кроцi 𝑖 ∈ {0, ..., 𝑁}
– опукла.

Доведення. Скористаємося методом iндукцiї.
Якщо 𝑖 = 𝑁 , маємо: 𝑌𝑖 = 𝑌𝑁 = Φ(𝑁), Φ(𝑁) – опукла за умовами (1).
Нехай 𝑖 ∈ {0, ..., 𝑁 − 1}, 𝑌𝑖+1 – опукла.
Тодi 𝑌𝑖 = Φ(𝑖) ∩ 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1) .
Φ(𝑖) опукла за постановкою задачi (1), 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1) – опукла з властивостi мно-

жини керованостi (лема 1). Тодi 𝑌𝑖 – опукла як перетин двох опуклих множин.
Лему доведено.

Лема 5. Для потенцiйно слабко стiйкої множини 𝑌𝑖, де 𝑖 ∈ {0, ..., 𝑁}, ви-
конується 0 ∈ 𝑌𝑖.

Доведення. Застосуємо метод iндукцiї.
Якщо 𝑖 = 𝑁 , маємо: 𝑌𝑖 = 𝑌𝑁 = Φ(𝑁). 0 ∈ Φ(𝑁) за умовами (1). Звiдси 0 ∈ 𝑌𝑖.
Тепер, нехай 𝑖 ∈ {0, ..., 𝑁 − 1} i 0 ∈ 𝑌𝑖+1. За формулою (16), 0 ∈ 𝑌𝑖 тодi i

тiльки тодi, коли 0 ∈ Φ(𝑖) i 0 ∈ 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1). Оскiльки 0 ∈ Φ(𝑖) за постановкою задачi
(1), а 0 ∈ 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1) за властивiстю множини керованостi (лемою 2), 0 ∈ 𝑌𝑖. Лему
доведено.

Лема 6. Нехай Φ(𝑘), 𝑘 = 0, ..., 𝑁 та 𝑈(𝑘), 𝑘 = 0, ..., 𝑁 − 1 – симетричнi
вiдносно 0.

Тодi потенцiйно слабко стiйкi множини 𝑌𝑖, 𝑖 = 0, ..., 𝑁 – симетричнi вiдно-
сно 0.

Доведення. Проведемо доведення за iндукцiєю.
Якщо 𝑖 = 𝑁 , маємо: 𝑌𝑖 = 𝑌𝑁 = Φ(𝑁). Φ(𝑁) – симетрична вiдносно 0 за

умовами леми. Тому 𝑌𝑁 – також симетрична вiдносно 0.
Тепер, нехай 𝑖 ∈ {0, ..., 𝑁 − 1} i 𝑌𝑖+1 – симетрична вiдносно 0. З формули

(15), 𝑦 ∈ 𝑌𝑖 тодi i тiльки тодi, коли 𝑦 ∈ Φ(𝑖) i 𝑦 ∈ 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1). За умовами ле-
ми, Φ(𝑖) – симетрична вiдносно 0, тому (−𝑦) ∈ Φ(𝑖). Крiм того, за властивiстю
множини керованостi (лема 3), 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1) – також симетрична вiдносно 0, отже,
(−𝑦) ∈ 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1). З цього випливає, що (−𝑦) ∈ Φ(𝑖) ∩ 𝑌𝑖(𝑌𝑖+1) = 𝑌𝑖.

Лему доведено.

Лема 7. Опорна функцiя множини 𝑌𝑖 виражається рекурентною формулою

𝑐(𝑌𝑖, 𝜓) =

{︂
𝑐(Φ(𝑁), 𝜓), 𝑖 = 𝑁,

𝑐𝑜
(︀
𝑚𝑖𝑛{𝑐(Φ(𝑖), 𝜓), 𝑐(𝑌𝑖(𝑌𝑖+1), 𝜓)}

)︀
𝑖 = 0, ..., 𝑁 − 1,

(16)

де 𝜓 ∈ R𝑛.

Доведення. Це твердження випливає з формули (15) та вигляду опорної
функцiї перетину множин.

Лема 8. Множина початкових умов слабкої практичної стiйкостi 𝐼* спiв-
падає з множиною 𝑌0 потенцiйної слабкої стiйкостi для 0-го кроку, тобто

𝐼* = 𝑌0. (17)
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Доведення. Випливає з означень множин 𝐼* i 𝑌0.

2. Зворотний алгоритм практичної стабiлiзацiї лiнiйних дискретних
систем керування.

Розглянемо лiнiйну дискретну систему керування:

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑘𝑥(𝑘) + 𝑢(𝑘), 𝑘 = 0, ..., 𝑁 − 1, (18)

де 𝑥 ∈ R𝑛, 𝐴𝑘 – невироджена матриця розмiрностi 𝑛× 𝑛, керування 𝑢(𝑘) ∈ 𝑈(𝑘),
𝑈(𝑘) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) – множини керувань, 0 ∈ 𝑈(𝑘), 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1, 𝑈 = 𝑈(0)×
×𝑈(1) × ... × 𝑈(𝑁 − 1); Φ(𝑘) ∈ 𝑐𝑜𝑛𝑣(R𝑛) – множини фазових обмежень, 0 ∈
𝑖𝑛𝑡(Φ(𝑘)), 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑁 .

Означення 6. [5] Розв’язком дискретної системи керування (18) назива-
ється така функцiя 𝑥 : {0, 1, ..., 𝑁} → R𝑛, що для кожної пари точок 𝑥(𝑘),
𝑥(𝑘 + 1), 𝑘 = 0, ..., 𝑁 − 1 виконується 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑘𝑥(𝑘) + 𝑢(𝑘).

Означення 7. [5] Керування 𝑢 ∈ 𝑈 називається таким, що практично
(слабко) стабiлiзує систему (18) з точки 𝑥0 ∈ Φ(0) в фазових обмеженнях
Φ(𝑘), 𝑘 = 0, ..., 𝑁 , якщо iснує розв’язок системи 𝑥(𝑘, 𝑥0, 𝑢), 𝑘 = 0, 𝑁 , такий, що
𝑥(𝑘, 𝑥0, 𝑢) ∈ Φ(𝑘) для всiх 𝑘 = 0, ..., 𝑁 .

Означення 8. [5] Система (18) називається слабко стабiлiзованою з то-
чки 𝑥0 в фазових обмеженнях Φ(𝑘), 𝑘 = 0, ..., 𝑁 , якщо для точки 𝑥0 iснує ста-
бiлiзуюче керування в цих обмеженнях.

Згiдно з [5], множина усiх початкових точок 𝑥0, для яких система (18) є стабi-
лiзованою, спiвпадає з множиною 𝐼* слабкої практичної стiйкостi включення (1).

Означення 9. Задача слабкої стабiлiзацiї системи (18) з початкової точки
𝑥0 ∈ 𝐼* полягає в пошуку такого керування 𝑢 ∈ 𝑈 , що практично стабiлiзує
систему.

2.1. Iдея алгоритму.
Будемо знаходити керування послiдовно, тобто в порядку 𝑢(0), 𝑢(1), ..., 𝑢(𝑁−

1).
Зафiксуємо деяку точку 𝑥0 ∈ 𝐼* = 𝑌0. Знайдемо для неї вектор керування

𝑢(0), такий, що iснує розв’язок 𝑥̃ = 𝑥̃(𝑘), 𝑘 = 0, 𝑁 системи (18) (i, вiдповiд-
но, включення (1)), що цiлком лежить у фазових обмеженнях, i виконується:
𝑥̃(0) = 𝑥0 i 𝑥̃(1) = 𝐴0𝑥0 + 𝑢(0). Такий розв’язок iснує з означення множини
𝐼*, тому для точки 𝑥1 = 𝑥̃(1) мають виконуватися всi умови її належностi до
множини 𝑌1. Це значить, що 𝑥1 ∈ 𝑌1. Отже, на 0-му кроцi необхiдно знайти
таке керування 𝑢(0), що переведе систему у точку 𝑥(1) ∈ 𝑌1. При знайденому
конкретному значеннi 𝑢(0) отримаємо конкретне значення 𝑥(1) = 𝑥1.

Тепер, аналогiчно, будемо шукати таке 𝑢(1), щоб 𝑥2 = 𝐴1𝑥1 + 𝑢(1) належала
𝑌2, тощо. З властивостей множини потенцiйної слабкої стiйкостi 𝑌𝑖 випливає, що
такi керування гарантовано iснують.

Отже, схему пошуку керування можна описати таким чином:
для 𝑘 = 0, 1, ..., 𝑁 − 1:
𝑢(𝑘) : 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑘𝑥𝑘 + 𝑢(𝑘) ∈ 𝑌𝑘+1;
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𝑥𝑘+1 = 𝐴𝑘𝑥𝑘 + 𝑢(𝑘).
Отже, для фiксованого номера кроку 𝑖 ∈ {0, ..., 𝑁−1}, а також стану системи

на цьому кроцi 𝑥𝑖 ∈ 𝑌𝑖 необхiдно знайти вектор 𝑢𝑖 ∈ 𝑈(𝑖), такий, що

𝑥𝑖+1 = 𝐴𝑖𝑥𝑖 + 𝑢𝑖 ∈ 𝑌𝑖+1.

За властивiстю опорної функцiї [1], 𝑥𝑖+1 ∈ 𝑌𝑖+1 тодi, коли

⟨𝑥𝑖+1, 𝜓⟩ 6 𝑐(𝑌𝑖+1, 𝜓) ∀𝜓 ∈ 𝑆,

тобто
⟨𝐴𝑖𝑥𝑖 + 𝑢𝑖, 𝜓⟩ 6 𝑐(𝑌𝑖+1, 𝜓) ∀𝜓 ∈ 𝑆. (19)

Будемо шукати вектори керування 𝑢(𝑖) у виглядi

𝑢(𝑖) = 𝑃𝑖𝜉𝑖, (20)

де 𝑃𝑖 ∈ R, 𝑃𝑖 > 0 – число, а 𝜉𝑖 ∈ 𝑆 – вектор одиничної сфери, 𝑖 = 0, ..., 𝑁 − 1.
Оскiльки 𝑢(𝑖) = 𝑃𝑖𝜉𝑖 має належати 𝑈(𝑖), необхiдно накласти на 𝑃𝑖 додаткове

обмеження:
𝑃𝑖 ∈ [0, 𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑖, 𝜉𝑖)],

𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑖, 𝜉𝑖) = 𝑑*(𝑈(𝑖), 𝜉𝑖),
(21)

де 𝑑*(𝑈(𝑖), 𝜉𝑖) — значення функцiї деформацiї множини 𝑈(𝑖) у напрямку векто-
ру 𝜉𝑖.

Тодi з (19), (20) має виконуватися спiввiдношення

⟨𝐴𝑖𝑥𝑖 + 𝑃𝑖𝜉𝑖, 𝜓⟩ 6 𝑐(𝑌𝑖+1, 𝜓) ∀𝜓 ∈ 𝑆.

Застосуємо деякi елементарнi перетворення:

𝑐(𝑌𝑖+1, 𝜓)− ⟨𝐴𝑖𝑥𝑖, 𝜓⟩ − ⟨𝑃𝑖𝜉𝑖, 𝜓⟩ > 0 ∀𝜓 ∈ 𝑆;

min
𝜓∈𝑆

(︁
𝑐(𝑌𝑖+1, 𝜓)− ⟨𝐴𝑖𝑥𝑖, 𝜓⟩ − ⟨𝑃𝑖𝜉𝑖, 𝜓⟩

)︁
> 0. (22)

Оскiльки стабiлiзуюче керування 𝑢(𝑖) = 𝑃𝑖𝜉𝑖 гарантовано iснує, то (22) буде
виконуватись для деякої пари ⟨𝑃, 𝜉⟩, а значить,

max
𝜉∈𝑆

max
𝑃∈[0,𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑖,𝜉)]

min
𝜓∈𝑆

(︁
𝑐(𝑌𝑖+1, 𝜓)− ⟨𝐴𝑖𝑥𝑖, 𝜓⟩ − ⟨𝑃𝜉, 𝜓⟩

)︁
> 0. (23)

З нерiвностi (23) отримаємо, що стабiлiзуюче керування 𝑢(𝑘), 𝑘 = 0, 𝑁 − 1
можливо знайти за наступними формулами:

для 𝑘 = 0, ..., 𝑁 − 1
𝑢(𝑘) = 𝑃𝑘𝜉𝑘, (24)

де
𝜉𝑘 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥

𝜉∈𝑆
max

𝑃∈[0,𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑖,𝜉)]
𝐹𝑘(𝑃, 𝜉); (25)

𝑃𝑘 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥
𝑃∈[0,𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑖,𝜉𝑘)]

𝐹𝑘(𝑃, 𝜉𝑘); (26)
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𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑘𝑥(𝑘) + 𝑢(𝑘). (27)

При цьому

𝐹𝑘(𝑃, 𝜉) = min
𝜓∈𝑆

(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓⟩ − ⟨𝑃𝜉, 𝜓1⟩

)︀
; (28)

𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑘, 𝜉) = 𝑑*(𝑈(𝑘), 𝜉), (29)

де 𝑑*(𝑈(𝑘), 𝜉) – значення функцiї деформацiї множини 𝑈(𝑘) у напрямку вектору
𝜉, а 𝑆 – одинична сфера.

Було доведено, що за умови належностi початкової точки 𝑥0 множинi 𝐼* для
керування 𝑢(𝑘), що задовольняє умовам (24)–(29), виконується

𝐹𝑘(𝑃𝑘, 𝜉𝑘) = min
𝜓∈𝑆

(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓⟩ − ⟨𝑃𝑘𝜉𝑘, 𝜓⟩

)︀
> 0, (30)

тобто отримане керування iснує, є допустимим та стабiлiзуючим.

2.2. Зменшення обчислювальної складностi.
Для оптимiзацiї пошуку стабiлiзуючого керування доведемо наступне твер-

дження:

Лема 9. Нехай 𝜉 ∈ 𝑆 – фiксований вектор.
Тодi функцiя 𝐹𝑘(𝑃, 𝜉), що задається формулою (28), є опуклою вгору вiдносно

змiнної 𝑃 ∈ R на сегментi [0, 𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑘, 𝜉)].

Доведення. З означення опуклої вгору функцiї, опуклiсть 𝜉 ∈ 𝑆 еквiвален-
тна наступному твердженню: нехай 𝑝1, 𝑝2 ∈ [0, 𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑘, 𝜉)], 𝜆 ∈ [0, 1]. Тодi

𝜆𝐹𝑘(𝑝1, 𝜉) + (1− 𝜆)𝐹𝑘(𝑝2, 𝜉) 6 𝐹𝑘(𝜆𝑝1 + (1− 𝜆)𝑝2, 𝜉). (31)

Доведемо (31). Якщо пiдставити (28) у (31), отримаємо

𝜆min
𝜓∈𝑆

(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓⟩ − ⟨𝑝1𝜉, 𝜓⟩

)︀
+

+(1− 𝜆)min
𝜓∈𝑆

(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓⟩ − ⟨𝑝2𝜉, 𝜓⟩

)︀
6

6 min
𝜓∈𝑆

(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓⟩ − ⟨(𝜆𝑝1 + (1− 𝜆)𝑝2)𝜉, 𝜓⟩

)︀
.

(32)

Позначимо

𝐹1 = 𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓⟩ − ⟨𝑝1𝜉, 𝜓⟩;
𝐹2 = 𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓⟩ − ⟨𝑝2𝜉, 𝜓⟩;

𝐹12 = 𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓⟩ − ⟨(𝜆𝑝1 + (1− 𝜆)𝑝2)𝜉, 𝜓⟩.

Нехай 𝜓1 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝜓∈𝑆

𝐹1; 𝜓2 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝜓∈𝑆

𝐹2; 𝜓12 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝜓∈𝑆

𝐹12. Тодi запишемо (32)

у виглядi
𝜆min
𝜓∈𝑆

𝐹1 + (1− 𝜆)min
𝜓∈𝑆

𝐹2 −min
𝜓∈𝑆

𝐹12 6 0.

Доведемо цю нерiвнiсть. Дiйсно,

𝜆min
𝜓∈𝑆

𝐹1 + (1− 𝜆)min
𝜓∈𝑆

𝐹2 −min
𝜓∈𝑆

𝐹12 =

= 𝜆
(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓1)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓1⟩ − ⟨𝑝1𝜉, 𝜓1⟩

)︀
+

+(1− 𝜆)
(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓2)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓2⟩ − ⟨𝑝2𝜉, 𝜓2⟩

)︀
−

−𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓12) + ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓12⟩+ 𝜆𝑝1⟨𝜉, 𝜓12⟩+ (1− 𝜆)𝑝2⟨𝜉, 𝜓12⟩.

(33)
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Помiтимо, що

−𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓12) + ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓12⟩ =
(︀
− 𝜆− (1− 𝜆)

)︀(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓12)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓12⟩

)︀
.

Тодi права частина (33) прийме вигляд

𝜆
(︁(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓1)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓1⟩ − ⟨𝑝1𝜉, 𝜓1⟩

)︀
−

−
(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓12)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓12⟩ − ⟨𝑝1𝜉, 𝜓12⟩

)︀)︁
+

+(1− 𝜆)
(︁(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓2)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓2⟩ − ⟨𝑝2𝜉, 𝜓2⟩

)︀
−

−
(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓12)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓12⟩ − ⟨𝑝2𝜉, 𝜓12⟩

)︀)︁
=

= 𝜆
(︀
min
𝜓∈𝑆

𝐹1 − 𝐹1(𝜓12)
)︀
+ (1− 𝜆)

(︀
min
𝜓∈𝑆

𝐹2 − 𝐹2(𝜓12)
)︀
6 0.

Таким чином, нерiвнiсть (31) доведена, а з неї випливає i твердження леми.
Лему доведено.

За властивiстю опуклих функцiй [2], будь-який локальний максимум опуклої
угору функцiї є глобальним. Це значить, що для максимiзацiї функцiї 𝐹𝑘(𝑃, 𝜉) за
змiнною 𝑃 можливо застосовувати стандартнi обчислювальнi методи (нульового
порядку, оскiльки 𝐹𝑘 не є диференцiйованою).

Враховуючи отриманi результати, сформулюємо алгоритм стабiлiзацiї.
Алгоритм 1: Алгоритм стабiлiзацiї лiнiйних систем керування (двови-
мiрний випадок)

Дано: 𝑥(0) = 𝑥0 ∈ 𝐼*.
Для 𝑘 = 0, ..., 𝑁 − 1 :

1. Задати розбиття 𝑆 = {𝜉𝑖}𝑚−1
𝑖=0 =

{︀(︀
𝑐𝑜𝑠( 2𝜋𝑖𝑚 ), 𝑠𝑖𝑛( 2𝜋𝑖𝑚 )

)︀}︀𝑚−1

𝑖=0
.

2. Задати значення мiнiмальної знайденої довжини керування
𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝐼𝑁𝐹 i вiдповiдного їй вектору 𝜉𝑚𝑖𝑛 = (1, 0).
3. Для кожного 𝜉𝑖 ∈ 𝑆, 𝑖 = 0, ...,𝑚− 1 :

3.1. Знайти значення 𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑘, 𝜉𝑖) = 𝑑*(𝑈(𝑘), 𝜉𝑖).
3.2. Методом максимiзацiї нульового порядку знайти
𝑃 * = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥

𝑃∈[0,𝑃𝑚𝑎𝑥(𝑘,𝜉𝑖)]

𝐹𝑘(𝑃, 𝜉𝑖),

де 𝐹𝑘(𝑃, 𝜉) = min
𝜓𝑗∈𝑆

(︀
𝑐(𝑌𝑘+1, 𝜓𝑗)− ⟨𝐴𝑘𝑥(𝑘), 𝜓𝑗⟩ − ⟨𝑃𝜉, 𝜓𝑗⟩

)︀
,

𝑐(𝑌𝑖, 𝜓) =

{︂
𝑐(Φ(𝑁), 𝜓), 𝑖 = 𝑁,

𝑐𝑜
(︀
𝑚𝑖𝑛{𝑐(Φ(𝑖), 𝜓), 𝑐(𝐴−1

𝑖 𝑌𝑖+1 + (−1)𝐴−1
𝑖 𝑈(𝑖), 𝜓)}

)︀
iнакше.

3.3. Якщо 𝐹𝑘(𝑃 *, 𝜉𝑖) < 0 ,
перейти до наступної iтерацiї 3.

3.4. Якщо 𝑃𝑚𝑖𝑛 > 𝑃 * ,
𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝑃 *, 𝜉𝑚𝑖𝑛 = 𝜉𝑖.

4. Якщо 𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝐼𝑁𝐹 ,
повернути: «вiдповiдь не знайдено».

iнакше
𝑢(𝑘) = 𝑃𝑚𝑖𝑛𝜉𝑚𝑖𝑛,
𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑘𝑥(𝑘) + 𝑢(𝑘).

Повернути 𝑢(𝑘), 𝑘 = 0, 𝑁 − 1; 𝑥(𝑘), 𝑘 = 0, 𝑁 .
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Приклад. Розглянемо систему вигляду (18), де 𝑛 = 2, 𝑁 = 6,

𝐴𝑘 =

(︂
ln(𝑘) 0.1
1 0

)︂
, 𝑘 = 1, 3, 5; 𝑈(𝑘) = 𝑆1(0), 0 6 𝑘 6 6;

𝐴𝑘 =

(︂
0.01 0
0 1

)︂
, 𝑘 = 0, 2, 4; Φ(𝑘) = 𝑆50(0), 0 6 𝑘 6 7.

Знайдемо стабiлiзуюче керування для точки 𝑥0 = (0, 6)
𝑇 .

За допомогою алгоритму знайдено наступнi вектори керування 𝑢 та траєкто-
рiю 𝑥 (рядки вiдповiдають значенням векторiв на кроках номер 0..𝑁 − 1 та 0..𝑁
вiдповiдно):

𝑢 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−0.9779 0.2086
0.8996 −0.4366
0.9994 0.0315
0.7344 0.6787
−0.9991 −0.0420
−0.8544 −0.5195

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 6.0000
11.0221 −8.7914
0.0205 10.5855
−7.7736 −15.8263
−9.3884 −7.0949
22.4865 1.2120
35.4574 21.966

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Траєкторiю та її спiввiдношення з множинами фазових обмежень Φ(𝑘) та
потецiйної слабкої стiйкостi 𝑌𝑘 зображено на рис. 1:

Рис. 1: Апроксимацiї множин Φ(𝑘) та 𝑌𝑘, а також траєкторiя 𝑥(𝑘)
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З рисунку можна переконатися, що точка 𝑥0 = (0, 6)
𝑇 є близькою до гра-

ницi множини слабкої практичної стiйкостi 𝐼*, оскiльки вiдповiдна стабiлiзована
траєкторiя 𝑥(𝑘) на кроцi 𝑘 = 6 є близькою до границi фазової множини Φ(𝑘).

Висновки. Таким чином, в статтi було запропоновано новий метод стабiлi-
зацiї дискретних багатозначних систем (лiнiйних систем керування). Цi результа-
ти можливо поширити на питання практичної стабiлiзацiї дискретних включень.
Також можливо використати цi результати при вивченнi дискретних нелiнiйних
систем та включень.
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