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РАСПАДЕНИЕ ГАЗОВОЙ СТРУИ ВНУТРИ ЖИДКОЙ СРЕДЫ
НА ПУЗЫРЬКИ

На основе уравнений баланса массы и энергии построена теория для приближённого
описания распада на пузырьки тонкой струи идеального газа, истекающей в окружаю-
щую идеальную жидкость. Под действием силы поверхностного натяжения, распреде-
лённой по поверхности раздела сред, и внутренних сил давления внутри струи, обуслов-
ленных сжимаемостью газа, поверхность струи деформируется и, при росте конечных
возмущений, распадается на пузырьки. Произведенный математический анализ поз-
волил однозначно оценить относительную величину среднего диаметра образующихся
пузырьков газа и расстояний между ними. Полученные результаты хорошо согласуют-
ся с результатами Рэлея из линейной теории неустойчивости струи.
MSC: 76B10.
Ключевые слова: струя газа, распад струи, поверхностное натяжение, работа рас-
ширения пузырька, неустойчивость возмущений.

Введение. Настоящая работа является продолжением построения анали-
тической теории распада тонких струй на капли, начатой в работе [1], в которой
исследован процесс распада тонкой жидкой струи в окружающей атмосфере на
основе законов сохранения массы и энергии, применённых к оконечному участ-
ку волнообразно возмущённой струи. В [1] были получены аналитические со-
отношения между геометрическими характеристиками невозмущённой струи и
характеристиками образованной после дробления струи капельной структуры. В
этой работе исследуется процесс образования пузырьков при регулярном распаде
тонкой газовой струи, которая истекает внутрь окружающей жидкости. Анализу
это явления посвящены исследования Рэлея [2]. Он подошел к решению задачи с
позиции линейной теории гидродинамической неустойчивости поверхности раз-
дела газовой струйки и окружающей жидкости, и получил оценку длины волны
максимальной неустойчивости этой поверхности: 𝜆* = 6, 48× 2𝑎.

Однако линейный анализ, проведенный Рэлеем, не может дать решения за-
дачи на стадии разрыва струйки газа, вызванного ростом возмущений на поверх-
ности струи, поскольку эти возмущения уже нельзя считать малыми, а, следо-
вательно, и оценить размеры пузырьков газа и расстояние между ними. Приме-
нение же законов сохранения массы и энергии в интегральной форме позволяет
сделать оценку значений указанных параметров.

Основные результаты. Механизм истечения тонкой струи газа в жид-
кость аналогичен механизму истечения тонкой струи жидкости в газ, поэтому
в исследовании можно использовать методы и приёмы, аналогичные тем, что
использовались в работе [1], конечно учитывая принципиальные различия фи-
зических свойств сред (жидкости и газа). По сравнению со струёй жидкости,
выпускаемой в газ, при исследовании распада газовой струи следует учесть эф-
фект сжимаемости в законах сохранения массы и энергии. А именно, в разных
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частях уравнения баланса массы (статья, формула) будут фигурировать различ-
ные плотности:

𝜋𝜌𝑐𝑙𝑎
2(2𝑙 +Δ𝑙) = 4

3𝜋𝜌𝑠𝑓𝑅
3, (1)

справа − плотность газа 𝜌𝑐𝑙 в невозмущённой струе радиуса 𝑎, а слева – плот-
ность 𝜌𝑠𝑓 = 𝜌𝜌𝑐𝑙 окончательно сформированного пузырька радиуса 𝑅 после от-
рыва. Процесс отрыва пузырька с конца струи, в силу его быстроты, считать
адиабатическим, т. е. подчинённым адиабате Пуассона: 𝜌 = 𝑝1/𝛾 , где 𝛾 = 𝐴𝑝/𝑐𝑣.
Таким образом, закон сохранения массы имеет вид

𝜋𝑎2(2𝑙 +Δ𝑙) = 4
3𝜋𝜌𝑅

3. (2)

По той же причине в уравнении баланса энергии должна присутствовать ра-
бота расширения газа (в отличие от случая жидкой струи). При квазистати-
ческом подходе давление в тонкой струйке и пузырьке соответственно можно
считать преимущественно формирующимися за счёт сил поверхностного натя-
жения окружающей жидкости, т. е. соответственно 𝑝𝑠𝑓 ≈ 2𝜎/𝑅 и 𝑝𝑐𝑙 ≈ 𝜎/𝑎, или
𝑝 = 2𝜂 и 𝜌 = (2𝜂)

1/𝛾 , где 𝜂 = 𝑎/𝑅 и для воздуха 𝛾 = 1, 4. Работа разраста-
ния сферического пузырька от радиуса 𝑎 до радиуса 𝑅 равна 𝑊5 =

´ 𝑉𝑅

𝑉𝑎
𝑝𝑑𝑉 ,

где 𝑑𝑉 = 4
3𝜋
(︀
𝑅3 − 𝑎3

)︀
𝑑𝜌 − элементарное изменение объёма пузырька за счёт

изменения плотности газа, 𝑉𝑎 и 𝑉𝑅 − объёмы пузырьков радиуса 𝑎 и 𝑅 соот-
ветственно. Заменим интеграл среднеинтегральным значением: 𝑊5 =< 𝑝 > Δ𝑉 ,
где Δ𝑉− приращение объёма пузырька, а < 𝑝 > среднее по объёму пузырька
давление. Так как Δ𝜌 = 𝜌 − 1 есть относительное изменение плотности газа в
сферическом слое (𝑎,𝑅), то Δ𝑉 = 4

3𝜋𝑅
3
(︀
1− 𝜂3

)︀ (︁
(2𝜂)

1/𝛾 − 1
)︁
.

Модель отрыва и формирования пузырька включает два этапа. Вначале об-
разуется цилиндрическое тело вращения вместе с двумя сферическими закруг-
лениями радиуса 𝑟, где 𝑟 меняется от значения 𝑎 до 𝑅.

Рис. 1. Отрыв и формирование пузырька

В дальнейшем эта фигура деформируется в сферу за счёт того, что на сфе-
рических частях напряжение равно 2𝜎/𝑅, а на цилиндрической части − 𝜎/𝑅.
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Поэтому для оценки среднего давления в газе < 𝑝 > принято давление равновес-
ного состояния газа выше описанной фигуры среднего радиуса 𝑟 = (𝑎+𝑅)

2 , то есть

< 𝑝 >≈ 2𝜎
𝑅(1+𝜂) . В итоге 𝑊5 = 8

3𝜋𝜎𝑅
2 (1−𝜂

3)((2𝜂)1/𝛾−1)
(1+𝜂) . Таким образом, уравнение

баланса энергии имеет вид 𝑊 =𝑊1 +𝑊2 +𝑊3 +𝑊4 +𝑊5, где 𝑊1, 𝑊2, 𝑊3, 𝑊4

получены в [1] и имеют вид:

𝑊1 = 2𝜋𝜎𝑎 (𝑙 +Δ𝑙) ; 𝑊2 = 2𝜋𝜎𝑎2 (1− 0.25𝜋) ;

𝑊3 = 2𝜋𝜎

{︂
𝑎𝑅

(︂
1−

√︁
1− (𝑎/𝑅)

2

)︂
+ 0.5

[︂
𝑎𝑅

√︁
1− (𝑎/𝑅)

2−

−𝑅2

(︂
0.5𝜋 − arcsin

√︁
1− (𝑎/𝑅)

2

)︂]︂}︂
.

𝑊4 = 4𝜋𝜎𝑅2
(︁
1− (𝑎/𝑅)

2
)︁
.

Безразмерное уравнение баланса энергии имеет вид:

𝑓 (𝜂, 𝜀) =
(︀
3− 𝜋

4

)︀
𝜂(3−1/𝛾) + 0, 5

(︁
arcsin

√︀
1− 𝜂2 − 𝜂

√︀
1− 𝜂2 − 4− 0, 5𝜋

)︁
𝜂(1−1/𝛾)+

+𝜂(2−1/𝛾) + 4
3

(1−𝜂3)
(1+𝜂)

(︀
𝜂−1/𝛾 − 21/𝛾

)︀
𝜂 + 2(1+1/𝛾)

3 𝑞 = 0,

(3)
где 𝜂 — неизвестная величина, 𝑞 = 1+2𝜀

1+𝜀 , 𝜀 =
Δ𝑙
2𝑙 — параметр уравнения.

Для определения корней уравнения [3] проведём исследование функции𝑓 (𝜂, 𝜀).
После дифференцирования 𝑓 (𝜂, 𝜀) по 𝜂 при фиксированном параметре 𝜀 и умно-
жения 𝑓 ′𝜂 на 𝜂1/𝛾

(3−1/𝛾) получаем

𝑓 ′𝜂 = (3− 0, 25𝜋) 𝜂2 +𝐴2𝜂 + 0, 5𝐴1

(︁
arcsin

√︀
1− 𝜂2 − 2− 0, 5𝜋

)︁
−

−0, 5𝜂
√︀
1− 𝜂2 − (2𝜂)1/𝛾

3−1/𝛾 + 4
3(3−1/𝛾)

1
(1+𝜂)2

×

×
{︁

1
𝛾

(︀
𝜂3 − 1

)︀
(𝜂 + 1) +

[︁
1− (2𝜂)

1/𝛾
]︁ (︀

1− 4𝜂3 − 3𝜂4
)︀}︁

= 0,

(4)

где 𝐴𝑘 = 𝑘−1/𝛾
3−1/𝛾 (для 𝛾 = 1.4 : 𝐴1 ≈ 0.125; 𝐴2 ≈ 0.563; 4

3(3−1/𝛾) ≈ 0.583). При
фиксированном 𝜀 при 𝜂* ≃ 0, 46 𝑓 ′𝜂 ≈ 0, 006 с точностью, меньшей 1%. Причём,
при переходе через 𝜂 = 𝜂* значение 𝑓 ′𝜂 меняет знак с "−" на "+" , т. е. 𝜂* ≃ 0.46
есть точка минимума функции 𝑓 (𝜂, 𝜀). Из уравнения 𝑓 (𝜂*, 𝜀) = 0 находится кри-
тическое значение 𝜀* = 0.076 и 𝑞* = 1.07. Таким образом, при 𝜂 = 𝜂*, 𝜀 = 𝜀* ми-
нимум функции 𝑓 (𝜂, 𝜀) выходит на ось абсцисс 𝜂. Поскольку в нелинейной стадии
симметрия волнообразования утрачивается, и участок перешейка растягивается
по отношению к разбухающему участку, то 𝜀 − величина неотрицательная и 𝜀 = 0
есть предельное значение. При подстановке 𝜂* = 0.46 и 𝜀 = 0 в функцию 𝑓 (𝜂, 𝜀)
имеем 𝑓 (0.46, 0) = −0.044. Сравнение этого значения функции со значениями
𝑓 (0, 0) = 1.043 и 𝑓 (1, 0) = 1.523 свидетельствует о том, что минимум функции
𝑓 (𝜂, 0) мало отличается от нуля. Значит при 𝜀 = 0 существуют два близких меж-
ду собой корня и близких к 𝜂* = 0.46, поэтому это значение можно принять в
качестве оценки корня. Действительно, при фиксированном 𝜀 кривая 𝑓 (𝜂, 𝜀) не
может опуститься ниже своего минимума. При 𝜀 = 𝜀* и 𝜂 = 𝜂* 𝑓 (𝜂, 𝜀) = 0, а зна-
чит, при 𝜀 > 𝜀* решение уравнения отсутствует, т. е. отрыва пузырька не будет.
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Поэтому 𝜀 6 𝜀*. С другой стороны, 𝜀 > 0. Таким образом, в интервале [0, 𝜀*] дол-
жен быть заключен показатель 𝜀 асимметрии волнообразования на поверхности
струи газа.

Заключение. Для полученных значений 𝜀 = 𝜀* и 𝜂 = 𝜂* сделаны сред-
ние оценки характерных величин изучаемого процесса. Для диаметра регулярно
образующихся пузырьков газа получено значение 2𝑅 ≈ 2.17 × 2𝑎, при этом рас-
стояние между ними имеет значение 𝐿 = 2

3
(2𝜂*)

1/𝛾

(𝜂*)
3 ≈ 6.45×2𝑎. Последнее хорошо

согласуется с результатом Рэлея [2] для длины волны 𝜆* максимальной неустой-
чивости, полученным с позиции линейной теории возмущений.
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Асланов С. К., Косой М. Б., Царенко О. П.
Розпадання газового струменя всерединi рiдини на бульбашки

Резюме

На основi рiвнянь балансу маси i енергiї побудована теорiя для наближеного опису
розпаду на бульбашки тонкого струменя iдеального газу, що витiкає в навколишню
iдеальну рiдину. Пiд дiєю сили поверхневого натягу, розподiленої по поверхнi роздiлу
середовищ, i внутрiшнiх сил тиску всерединi струменя, обумовлених стисливiстю газу,
поверхня струменя деформується i, при ростi кiнцевих обурень, розпадається на буль-
башки. Вироблений математичний аналiз дозволив однозначно оцiнити вiдносну вели-
чину середнього дiаметра утворюваних бульбашок газу i вiдстаней мiж ними. Отриманi
результати добре узгоджуються з результатами Релея з лiнiйної теорiї нестiйкостi стру-
меня.
Ключовi слова: струмiнь газу, розпад струменю, поверхневий натяг, робота розши-
рення бульбашки, нестiйкiсть збурення.

Aslanov S. K., Kosoy M. B., Carenko A. P.
Split of gas stream onto the bubbles inside liquid

Summary

A theory of the approximate description of the splitting of the thin jat of ideal gas flowing
into the incompressible frictionless liquid is constructed on the base of the balance equa-
tions of mass and energy. Under the surface tension force influence, distributed over surface
of division of environments, and the internal pressure forces inside the stream, caused by
the compressibility of the gas, stream surface is deformed, and with the growth of finite
indignations, is being broken up into the bubbles. Made mathematical analysis allowed un-
ambiguously to evaluate the relative value of the average diameter of the formed gas bubbles
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and the distances between them. The results are in good agreement with the Rayleigh results
of the linear theory of stream instability.
Key words: gas stream, split of the gas stream, work of bubble’s expansion, instability of the
perturbations.
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