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Показано, что при переносном движении упругой системы из исходного в конечное 

состояние абсолютного покоя (за минимальное время), колебания, возникающие в процессе 
движения, эффективно подавляются с использованием ПД-регулятора (в замкнутой системе с 
отрицательной обратной связью). 
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Введение. Решение задач синтеза специальных управлений переносным движением 

упругодеформируемых систем посвящены работы [1–3]. В [3], например, обоснован класс оптимальных 
«кососимметричных» управлений переносным движением упругих объектов с конечным и бесконечным 
числом степеней свободы. 

При быстром перемещении упругих объектов, например из исходного в конечное состояние 
абсолютного покоя, во время движения перемещаемой системы возникают значительные колебания.  
Задачам подавления колебаний системы в относительном движении в литературе должного внимания не 
уделялось. 

Цель исследования – построение алгоритма подавления колебаний упругого объекта во время его 
оптимального переносного движения из исходного состояния в новое состояние абсолютного покоя. 

Исследования, результаты которых представлены в статье,  включают: формирование управления 
переносным движением упругого объекта; определение параметров ПД-регулятора для подавления 
колебаний (при 0≥≥ tT ); анализ поведения системы с учетом и без учета обратной связи и случайных 
воздействиях.  

Постановка задачи иллюстрируется на примере упругого объекта, схема которого изображена на 
рисунке 1.  Сосредоточенная масса участвует в двух движениях: переносном – по отношению к 
неподвижной системе координат  0SeYe; относительном по отношению к подвижной системе координат 
0XrYr, движущейся поступательно. Относительные движения – колебания сосредоточенной массы – 
обусловлены деформацией упругой связи. 

 
Рисунок 1 – Схема движения упругого объекта 

 
Без учета сопротивления дифференциальное уравнение, описывающее колебания сосредоточенной 

массы (в относительном движении) имеет вид 
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где m  – сосредоточенная масса; c  – коэффициент жесткости упругой связи; )(tUe  – ускорение в 

переносном движении (управляющее воздействие на единицу массы). Уравнение (1) преобразуется к 
виду 
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где  mck /2 = ; k  – частота собственных колебаний ( 1/2 Tk π= , где 1T  – период колебаний). 
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Поиск  управлений состоит в следующем: необходимо найти такое ),(tUe  при котором система за 

минимальное время T  перемещается на расстояние L  из состояния абсолютного покоя ( 0)0( =rx , 

0)0( =rxɺ ; 0)0( =eS , 0)0( =eSɺ ) в новое состояние абсолютного покоя ( 0)( =Txr , 0)( =Txrɺ ; LTSe =)( , 

0)( =TSe
ɺ ) с допущением колебаний  только на временном интервале движения  0≥≥ tT .  

Условия на правом конце 0)( =Txr  и 0)( =Txrɺ  по существу являются моментными 

соотношениями, которые для системы, описываемой уравнением (2) при нулевых начальных условиях 
могут быть записаны как  
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В управлении )(tUe  
учитываются как условия переносного движения, так и условия 

относительного движения (моментные соотношения). 
Если, например, «кососимметричному» оптимальному управлению [4, 5] движением абсолютно 

твердого тела  
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При определении времени движения из моментных соотношений находится зависимость между T 
и периодом 1T . Моментные соотношения представляют собой два трансцендентных уравнения, которые 

в данном  случае должны иметь одинаковые корни. В работах [1, 4] показано, что наименьший корень 
соответствует минимальному времени переносного движения (на расстояние  L). 

 
1. Определение параметров управления переносным движением. Для ускорения переносного 

движения )(tUe  объекта как абсолютно твердого тела справедливо уравнение [1, 2] 
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Константы  ,1C ,2C a   находятся из краевых условий 
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Итак,  в переносном движении без учета сопротивлений движению функции ускорения )(tUe , 

скорости )(tVe  и перемещения )(tSe  принимают вид: 
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Теперь в относительном движении колебания упругой системы с одной степенью свободы, 
обусловленные переносным движением (без учета сопротивления), описываются уравнением 
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решение которого при нулевых начальных условиях ( 0)0(,0)0( == rr xx ɺ ) следующее: 
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Здесь не рассматривается задача поиска общего времени движения, согласованного с периодом 
собственных колебаний транспортируемой упругой системы, которое  находится на основании теории 
моментов [6] и сводится, как отмечалось ранее, к поиску одинаковых корней трансцендентных 
уравнений ( )0)(,0)( == TxTx rr ɺ . 
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Пример. Исходные данные: 1=L  м, 15708,14/ −== сkp , 2832,6=k 1−с , 4=T с. Графики 

переносного движения (перемещения )(tSe , скорости )(tVe  
и ускорения )(tUe ) изображены на рисунке 

2, а, а графики относительного движения (перемещения )(txr , скорости )(txrɺ  и ускорения )(txrɺɺ ) −  на 

рисунке 2, б. 

  
а)                           б) 

Рисунок 2 – Графики переносного и относительного движений 
 
Как следует из графиков относительного движения (рисунок 2, б), упругие перемещения во время 

могут быть достаточно большими. 
 
2. Подавление вынужденных колебаний упругой системы при ее оптимальном переносном 

движении с использованием ПД-регулятора. Схема системы с отрицательной обратной связью 
изображена на рисунке 3.  
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Рисунок 3 – Функциональная схема упругой системы при комбинированном управлении 

 

Передаточная функция объекта управления записывается в виде:  
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Уравнение ПД-регулятора имеет вид bsasR +=)( , где ba, – константы, подлежащие 

определению. Из прямой цепи системы с регулятором  следует:      
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Замкнутая  система с отрицательной обратной связью имеет передаточную функцию 
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и описывается дифференциальным уравнением 

0)2(2 2 =+++ rrr xakxbx ɺɺɺ , 

где 2k – квадрат частоты собственных колебаний системы (без регулятора). Параметры ba,  должны 

обеспечивать абсолютный покой упругой системы в конце переносного движения со снижением упругих 
колебаний объекта на интервале 0≥≥ tT . 

Время общего  переносного движения  должно быть согласовано с периодом собственных 
колебаний системы с регулятором ξ= 1TT , где в данном случае параметр ,4=ξ  т.е. за время движения 
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упругая система будет совершать четыре полных колебания. Квадрат частоты системы с обратной 
связью записывается как 

2
1

22 2 kbak =−+ ,                     (3) 

где 
1

1
2

T
k

π= .  

В переносном движении динамический коэффициент, характеризующий эффект воздействия, 
здесь принимается достаточно малым. Для упругой системы  при гармоническом законе воздействия 
динамический коэффициент, как известно, равен: 
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Зависимости (3) и (4) образуют систему алгебраических уравнений 
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относительно неизвестных параметров ba,  – коэффициентов усиления в обратной связи. 

Пример. Исходные данные: 12832,6 −= сk ; 15708,1 −= сp ; сT 4= ; 1
41 == Т

T с; 1

1
1 2

2 −π=π= с
T

k ; 

5,0=η .    Из системы (5) следует: .200,22;432,246 12 −− == сbсa  

Структурная схема в Simulink (рисунок 4) позволила исследовать различные случаи движения: без 
обратной связи; с обратной связью; без учета и с учетом детерминированных и случайных воздействий. 

Обратная связь эффективно снижает уровень колебаний системы на временном интервале, т.е. при 
достижении состояния покоя в конце движения  эффективно снижается уровень колебаний в процессе 
движения. 

Если начальные условия в относительном движении не нулевые, то в соответствии с принципом 
суперпозиции в линейной системе может использоваться  дополнительное управление, которое носит 

резонансный характер и находится согласно теории моментов [4]. Если, например, *)0( rr xx =  и 

0)0( =rxɺ , то дополнительное управление примет следующий вид 
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где параметр  n  следует найти из соотношения 
π

= Tk
n 1 . 

Пример. Используются принятые ранее исходные данные: 1
1 2832,6,4 −== ckcT . 

Случаи относительного перемещения с учетом и без учета обратной связи показаны на рисунке 4.  

 
а) 

 
б)      в) 

Рисунок 4 – Относительное перемещение упругого объекта: а) без учета обратной связи; б) с  учетом обратной связи; 
в) с учетом обратной связи и  с не нулевыми начальными условиями в относительном  движении 
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Выводы. При использовании ПД-регулятора изменяется период собственных колебаний упругой 
системы и для достижения цели управления следует скорректировать управление переносным 
движением. Отрицательная обратная связь эффективно снижает упругие перемещения системы в 
процессе движения. 

В случае ненулевых начальных условий в относительном движении такие свободные колебания 
успешно подавляются к концу переносного движения с использованием дополнительного резонансного 
управления. Сочетание различных типов управления обеспечивает необходимое качество движения 
управляемого упругого объекта. 
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Бохонський О.І., Васильченко О.К., Майстрішин М.М. Управління коливаннями пружної системи 
при оптимальному переносному русі 

Показано, що при оптимальному переносному русі пружної системи з вихідного стану в кінцевий 
стан абсолютного спокою за мінімальний час, коливання, що виникають в процесі руху, ефективно 
придушуються з використанням ПД-регулятора (в замкнутій системі з негативним зворотним зв'язком). 

Ключові слова: пружний об'єкт, переносний і відносний рух, оптимальне управління, негативний 
зворотний зв'язок. 

 
 

Bokhonsky A.I., Vasilchenko A.K., Maystrishin M.M. Control of vibrations of elastic system with optimal 
figurative movement 

It is shown that an optimum figurative movement elastic system from the initial state to the final state of 
absolute rest in minimum time fluctuations occurring during the movement, effectively suppressed using a PD 
controller (in a closed system with a negative feedback). 

Keywords: elastic object, portable and relative motion, optimal control, negative feedback. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


