
Зв’язок, радіотехніка, радіолокація, акустика та навігація 

 109

УДК 626.4:681.3 DOI: 10.30748/zhups.2018.57.16

С.В. Герасимов1, Д.В. Макарчук2, О.І. Костенко3 
1 Харківський національний університет Повітряних Сил ім. І. Кожедуба, Харків 
2 Кіровоградська льотна академія Національного авіаційного університету, Кропивницький 
3 Національна академія Національної гвардії України, Харків 

МОДЕЛЬ ПОХИБОК НАВІГАЦІЇ  
В АНОМАЛЬНОМУ ГРАВІТАЦІЙНОМУ ПОЛІ ЗЕМЛІ 

Показано, що при вирішенні задачі навігації за допомогою інерційних навігаційних систем, що знахо-
дяться під впливом гравітаційного поля Землі, невідома «аномальна» частина гравітаційного поля є джере-
лом похибок навігації. Тому при аналізі точності інерціальної навігації виникає потреба в одночасному вра-
хуванні збурень, породжених як аномальним гравітаційним полем, так і інструментальними похибками чу-
тливих елементів – гіроскопів, акселерометрів, описуваних, як правило, методами теорії випадкових проце-
сів. Метою статті є розробка моделі похибок навігації в аномальному гравітаційному полі Землі. 

При аналізі точності інерціальної навігації виникає потреба в одночасному врахуванні збурень, які по-
роджуються як аномальним гравітаційним полем, так і інструментальними похибками чутливих елемен-
тів методами теорії випадкових процесів.  

Отримані співвідношення щодо зв'язку між похибками інерціальної системи у виробленні координат і 
курсу об'єкта, з одного боку, і помилками побудови вертикалі та інерціального тригранника з іншого. Наве-
дені рівняння похибок побудови вертикалі з урахуванням помилок горизонтування платформи з акселероме-
трами і інструментальних похибок акселерометрів. 
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Вступ 

Постановка проблеми. В основі опису граві-
таційного поля Землі лежить гравітаційний потенці-
ал W, що характеризує роботу сили тяжіння при 
переміщенні одиничної маси з нескінченності в де-
яку точку, задану в системі координат з початком у 
центрі Землі [1] – [4]. Еквіпотенціальна поверхня W 
= W0, яка відповідає середньому рівню Світового 
океану, задає геоїд. 

Прийнято виділяти основну – нормальну – час-
тинну W як потенціал U деякого еліпсоїда, поверхня 
якого є поверхнею рівня U = W0 з центром в центрі 
Землі, що обертається з кутовою швидкістю навколо 
осі світу [5]. Це дозволяє ввести в розгляд потенціал 
збурення, який визначає так зване аномальне граві-
таційне поле Землі [4]: 

T = W – U. (1) 

При вирішенні задачі навігації за допомогою 
інерційних навігаційних систем, що знаходяться під 
впливом гравітаційного поля Землі, невідома «ано-
мальна» частина гравітаційного поля є джерелом 
похибок навігації. 

При аналізі точності інерціальної навігації ви-
никає потреба в одночасному врахуванні збурень, 
породжених як аномальним гравітаційним полем, 
так і інструментальними похибками чутливих еле-
ментів навігаційної системи – гіроскопів, акселеро-
метрів, описуваних, як правило, методами теорії 
випадкових процесів. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Для 
аномального гравітаційного поля доцільно викорис-
товувати модель випадкового поля, перетин якого 
траєкторією об'єкта породжує випадковий процес 
[2–6]. Введення такої моделі, яка передбачає наяв-
ність множини реалізацій, для одиничного поля Зе-
млі, принаймні з формальної точки зору, потребує 
спеціального обґрунтування. Множина реалізацій 
створюється за рахунок розгляду сімейства областей 
на геосфері, отриманих з вихідної області шляхом 
просторового обертання [1]. Якщо припустити, що 
всі ділянки поля, які відповідають довільному по-
ложенню області на сфері, мають різну ймовірність, 
то для кореляційної функції поля забезпечується її 
збіг з так званою кореляційною характеристикою [5] 
– емпіричною кореляційною функцією при усеред-
ненні по всій поверхні Землі. 

Прийнявши цей варіант введення множини ре-
алізацій, відзначимо його недосконалість – встанов-
лена для гравітаційного поля властивість ергодич-
ності, що обґрунтовує можливість заміни усеред-
нення по множині усередненням по поверхні, пе-
редбачає для побудови кореляційної функції встано-
влення значень поля у всіх точках геосфери [7–9]. 

Адекватна модель похибок навігації враховує 
зв'язки між потенціалом збурення Т, аномалії сили 
тяжіння g, висотою геоїда  над загально-земним 
еліпсоїдом і відхиленням виска  і  у площині ме-
ридіана та першого вертикала [10–12]. 
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Специфіка завдань морської навігації дозволяє 
нам обмежитися розглядом моделей, що описують 
поле на поверхні геоїда, і не враховувати третій ар-
гумент поля – вертикальну координату [5]. 

Мета статті – розробка моделі похибок в ано-
мальному гравітаційному полі Землі. 

Виклад основного матеріалу 

Рівняння «ідеальної роботи» інерційних систе-
мах навігації. Основне рівняння інерційної навігації 
отримаємо, записавши вираз для вектора n уявного 
прискорення точки О1 рухомого об'єкту [2]  

 
2

2

d r
n G

dt
  r , (2) 

де r – радіус-вектор точки  відносно початку іне-

рційної системи координат, що збігається з центром 
Землі; G – вектор прискорення сили тяжіння.  

1O

У точці  вважаємо розташованими три аксе-

лерометра інерціальної системи з ортогональними 
осями чутливості, орієнтованими в географічній 
системі координат. 

1O

Далі будемо використовувати такі прямі пря-
мокутні системи координат: 

– інерційну  (вісь  спрямована за віссю сві-
ту, вісь  лежить у площині Гринвічського меридіа-
ну при t = 0); 

– екваторіальну е е е    (вісь збігається з 

віссю , вісь 
е

е  є в площині меридіану об'єкта); 

– географічну хуz (вісь z збігається з зовніш-
ньою нормаллю до поверхні загально-земного еліп-
соїда, вісь у направлена на північ); 

– пов'язану з об'єктом  (вісь  – поздо-

вжня вісь об'єкту, спрямована по руху, вісь  спря-

мована вгору перпендикулярно до палуби). 

0 0 0x y z 0y

0z

Для матриці перетворення координат будь-
якого вектора, заданого складовими , , , напри-
клад, в інерціальній системі координат, в будь-яку 
іншу, скажімо, пов'язану з об'єктом, будемо викори-
стовувати позначення 

0xA  , причому 

0

0

0 x

0

x

y A

z


   
       
      

, 

де – координати вектора в системі

. 
0 0 0x ,  y ,  z

0 0 0zx y

Отримаємо алгоритм вироблення навігаційних 
параметрів у географічній системі координат, з 
огляду на те , що [5] 

2 2d r dt v v  , (3)

де v dr dt  – вектор абсолютної швидкості об'єкту; 

 – вектор кутової швидкості обертання географіч-

ної системи координат xyz відносно інерціальної 
системи координат . 

Використовуючи геодезичні (відносно загаль-
но-земного еліпсоїда) координати , , h – широту, 
довготу та висоту точки  над поверхнею загаль-

но-земного еліпсоїда, запишемо для проекції  і v 
на осі географічної системи координат: 

1O
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де M і N – головні радіуси кривизни загально-
земного еліпсоїда; і – швидкість обертання Землі. 

Підставивши (3) в (2), перейдемо до скалярної 
форми запису. Отримаємо: 

(6)
x x y z z y x

y x z x x z y

z z x y y x z

n v v v G

n v v v G

n v v v G

    
    
    





;

;

,

де ; ; – проекції прискорення сили тяжін-

ня в точці розташування об'єкта на осі географічно-
го тригранника. 

xG yG zG

Використовуючи (4–5) і складові швидкості 
об'єкта щодо загально-земного еліпсоїда 

 
 

E

N

v N h cos

v M h ,

 ;   
   


 (7)

вираз (6) можна переписати, зібравши з доданків 
правої частини повні похідні  і  з (7). Для ско-

рочення запису замість M + h і N + h використаємо 
позначення М і N. Маємо: 

Ev Nv

N EE
x E N

2
N E

y N E

2 2
N E

z E

v vhv
n v 2hu cos 2uv sin tg ;

N N

hv v
n v 2uv sin tg ;      (8)

M N

v v
n h 2uv cos g.

M N


     




    



    








 

Трактуючи (7) як диференціальні рівняння від-
носно  і  та доповнивши їх диференціальними 
рівняннями (8) відносно , , h, отримаємо сис-

тему рівнянь «ідеальної роботи» для визначення 
геодезичних координат , , h за вимірюваннями 

. При цьому вважаються відомими почат-

кові умови, а також величина g . 

Ev Nv


x yn ,  n ,  nz

Розглянемо спочатку випадок некерованих (ві-
льних) гіроскопів (інерціальна система геометрич-
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ного типу), кінетичні моменти яких орієнтовані по 
осях світу та в площині небесного екватора. Введе-
мо гіроскопічну систему координат  

( – орти векторів кінетичних моментів еква-

торіального та полярного гіроскопів, ), 

що збігається з інерційної системою координат . 

1 2 3H H H

3 1 2H H H 
1H ,  H2

E

H

*



H

При цьому = Е, де Е – одинична матриця. 

У більш загальному випадку, наприклад при відо-
мому відхиленні кінетичних моментів гіроскопів від 
полярної та екваторіальної орієнтації, маємо 

, де – екваторіальні

координати кінетичних моментів гіроскопів. 

HA 

i  H H iA A ,   i i,   

Вимірявши горизонтальні координати гіроско-
пів – висоти  і азимути , обчислимо матрицю 

 переходу від гіроскопічної до географічної сис-

темі координат. При ідеальній орієнтації платформи 
з акселерометром має виконуватися рівність 

ih iA

xHA

, (9) H xHA A A 

яка підтримується відповідними поворотами плат-
форми (динамікою повороту нехтуємо), причому [5] 

    (10) 
* *

x *

* *

cos 0 sin

A sin sin cos sin cos .

cos sin sin cos cos


  
         
      

Тут ;  і  – розв’язки рівнянь «ідеа-

льної роботи». 
* ut   

Розглянемо тепер випадок інерціальної систе-
ми, що відрізняється від попереднього тим, що аксе-
лерометри жорстко зв'язані з палубою, причому їх 
осі чутливості орієнтовані в напрямку осей 

. Матриця  переходу від зв'язаної з 

об'єктом системи координат до географічної, що 
залежить від кутів качок і курсу, може бути знайде-
на із співвідношення типу (9) після деякого уточ-
нення його правої частини, а саме [3, 13]: 

0 0 0x ,  y ,  z
0xxA

0 0x xx x HA A A A  . 

Кутами, що формують матрицю , є виміря-

ні значення «висот»  і «курсових кутів»  век-

торів кінетичних моментів гіроскопів відносно па-
луби, матриця , як і раніше, залежить від еква-

торіальних координат гіроскопів. 

0x НA

0
ih 0

iq

НA 

У разі напіваналітичної інерціальної системи, 
керовані гіроскопи якої орієнтуються за осями х та у 
географічної системи координат, матриця НA   об-

числюється на інформації про координати об'єкта, 
при цьому . Матриця , що залежить 

від показань датчиків кутів на осях обертання кар-
данних підвісів гіроскопів, звертається в одиничну, 
забезпечуючи виконання рівності (9) за допомогою 

систем стеження, що відпрацьовують узгоджене з 
гіроскопами положення платформи. 

НA A  х хНA

Розгляд різних варіантів побудови інерційних 
систем [1–7], що відрізняються орієнтацією акселе-
рометрів і гіроскопів, призводить до певних відмін-
ностей в алгоритмах «ідеальної роботи». Однак ре-
зультати рішення за цими алгоритмами, що розріз-
няються вибором змінних, послідовністю обчислень 
тощо, призводять до результатів, що збігається з 
рішенням системи (7–8). 

Рівняння помилок інерційної системи. Отрима-
ємо рівняння помилок інерціальної системи у виро-
бленні геодезичних координат  і .  

Для матриці 
х

А   можемо записати: 

хх хх
А А А А  . (11)

Задаючись малими кутами повороту 

x y,  ,  z    системи координат x y z  відносно гео-

графічного тригранника та малими кутами повороту 

,  ,        системи координат   відносно інерці-

ального тригранника, маємо: 

z y

хх z x

y x

0

А Е Е 0

0

  
 

       
   

; 

T

0

А A Е Е 0

0

 

  

 

  
 

        
   

. 

Підставивши ці рівності в рівняння (11), знай-
демо: x x xx

А А А А        . 

Тоді маємо: 

x x xА А А       . (12)

Використовуючи (10), отримаємо: 

 x * *cos cos sin cos cos            .

Перетворення цих рівностей дає: 

e

e

x

y y

z y

;

cos ;

tg .cos





    

     


    









(13)

Тут використано позначення 

e ey sin cos        , причому 

e

e

e

* *

*

sin cos ;

cos sin ;

  

  

 



*

      
      
   

 (14) 

похибки екваторіальної системи координат. 
Співвідношення (13) виражають зв'язок між 

похибками інерціальної системи у виробленні коор-
динат ,  і курсу z  об'єкта, з одного боку, і 
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помилками побудови вертикалі та інерціального 
тригранника, – з іншого. Важливо, що ці співвідно-
шення мають універсальний характер, конкретний 
тип інерціальної системи визначають лише динамі-
чний характер і рівень складових похибок, що вхо-
дять в праву частину (13) [5; 13–14]. 

e е e

e e e

e e

u ;

u

.

 

  

 



;

    
   
  






(16)

Тут використано наближення , яке спра-

ведливе при малих швидкостях руху об'єкта. 
* u 

Помилки побудови інерціального тригранника 
визначаються не тільки відходами гіроскопів інерці-
альної системи, а й похибками визначення кутового 
положення їх кінетичних моментів. Тоді, матрицю 
А , що входить в праву частину (11), можна запи-

сати у вигляді  

Перші два рівняння (16) описують так званий 
добовий контур у формуванні похибок інерціальної 
системи.  

Висновки 

Н Н
А А А  , (15) 

Встановлено, що при вирішенні задачі навігації 
за допомогою інерційних навігаційних систем, що 
знаходяться під впливом гравітаційного поля Землі, 
невідома «аномальна» частина гравітаційного поля є 
джерелом похибок навігації.  

де 1 2 3Н Н Н  – система координат, пов'язана з дійс-

ним станом кінетичних моментів гіроскопів; НА – 

матриця кутів дрейфу гіроскопів інерціальної сис-
теми. 

Показано, що значні переваги є при викорис-
танні моделі аномального гравітаційного поля Землі 
випадкового поля, заданого на нескінченній площи-
ні. Це пов'язано, по-перше, зі спрощенням зв'язків 
між характеристиками поля, по-друге, з можливістю 
використання для випадкових полів на нескінченній 
площині компактних спектральних перетворень.  

Матриця 
Н

А   визначається похибками вимі-

рювання дійсного кутового положення векторів кі-
нетичних моментів. 

При малому рівні відповідних похибок матриця 
(15) визначається сумою кутів дрейфу гіроскопів і 
помилок вимірювання положення векторів кінетич-
них моментів, перетворених до малих кутах поворо-

ту системи координат 1 2 3Н Н Н  відносно   і сис-

теми   відносно 1 2 3Н Н Н .  

Удосконалено модель опису аномального гра-
вітаційного поля Землі, яка на відміну від існуючих, 
одночасно враховує збурення, що породжені як 
аномальним гравітаційним полем, так і інструмен-
тальними похибками чутливих елементів гіроскопів 
через введення випадкового ізотропного поля, зада-
ного на нескінченній площині.  

Введемо вектор кутової швидкості дрейфу гі-

роскопічного тригранника 1 2 3Н Н Н  відносно інер-

ційних осей, задавши його в проекціях 
е е
, , 

Отримані співвідношення щодо зв'язку між по-
хибками інерціальної системи у виробленні коорди-
нат і курсу об'єкта, з одного боку, і помилками по-
будови вертикалі та інерціального тригранника з 
іншого.  

е
   , 

на осі екваторіальної системи координат. 
Зберігши для кутів дрейфу гіроскопа позначен-

ня , ,     , після диференціювання (14) і прирівня-

вши відповідні похідні складовим швидкості дрей-
фу, отримаємо:  
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МОДЕЛЬ ПОГРЕШНОСТЕЙ НАВИГАЦИИ  
В АНОМАЛЬНОМ ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ ЗЕМЛИ 

С.В. Герасимов, Д.В. Макарчук, А.И. Костенко 

При решении задачи навигации с помощью инерционных навигационных систем, которые находятся под воздей-
ствием гравитационного поля Земли, неизвестная "аномальная" часть гравитационного поля является источником 
погрешностей навигации. При анализе точности инерциальной навигации возникает потребность в одновременном 
учете возмущений, порожденных как аномальным гравитационным полем, так и инструментальными погрешностями 
чувствительных элементов – гироскопов, акселерометров, описываемых, как правило, методами теории случайных 
процессов. Целью статьи является разработка модели погрешностей в аномальном гравитационном поле Земли. 

Установлено, что при анализе точности инерциальной навигации возникает потребность в одновременном учете 
возмущений, которые порождаются как аномальным гравитационным полем, так и инструментальными погрешно-
стями чувствительных элементов, методами теории случайных процессов.  

Показано, что значительные преимущества получаются при использовании модели аномального гравитационного 
поля Земли случайного поля, заданного на бесконечной плоскости. Это связано, во-первых, с упрощением связей между 
характеристиками поля, во-вторых, с возможностью использования для случайных полей на бесконечной плоскости 
компактных спектральных превращений.  

Усовершенствована модель описания аномального гравитационного поля Земли. Такая модель в отличие от суще-
ствующих одновременно учитывает возмущения, которые порождены как аномальным гравитационным полем, так и 
инструментальными погрешностями чувствительных элементов гироскопов через введение случайного изотропного 
поля, заданного на бесконечной плоскости.  

Получены соотношения связи между погрешностями инерциальной системы в выработке координат и курса объ-
екта, с одной стороны, и ошибками построения вертикали и инерциального трехгранника с другого. Приведенные ура-
внения погрешностей построения вертикали с учетом ошибок горизонтирования платформы с акселерометром. 

Ключевые слова: гравитационное поле Земли, модель, погрешности навигации, гироскопы, акселерометры. 

MODEL OF NAVIGATION ERRORS  
IN ANOMAL GRAVITATIONAL EARTH FIELD 

S. Herasimov, D. Makarchuk, A. Kostenko 

When solving the navigation problem with the help of inertial navigation systems that are under the influence of the Earth's 
gravitational field, the unknown "anomalous" part of the gravitational field is a source of navigation errors. When analyzing the 
accuracy of inertial navigation, there is a need for simultaneous consideration of perturbations generated both by an anomalous 
gravitational field and instrumental errors of sensory elements-gyroscopes, accelerometers, described, as a rule, by methods of 
the theory of random processes. The aim of the article is to develop a model of errors in the anomalous gravitational field of the 
Earth. 

It is established that when analyzing the accuracy of inertial navigation, there is a need for simultaneous consideration of 
perturbations that are generated both by an anomalous gravitational field and instrumental errors of sensing elements by meth-
ods of the theory of random processes. 

It is shown that significant advantages are obtained when using the model of the anomalous gravitational field of the Earth 
of a random field given on an infinite plane. This is due, first, to the simplification of the relationships between the characteris-
tics of the field, and secondly, to the possibility of using compact field transformations for random fields on an infinite plane. 

The model of the description of the anomalous gravitational field of the Earth is improved. Such a model, in contrast to the 
existing ones, simultaneously takes into account the perturbations that are generated both by the anomalous gravitational field 
and the instrumental errors of the sensing elements of gyroscopes through the introduction of a random isotropic field given on 
an infinite plane. 

Relationships between the errors of the inertial system in the development of coordinates and course of the object, on the 
one hand, and errors in the construction of the vertical and the inertial three polyhedron from the other are obtained. The re-
sulted equations of errors of construction of a vertical taking into account errors of platform horizon with an accelerometer. 

Key words: gravity field of Earth, model, errors of navigation, gyroscopes, accelerometers. 
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