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Экстремальное разбиение
комплексной плоскости с
фиксированными полюсами
Посвящается 70-летию профессора Юрия Борисовича Зелинского

Работа посвящена исследованию экстремальних проблем геометриче-
ской теории функций комплексного переменного, связанных с оценка-
ми функционалов, заданных на системах неналегающих областей.

Paper is devoted to extremal problems in geometric function theory of
complex variables associated with estimates of functionals defined on
systems of non-overlapping domains.

Задачи о максимизации произведения внутренних радиусов непере-
секающихся областей хорошо известны в геометрической теории функ-
ций комплексного переменного [1-14]. Одна из задач такого рода рас-
сматривается в данной статье.

Пусть N, R – множество натуральных и вещественных чисел, соот-
ветственно, C — комплексная плоскость, C = C∪{∞} — расширенная
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комплексная плоскость или сфера Римана. Пусть r(B, a) — внутрен-
ний радиус области B ⊂ C, относительно точки a ∈ B (см., напри-
мер, [1–4]). Пусть U1 := {z ∈ C : |z| ≤ 1} — единичный круг.

Рассмотрим следующую задачу.

Формулировка проблемы. Пусть a0 = 0, |a1| = . . . = |an| = 1,
ak ∈ Bk ∈ C, k = 0, n, где B0, . . . , Bn — взаимно непересекающиеся
области и B1, . . . , Bn — симметричны относительно единичной окруж-
ности. Требуется найти точную верхнюю грань произведения

rγ(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak).

При γ = 1 эта задача была поставлена, как открытая проблема в
работе [3]. Для n ≥ 2 и γ = 1 ее решил Л.В. Ковалев [5,6]. Следующая
теорема существенно дополняет результаты работ [5–7]. Имеет место
результат.

Теорема 1. Пусть γ ∈ (0, 2]. Для произвольно фиксированного набо-
ра взаимно неналегающих областей B0, B1, B2, таких, что 0 ∈ B0,
1 ∈ B1, −1 ∈ B2, причем области Bk, k ∈ {1, 2}, обладают сим-
метрией относительно единичной окружности {w ∈ C : |w| = 1},
справедливо неравенство

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) ≤

≤ 21−γ
[

22γ+6 · (2γ)γ

(2−
√
2γ)

1
2 (2−

√
2γ)2 · (2 +

√
2γ)

1
2 (2+

√
2γ)2

] 1
2

.

Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда B0, B1, B2,
являются круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −γw
4 + 2(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2
dw2. (1)

Доказательство. Пусть

Pk := {w : (−1)k+1Imw > 0}, k ∈ {1, 2}, D1 = P1 ∩ U1,

D2 = P2 ∩ U1, D3 = (C\U1) ∩ P1, D4 = (C\U1) ∩ P2, π(w) =
2w

1 + w2
.
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Тогда из определения функции π(w) вытекает, что

|π(w)| ∼ 2|w|, w → 0, w ∈ Pk,

|π(w)− 1| ∼ 1

2
|w − 1|2 , w → 1, w ∈ Pk.

Результат разделяющего преобразования области B0 относительно
функции π(w) и системы областей {Dk}4k=1 обозначим через B

(k)
0 ,

k = 1, 4; результат разделяющего преобразования области Bj ,
j ∈ {1, 2}, относительно функции 2w/(1 + w2) и системы областей
{Dk}4k=1, обозначим — B

(k)
1 , B

(k)
2 , k = 1, 4. Далее, используя соответ-

ствующие результаты работ [3, 4], имеем неравенства

r (B0, 0) ≤
[
1

2
r
(
B

(1)
0 , 0

)
· 1
2
r
(
B

(2)
0 , 0

)] 1
2

,

r (B1, 1) ≤
[
2r
(
B

(1)
1 , 1

)
2r
(
B

(2)
1 , 1

)
2r
(
B

(3)
1 , 1

)
2r
(
B

(4)
1 , 1

)] 1
8

,

r (B2,−1) ≤
[
2r
(
B

(1)
2 ,−1

)
2r
(
B

(2)
2 ,−1

)
2r
(
B

(3)
2 ,−1

)
2r
(
B

(4)
2 ,−1

)] 1
8

.

Отсюда

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) ≤
[
1

2
r
(
B

(1)
0 , 0

)
· 1
2
r
(
B

(2)
0 , 0

)] γ
2

×

×
[
2r
(
B

(1)
1 , 1

)
2r
(
B

(2)
1 , 1

)
2r
(
B

(3)
1 , 1

)
2r
(
B

(4)
1 , 1

)] 1
8 ×

×
[
2r
(
B

(1)
2 ,−1

)
2r
(
B

(2)
2 ,−1

)
2r
(
B

(3)
2 ,−1

)
2r
(
B

(4)
2 ,−1

)] 1
8

.

Поскольку области B1, B2, обладают симметрией относительно еди-
ничной окружности, тогда

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) ≤
[
1

2
r
(
B

(1)
0 , 0

)
· 1
2
r
(
B

(2)
0 , 0

)] γ
2

×

×
[(

2r
(
B

(1)
1 , 1

))2 (
2r
(
B

(2)
1 , 1

))2] 1
8

×
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×
[(

2r
(
B

(1)
2 ,−1

))2 (
2r
(
B

(2)
2 ,−1

))2] 1
8

.

Далее, используя несложные преобразования, получаем

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) ≤

≤ 2
[
2−2γr2γ

(
B

(1)
0 , 0

)] 1
4
[
r
(
B

(1)
1 , 1

)
r
(
B

(2)
1 , 1

)] 1
4 ×

×
[
2−2γr2γ

(
B

(2)
0 , 0

)] 1
4
[
r
(
B

(1)
2 ,−1

)
r
(
B

(2)
2 ,−1

)] 1
4 ≤

≤ 21−γ
[
r2γ
(
B

(1)
0 , 0

)
r
(
B

(1)
1 , 1

)
r
(
B

(1)
2 ,−1

)] 1
4 ×

×
[
r2γ
(
B

(2)
0 , 0

)
r
(
B

(2)
1 , 1

)
r
(
B

(2)
2 ,−1

)] 1
4

,

где B(k)
0 , B(k)

1 , B(k)
2 , k ∈ {1, 2}, — круговые области квадратичного

дифференциала

Q(z)dz2 = − (2− γ)z2 + γ

z2(z2 − 1)2
dz2 (2)

(0 ∈ B(k)
0 , 1 ∈ B(k)

1 , −1 ∈ B(k)
2 ). Поскольку γ ∈ (0, 2], тогда согласно

работам [1–3] справедливо неравенство

r2γ
(
B

(1)
0 , 0

)
r
(
B

(1)
1 , 1

)
r
(
B

(1)
2 ,−1

)
≤

≤ 22γ+6 · (2γ)γ · (2−
√
2γ)−

1
2 (2−

√
2γ)2 · (2 +

√
2γ)−

1
2 (2+

√
2γ)2 .

Отсюда
rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) ≤

≤ 21−γ
[
22γ+6 · (2γ)γ · (2−

√
2γ)−

1
2 (2−

√
2γ)2 · (2 +

√
2γ)−

1
2 (2+

√
2γ)2

] 1
4 ×

×
[
22γ+6 · (2γ)γ · (2−

√
2γ)−

1
2 (2−

√
2γ)2 · (2 +

√
2γ)−

1
2 (2+

√
2γ)2

] 1
4

=

= 21−γ
[
22γ+6 · (2γ)γ · (2−

√
2γ)−

1
2 (2−

√
2γ)2 · (2 +

√
2γ)−

1
2 (2+

√
2γ)2

] 1
2

.

Таким образом, основное неравенство теоремы 1 доказано. Осуществ-
ляя в (2) замену переменной по формуле z = 2w/(1 + w2), получаем
квадратичный дифференциал (1). Знак равенства проверяется непо-
средственно. Теорема 1 доказана.
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