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СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ МОМЕНТОВ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧАСТИЦ 
ПО СКОРОСТЯМ В РАЗРЕЖЕННОЙ СРЕДЕ ИНДУКЦИОННЫХ ИСТОЧНИКОВ 

ПЛАЗМЫ, ЭЛЕКТРОНОВ И ИОНОВ 
 
Названы основные отличия между процессами в разреженной среде электроракетных двигателей по 
сравнению с плотными газами в других реактивных двигателях. Показана необходимость описания 
процессов с более полным набором переменных и уравнений. Приведена общая форма записи уравнения 
момента произвольного порядка функции распределения по скоростям. Показана принципиальная не-
возможность получения замкнутой системы уравнений и необходимость внесения предположений 
той или иной силы для ее приближенного замыкания. Показано несоответствие принятых в рамках 
метода локального термодинамического равновесия способов приближенного замыкания системы ус-
ловиям предельно разреженной среды в электроракетных устройствах. Записана более детальная 
форма уравнений для сильно неравновесной среды. 
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Введение 

 
Особенностью процессов в электроракетных 

двигателях (ЭРД) по сравнению с воздушно-реак-
тивными или жидкостными ракетными двигателями 
является разреженность рабочей среды. Длины сво-
бодных пробегов относительно всех процессов в 
объеме превосходят размеры разрядного объема, что 
приводит к двум основным, требующим учета, от-
личиям по сравнению с двигателями с большим 
давлением рабочей среды: 

– преобладанием взаимодействия частиц с по-
верхностями или потенциальным слоем на границе 
плазмы с поверхностями или окружающей средой; 

– термодинамической неравновесностью ком-
понент, а значит необходимостью описания с ис-
пользованием большего количества параметров и 
большего количества уравнений с более детальной, 
чем в применении к плотным средам, записью как 
самих уравнений, так и граничных условий к ним. 

В данной работе сформулирована система 
уравнений моментов функции распределения вплоть 
до момента третьего порядка, которая может ис-
пользоваться при построении математических моде-
лей процессов в ЭРД.  

 
1. Уравнение момента функции  

распределения произвольного порядка 
 

Основными газодинамическими параметрами 
любой компоненты  в плазме являются концен-
трация  αn , среднемассовая скорость αV


 и тем-

пература αT . Соответственно, для отыскания на-
званных параметров требуется система уравнений 
с числом уравнений, совпадающим с числом не-
известных. 

Основой для вывода таких уравнений является 
кинетическое уравнение компоненты [1]: 
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где  f t, r, v   – функция распределения частиц по 
скоростям; 
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    – сила внешнего поля, действующая на 
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 – интеграл столкновений – изменение 

функции распределения в единицу времени в ре-
зультате столкновений; 

 , v  – операторы Гамильтона в пространстве 
координат и в пространстве скоростей: 
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Для записи уравнений моментов функции рас-
пределения введем сначала понятие момента ско-
рости ранга n: 
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Например: 
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- момент скорости нулевого ранга есть тензор 
нулевого ранга (скаляр): 

   0
α αv mm 

               (4) 
и представляет собой массу частицы; 

- момент скорости первого ранга есть тензор 
первого ранга (вектор): 

   1
α αv m vm  

              (5) 
и представляет собой импульс частицы; 

- момент скорости второго ранга есть тензор 
второго ранга: 
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не имеющий специального названия в механике, но 
связанный с энергией частицы – половина следа 
(суммы диагональных компонент) этого тензора 
равна кинетической энергии: 
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Моментом n-го ранга функции распределения 
 n
αM  [1] называют интеграл вида: 
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В данном случае момент 0-го ранга представ-
ляет собой плотность массы, момент 1-го ранга – 
плотность импульса, момент 2-ранга – плотность 
потока импульса. Здесь и в приведенных ниже урав-
нениях мы опускаем символы зависимости от коор-
динат и времени. Чтобы получить уравнение изме-

нения во времени момента  n
αM , умножим обе час-

ти кинетического уравнения (1) на    n
α vm   и про-

интегрируем по всем значениям скорости: 
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Интегрирование в (9) приводит к уравнению: 
 

 
n

n 1α
αt

M
M 

 


 

   
 n

n 1 nα α
α α

α

q
n E B

m t
M

M M
  

   


,     (10) 

где 
 n
α
t

M


 – изменение момента  n
αM   в единицу 

времени в результате столкновений. 

Символ  nΑ  в (1.23), (1.24) означает сим-

метричный тензор, образованный из тензора  nA   с 
помощью операции симметрии: 
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где  nΑ   – сумма исходного тензора  nΑ  и всех 
тензоров, получаемых путем перестановки индексов 
его компонент. 

Например, для тензора второго ранга имеем:  
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а для тензора третьего ранга:  
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Уравнение (10) представляет собой общую 
форму уравнения момента функции распределения 
произвольного порядка. 

 
2. Искусственно-замкнутые системы 

 
Момент функции распределения нулевого по-

рядка есть плотность массы. При n=0 в (10) имеем 
уравнение неразрывности: 
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где  M αρ  – плотность массы компоненты. 

Кроме искомой плотности массы уравнение 
неразрывности содержит также плотность импульса 
 V
αp , численно тождественную плотности потока 

массы – момент первого порядка функции распре-
деления. При n=1 в (10) имеем уравнение движения: 
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Кроме искомой плотности импульса уравнение 
движения содержит также плотность потока им-
пульса αΠ  (кинетический тензор) – момент второго 
порядка. При n = 2 в (10) имеем уравнение потока 
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импульса: 
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Кроме искомой плотности потока импульса 
уравнение потока импульса содержит также не 
имеющий специального названия третий момент 
функции распределения αQ . При этом в соответст-
вии с (7) сумма диагональных компонент (16) пред-
ставляет собой уравнение энергии: 
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где αq  – плотность потока энергии компоненты: 
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Система уравнений моментов функции распре-
деления оказывается принципиально не замкнутой и 
может использоваться в решении задач, только бу-
дучи замкнутой приближенно. При этом существу-
ют разные степени приближения, в которых такое 
описание возможно. 

Представленные в приведенных выше уравне-
ниях величины могут быть выражены через их зна-
чения в сопутствующей системе координат, в кото-
рой в данный момент в данной точке среднемассо-
вая скорость компоненты равна нулю: 

α α α α α αm n V VΠ P
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   ,      (20) 
где αP  – тензор давления компоненты; 

αG  – третий статический момент (называем его 
далее условно ”потоком давления”), равный момен-
ту αQ  в сопутствующей системе координат. 

При этом вместо уравнений потока импульса 
(16) можно использовать уравнение давления: 
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дополняя его уравнением потока давления: 
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где αW  – не имеющий специального названия чет-
вертый статический момент. 

Как уже было сказано, система уравнений мо-
ментов функции распределения может быть замкну-
та только приближенно.   

Известны нулевое и первое приближения мето-
да локального термодинамического равновесия 
(ЛТР) [1].  

В нулевом приближении ЛТР для предельно 
плотных сред распределения считается абсолютно 
равновесным. При этом давление αP  вырождается в 
скаляр с нулевыми не диагональными и равными 
друг другу диагональными компонентами, а поток 
давления αG  равен нулю, и замкнутой оказывается  
система уравнений неразрывности, движения и 
энергии.  

В первом приближении ЛТР для умеренно 
плотных сред тензорность давления учитывается, но 
с использованием известной записи, содержащей 
только производные проекций скорости по проекци-
ям координаты и слагаемое, соответствующее ре-
лаксации вязкости в столкновениях – вновь доста-
точным оказывается использование уравнения энер-
гии вместо уравнения давления, а для величины те-
плопроводности – использование записи, содержа-
щей только градиент температуры и слагаемое, со-
ответствующее релаксации теплопроводности в 
столкновениях. 

В отношении же к разреженным средам в ЭРД 
оба уровня приближений ЛТР неприемлемы. Ис-
пользоваться должна система уравнений неразрыв-
ности, движения, давления и потока давления. При 
этом приближенное замыкание системы возможно с 
учетом того, что даже при равновесном распределе-
нии четвертый статический момент αW  имеет не-
нулевое значение: 
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Обобщая приближенно (23) и на неравновесное 
распределение и подставляя его в (22), можно полу-
чить форму уравнения потока давления 
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не содержащую уже новых неизвестных. 
Приведенные уравнения содержат запись тен-

зора вязкости и вектора теплопроводности в качест-
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ве частных случаев: первое слагаемое во второй 
строке и правая часть (21) и последнее слагаемое 
левой части и правая часть (23). 

 
Выводы 

 
Записана система уравнений моментов функ-

ции распределения частиц по скоростям на уровне 
детальности, позволяющем описать неравновесный 
перенос импульса и энергии частиц в разреженной 
среде ЭРД. Нестационарная форма уравнений по-
зволяет, в том числе, моделировать процессы в ин-
дукционных ВЧ-устройствах в области ЭРД. 

Уравнение давления (21) представлено в работе 
[2], но без каких-либо рекомендаций к отысканию 

“потока давления” αG . Уравнение потока давления 
(22) и позволяющая в предположении (23) замкнуть 
систему уравнений моментов форма (24) получены в 
данной работе. 
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СИСТЕМА РІВНЯНЬ ФУНКЦІЇ РОЗПОДІЛУ ЧАСТИНОК ЗА ШВИДКОСТЯМИ  
У РОЗРІДЖЕНОМУ СЕРЕДОВИЩІ ІНДУКЦІЙНИХ ДЖЕРЕЛ ПЛАЗМИ, ЕЛЕКТРОНІВ ТА ІОНІВ 

С.Ю. Нестеренко, Ш. Рошанпур 
Названо основні відмінності між процесами у розрідженому середовища електроракетних двигунів по-

рівняно із щільними газами в інших реактивних двигунах. Показано необхідність описання процесів з більш 
повним набором змінних і рівнянь. Наведено загальну форму запису рівнянь моменту довільного порядку 
функції розподілу за швидкостями. Показано принципову неможливість отримання замкненої системи рів-
нянь і необхідність внесення припущень тої чи іншої сили для її наближеного замикання. Показано невідпо-
відність прийнятих в рамках методу локальної термодинамічної рівноваги способів наближеного замикання 
системи рівнянь умовам гранично розрідженого середовища в електроракетних пристроях. Записано більш 
детальну форму рівнянь для сильно розрідженого середовища. 

Ключові слова: функція розподілу, рівняння моментів, нерівноважний газ. 
 

PARTICLES VELOCITY DISTRIBUTION FUNCTION MOMENTS EQUATIONS SET IN RARIFIED 
MEDIUM OF INDUCTIVE SOURCES OF PLASMA, ELECTRONS AND IONS 

S.Yu. Nesterenko, Sh. Roshanpour 
The basic differences are named between the processes in rarefied environment of electric propulsion thrusters 

in comparison with dense gases in other jet engines. The necessity of the of processes description with more com-
plete set of variables and equations is shown. General form of arbitrary order moment of velocity distribution func-
tion is represented. Principal impossibility is shown to get the closed equations set as well as the necessity to input 
of the suppositions of different level for approximate closing of set. It is shown the nonconformance of usual in local 
thermal dynamics equilibrium ways of equation set approximate closing to the conditions of extremely rarified me-
dium in electric propulsion devices. More detailed form of equations is written for much rarified medium. 

Key words: distribution function, moments equations, non-equilibrium gas. 
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