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ТЕХНОЛОГІЙ ОЧИЩЕННЯ СТІЧНИХ ВОД 
У статті змодельовано процес очищення стічних вод з метою зменшення антропо-

генного навантаження на навколишнє середовище та раціонального використання природ-
них ресурсів. Розроблено математичну модель процесу поглинання токсичних забрудників
з рідинного середовища промислових підприємств пористою твердою фазою. У результаті
моделювання внутрішньо- та зовнішньодифузійного характеру поглинання запропоновано
механізм процесу сорбції в системі «рідина-сорбент», який дозволяє прогнозувати інтен-
сивність очищення забрудненого рідинного середовища.
Ключові слова: сорбція; коефіцієнт дифузії; природний сорбент; стічні води.
Форм. 10. Рис. 2. Літ. 11.

Игорь М. Петрушка, Александр И. Мороз, Катерина И. Петрушка
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

РЕСУРСОСБЕРЕГАЮЩИХ ТЕХНОЛОГИЙ
ОЧИСТКИ СТОЧНЫХ ВОД

В статье смоделировано процесс очистки сточных вод с целью снижения антропо-
генной нагрузки на окружающую среду и рационального использования природных ресурсов.
Разработана математическая модель процесса поглощения токсических загрязнителей с
жидкостной среды промышленных предприятий пористой твердой фазой. В результате
моделирования внутренне- и внешнедиффузионного характера поглощения предложен
механизм процесса сорбции в системе «жидкость-сорбент», который позволяет прогнози-
ровать интенсивность очистки загрязненной жидкостной среды.
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MATHEMATICAL MODELLING OF SAVING
TECHNOLOGIES FOR WASTEWATER TREATMENT

The article presents the mathematical modelling of wastewater treatment aimed at reducing
human impact on the environment and rational use of natural resources. The mathematical model
of the process of toxic pollutants absorption from liquid medium of industrial enterprises by porous
solid phase has been developed. As a result of modelling of internal and external diffusion nature
of absorption we propose the mechanism of sorption process in the "liquid-sorbent" system, which
allows predicting the intensity of cleaning the contaminated liquid medium.
Keywords: sorption; diffusion coefficient; natural sorbent; waste waters.

Постановка проблеми. Раціональне використання невідновних природних
ресурсів для забезпечення екологічної безпеки навколишнього середовища є
важливою задачею технологічних процесів. Разом з тим, доцільність впровад-
ження новітніх технологічних розробок має бути економічно обґрунтоване,
але й математично спрогнозоване щодо кінетики та механізму масообмінних
процесів, який базується на відомих кінетичних залежностях, що дає можли-
вість передбачити та регулювати інтенсивність сорбційних процесів, при
цьому раціонально використовувати природний ресурсний потенціал. 
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Згідно з техніко-економічними розрахунками, наведеними в програмі
«Про затвердження загальнодержавної програми розвитку мінерально-сиро-
винної бази України на період до 2030 року», потреба в мінерально-сировин-
них ресурсах базується на освоєнні новітніх технологій [1]. 

До такої мінеральної сировини належать і природні сорбенти. Проте їх
використання в природоохоронних технологіях (на прикладі бентонітових
мінералів) є мізерно мале і складає 4% в порівнянні з іншими галузями,
наприклад, ливарне виробництво – 52%, харчова промисловість – 6%, сіль-
ське господарство – 18% (рис. 1). 

Рис. 1. Використання бентонітовмісних глинистих мінералів
у промисловості [1]

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Доцільність, перспективність та
ефективність використання природних сорбентів доведена науковими праця-
ми таких вчених школи академіка Д.Р. Овчаренка [5; 7] (В.В. Манк [3; 4],
Л.М. Мельник [4], Ю.І. Тарасевич [7]).

Завдяки високорозвиненій поверхні пористій структурі такі мінеральні
сорбенти, як бентоніт, палигорськіт, глауконіт, проявляють високі адсорбцій-
ні, каталітичні та іонообмінні властивості і здатні селективно вилучати з вод-
них розчинів різні класи небезпечних речовин, в т.ч. і радіоактивні ізотопи [4;
5; 9]. 

Одним із важливих аспектів перспективності використання природних
мінералів для потреб різних галузей промисловості є їх нетоксичність.
Економічна доцільність використання цих реагентів у різних технологічних
процесах зумовлюється:
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- можливістю регулювання геометричної структури та хімічної природи
поверхні; 

- наявністю в Україні достатніх запасів у промислових родовищах і неви-
сокою вартістю мінералів. 

Незважаючи на великі запаси природних мінералів, важливою пробле-
мою їх раціонального використання є методи прогнозування кінцевого
результату, які базуються на моделюванні механізму процесу сорбції в системі
«рідина – тверда фаза».

Метою дослідження є побудова математичної моделі процесу сорбції в
системі «рідина – тверда фаза» на основі опису внутрішньо- та зовнішньоди-
фузійного механізму поглинання токсичних речовин з рідинних середовищ,
що дозволить прогнозувати кінетику процесу при використанні в якості
поглинача природних дисперсних сорбентів.

Основні результати дослідження. Моделювання механізму селективної
здатності природних сорбентів в системі «рідина – тверда фаза» з метою ней-
тралізації забрудника в основному залежить від перебігу кінетики цих проце-
сів [7; 8; 10]. Проте використання загальновідомих кінетичних рівнянь
адсорбції, які описують процес з достатньо довгим часом насичення адсор-
бенту, якщо тривалість процесу адсорбції є значно меншою від часу дифузії в
порах частинок адсорбенту, не дозволяє у повній мірі прогнозувати масо-
обмінний процес. Окрім цього, з огляду на невеликий ступінь насичення
адсорбенту за короткий час дифузійний опір в окремій частинці може бути
настільки малий, що найбільш значний опір створюється в зовнішньодифу-
зійній області. Це спричиняє необхідність прийняття до уваги саме цього
параметру при розрахунку математичної моделі на основі стандартних кіне-
тичних рівнянь.

Використання традиційних методів розрахунку швидкості масообмінних
процесів на основі експериментальних даних – це довготривалий та трудомі-
сткий процес з достатньо великою похибкою експерименту. Тому застосуван-
ня нестандартних підходів до прогнозування механізму та кінетики сорбцій-
них процесів створює можливість ефективнішого використання сорбційних
здатностей не тільки штучних, але і природних мінералів. 

Прогнозування процесу кінетики адсорбції на прикладі органічних син-
тетичних барвників та іонів стронцію і цезію зі стічних вод дозволяє встано-
вити швидкість досягнення рівноваги, максимальну сорбційну ємність адсор-
бенту для певного складу розчину, механізм сорбційного процесу та розраху-
вати коефіцієнти дифузії масообмінного процесу [9; 11].

Для розрахунку ступеня досягнення адсорбційної рівноваги (F) ми вико-
ристовували модель гелевої дифузії з обмеженого об’єму в елементарну
частинку адсорбента кулястої форми : 

(1)

де Dвн – коефіцієнт внутрішньої дифузії, м2/с; t – час сорбції, с; R2 – радіус

зерна адсорбенту, м.
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При цьому розрахунок коефіцієнта внутрішньої дифузії проводився на
основі розробленої математичної моделі, в якій t представляє собою безроз-
мірний час і є аналогом числа Фур'є. 

(2)

де t – час сорбції, с; Dвн – коефіцієнт внутрішньої дифузії, м2/с; R – радіус

частинки, м; rs – густина твердої пористої фази, кг/м3; ep – пористість частин-

ки, м3/м3.
Таким чином, коефіцієнт внутрішньої дифузії визначається за залежністю:

(3)

де mn – корені характеристичного рівняння; a – коефіцієнт заповнення пор
адсорбента забрудником, який визначається за формулою:

(4)

Розрахувавши коефіцієнт внутрішньої дифузії та коефіцієнт масовіддачі,
можна оцінювати лімітуючу стадію процесу сорбції з розчину токсичного ком-
поненту твердою пористою фазою на основі числового значення критерія Біо. 

Оскільки найбільш важливою для зовнішньодифузійних процесів є
площа поверхні сорбента, величину загальної поверхні всіх частинок для кож-
ної із фракцій визначали за залежністю:

(5)

де mч – маса частинок, кг; dс – середній діаметр частинок адсорбенту, м; rч –

густина частинок адсорбенту, кг/м3. 
Загальна маса частинок рівна сумі мас частинок окремих фракцій:

(6)

Середній діаметр частинок сорбенту визначали з залежності:

(7) 

Гідродинаміку процесу сорбції можна змінювати шляхом перемішування,
в результаті опір можна зменшити за рахунок турбулізації потоків системи.
Відомо, що в процесі обтікання твердого тіла рідиною поблизу твердої поверх-
ні виникає дифузійний пограничний шар, який створює затухання турбулент-
них пульсацій по мірі наближення до границі розділу фаз [2; 10]. Тобто у тур-
булентних потоках зовнішньої фази перенесення речовини відбувається в
основному шляхом міграції елементарних вихорів, які переміщують макро-
скопічні об’єми середовища, створюючи хаотичний перерозподіл твердої
фази. В даному випадку розрахунок коефіцієнту турбулентної дифузії усклад-
нюється і його прирівнюють до числа Рейнольдса в рідкій фазі, яка перемішу-
ється, що збільшує похибку досліджень.
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Для прогнозування інтенсивності зовнішньодифузійного процесу, а
також перевірки адекватності експериментальних даних теоретичним, нами
використана методика розрахунку теоретичного коефіцієнту масовіддачі на
підставі теорії локальної ізотропної турбулентності для апаратів з механічни-
ми пристроями, яка характерна для процесу розчинення твердих частинок,
розміри яких перевищують товщину дифузійного пограничного шару [2]. 

Згідно з цією методикою, коефіцієнт масовіддачі bр може бути розрахова-
ний з врахуванням таких важливих чинників, як питома енергія дисипації
твердої дисперсії, а відповідно і фізико-хімічних характеристик середовища та
гідродинамічних і геометричних параметрів процесу перемішування: 

(8) 

де e0 – питома енергія дисипації –                          n – кінематична в'язкість ріди-

ни, м2/с;                 – число Шмідта; D – коефіцієнт дифузії забрудника в роз-

чині, м2/с.
Коефіцієнт дифузії забрудника в розчині визначали за залежністю Уілка-

Чанга [2]:

(9)

де T – температура, К; х – параметр асоціації молекул, який характеризує роз-
чин, г/дм3; Мводи – молекулярна маса води, г/моль; m – динамічний коефіці-

єнт в’язкості води, Па х с; n – мольний об’єм дифундуючої речовини,
см3/моль.

Потужність на перемішування враховує геометричні розміри перемішую-
чих пристроїв та гідродинаміку потоку відносно числа Рейнольдса: 

(10) 

де KN – коефіцієнт перемішування, який залежить від числа Рейнольдса; r –

густина рідини кг/м3; dм – діаметр мішалки, м; n – число обертів мішалки,

об/хв.
На рис. 2 представлено експериментальні та розрахункові значення кое-

фіцієнтів масовіддачі b в залежності від числа обертів n. Отримані залежності,
які лежать в однаковій площині, дозволяють стверджувати про адекватність
запропонованої методики розрахунку коефіцієнта масовіддачі з метою про-
гнозування інтенсивності процесу сорбції. 

Незначне відхилення теоретичних даних від експериментальних
пояснюється різницею величини радіальної сепарації твердих частинок біля
стінок перемішуючого апарату і в центрі, яка характерна для апаратів малого
діаметру без відбивних перегородок.
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Рис. 2. Залежність числа обертів від коефіцієнта масовіддачі
для модельного розчину «забрудник – сорбент», авторська розробка

Внаслідок цього явища спостерігається збільшення коефіцієнту масовід-
дачі в порівнянні з розрахунковим. Для кореляції даних автори [9] рекомен-
дують вводити поправочний коефіцієнт kb, значення та визначення якого

пов'язане з радіальною неоднорідністю розподілу часток. Автори роботи
стверджують, що чим менші розміри апарату, тим вище значення коефіцієнта
kb. 

Таким чином, враховуючи поправочний коефіцієнт kb, значення експери-

ментального коефіцієнту масовіддачі будуть наближатись до теоретичного
коефіцієнта масовіддачі. Запропонована методика теоретичного визначення b
може бути рекомендована для оцінки коефіцієнта масовіддачі в процесі
адсорбції на дрібнодисперсній фракції сорбенту, що протікає в зовнішньоди-
фузійній області. 

Висновок Запропоновані математичні моделі дають змогу встановити
лімітуючу стадію процесу сорбції шляхом розрахунку коефіцієнтів дифузії, а
також на основі теорії локальної ізотропної турбулентності отримати зов-
нішньодифузійні параметри, що дозволяє прогнозувати ефективність та еко-
номічну доцільність використання природних сорбентів для очищення
забруднених рідинних середовищ.
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