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АПРОКСИМАТИВНА МОДЕЛЬ ЗАДАЧI
РЕКОНСТРУКЦIЇ ЗОБРАЖЕНЬ

Вступ
Покращення зорової якостi цифрових зображень внаслiдок їх просто-

рової iнтерполяцiї є одним з найважливiших питань в сучасному розви-
тку цифрових вiдеотехнологiй та вiдеосистем. Тому актуальною є розроб-
ка нових пiдходiв до побудови алгоритмiв змiни просторової щiльностi
пiкселiв. Розглядається один з таких пiдходiв, що грунтується на дво-
етапнiй схемi просторової iнтерполяцiї. На першому етапi розв’язується
задача каркасної iнтерполяцiї, яка полягає у вiдтвореннi iнтерпольова-
ного зображення в околi тiєї частини топографiчної карти, яка мiстить
вихiдний масив пiкселiв. Ця множина називається каркасом i має гу-
сто перфорований характер. На другому етапi проблема полягає у вiд-
твореннi результуючого зображення поза межами каркасу. Ця задача
називається задачею реконструкцiї цифрових зображень. Дослiдженню
апроксимативної моделi цiєї задачи i присвячена дана робота.

Постановка задачi реконструкцiї зображень
Нехай I ∈ BV (∆) — довiльне допустиме зображення, де ∆ = [0,W ] ×

[0, H ] i supp I = ∆. Нехай I∗ ∈ D′(∆) є каркасною iнтерполяцiєю цього
зображення, для якої виконуються умови

< I∗, θ >=

Z

B

I∗(x)θ(x) dx для всiх θ ∈ D(B), I∗ ∈ BV (B).

Тут B = intΩ, де Ω — допустимий каркас для зображення I, Ω ⊂
∆, suppI∗ = Ω. Тодi проблемою реконструкцiї зображення I будемо на-
зивати задачу iнтерполяцiї функцiї I∗ : Ω → R на множину ∆ \ Ω, при
якiй результуюче зображення задовольняло б принципу "неперервного
продовження" Gestaltist’a (the Good Continuation Principle of Gestaltist)
[3], згiдно з яким вiзуальне сприйняття будь-якого зображення зберiгає
гладку неперервнiсть всiх контурiв, замiсть рiзких та обривистих їх змiн.

Нехай θ∗ є векторним полем градiєнтiв функцiї I∗ на B, яке задоволь-
няє наступнi умови:

θ∗ ∈ L∞(B,R2), |θ∗| ≤ 1, div θ∗ ∈ L∞(B), (1)

(θ∗,D I∗) = |D I∗| як мiри на B. (2)

Ми будемо завжди припускати, що θ∗ має слiд на границi множини Ω.
Проте, за побудовою границя каркаса ∂B завжди пiдлягає декомпозицiї
на двi складовi ∂B = ∂Bext ∪ ∂Bint, де ∂Bext = ∂B ∩ ∂∆ = ∂∆. В зв’язку
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з цим вважатимемо, що є заданими двi функцiї g ∈ L∞(∂Bext) та g0 ∈
L∞(∂Bint) такi, що

‖g‖L∞(∂Bext) < 1; ‖g0‖L∞(∂Bint) < 1

θ∗ · ν∆ = g майже скрiзь на ∂Bext, θ∗ · νB = g0 майже скрiзь на ∂Bint.

Задача реконструкцiї зображення полягає в визначеннi функцiї u :
∆ → R та векторного поля θ : Q → R

2 таких, що θ є продовженням поля
θ∗ на множину eΩ = int ∆ \Ω, при якому

1) функцiя θ · νB : ∂Bint → R є близькою за метрикою L∞(∂Bint) до
функцiї g0;

2) |θ(x)| ≤ 1 та θ ·Du = |Du| майже скрiзь на ∆;

3) кривизна лiнiй рiвнiв u(x) = λ, λ ∈ R в областi ∆ повинна бути
мiнiмальною, тобто

‖div θ‖L∞(∆) → inf .

Таким чином, поле θ : ∆→ R
2 повинно, з однiєї сторони, успадковувати

геометрiю поля градiєнтiв функцiї u, а з iншої, на границi ∂Bint бути
близьким до поля θ∗. Зауважимо також, що виконання умови |θ(x)| =
1 ∀ x ∈ ∆ в загальному випадку неможливо. Дiйсно, якщо u(x) = const,
що є типовим для дiлянок зображення з постiйною iнтенсивнiстю, то
θ(x) = 0. Отже, його нормалiзацiя за правилом θ = Du/|Du|, що є типовим
для гладких функцiй, неможлива.

Для формальної постановки задачi введемо наступнi простори:

X(Q) =
˘
z ∈ L∞(Q,R2) : div(z) ∈ L∞(Q)

¯
,

LBV (Q) =
˘
u ∈ L 2(Q) : Tk(u) ∈ BV (Q), ∀ k > 0

¯
,

де оператор зрiзки Tk означено як Tk(r) =
ˆ
k − (k − r)+

˜
sign0(r), та простiр

Wξ(∆) =
˘
(u, θ) : u ∈ BV (∆), θ ∈ X(∆), ‖ div θ‖L∞(∆) ≤ ξ,

|θ(x)| ≤ 1, θ ·Du = |Du|, θ · ν∆ = g на ∂∆
o
. (3)

На елементах просторуWξ(∆) означимо функцiонал

J(u, θ) =

Z

∆

|div θ|2(γ + β|∇k ∗ u|)dx+ α

Z

∆

|Du| − α
Z

∂∆

g u ∂H+

+ τ ess sup
x∈∂Bint

|θ · νB − g0|+ λ

Z

B

|u− I∗|2dx. (4)

Тут γ, α, τ, λ, β — додатнi ваговi коефiцiєнти (β ≥ 0), k ∈ C1(∆) —
регуляризуюче ядро таке, що k(x) > 0 всюди на eΩ. Через∇k ∗u позначено
оператор згортки

∇k ∗ u =

Z

∆

∇k(x− y)u(y)dy.
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Означення 1 Будемо казати, що зображення I0 ∈ D′(∆) є результатом
реконструкцiї за каркасною iнтерполяцiєю його дискретних значень на
дискретнiй сiтцi ∆WH , якщо

< I0, ϕ >=

Z

∆

I0(x)ϕ(x)dx для всiх ϕ ∈ D(∆), I0 ∈ BV (∆),

де

I0(x) =


u0(x), x ∈ eΩ,
I∗(x), x ∈ Ω,

(5)

а пара (u0, θ0) є розв’язком наступної варiацiйної задачi

J(u0, θ0) = inf
(u,θ)∈Wξ(∆)

J(u, θ). (6)

Наведемо деякi пояснення щодо вибору структури цiльового фун-
кцiоналу (6). Перш за все зауважимо, що наявнiсть в ньому виразу
ess supx∈∂Bint

|θ · νB − g0| продиктована принципом “неперервного про-
довження” Gestaltist’a [3], згiдно з яким тi лiнiї рiвня, якi перетинають
границю ∂Bint каркасу Ω повиннi зберiгати свiй напрям близьким до
g0 = ∇I∗ · νB на ∂Bint. Терм λ

R
B
|u − I∗|2 dx є релаксацiйною формою

умови близькостi функцiй u та I∗ на множинi B. Що торкається виразу
M =

R
∆
|div θ|2(γ + β|∇k ∗ u|) dx+ α

R
∆
|Du|, то значення оператора дивер-

генцiї div : X(∆) → L∞(∆) на розподiленнях θ ∈ X(∆) зазвичай асоцiю-
ють з кривизною лiнiй рiвня u(x) = const реконструйованого зображення
([3]). Отже, мiнiмiзацiя виразу M передбачає такий спосiб реконструкцiї
зображення, при якому кривизна лiнiй рiвнiв була би мiнiмальною.

Вiдомо, що на класi функцiй з обмеженою варiацiєю поставлена задача
має розв’язок. При цьому пара (u,−div θ) належить графiку оператора B,
який визначається за правилом: пара (u, v) належить графiку оператора
B, якщо u ∈ LBV (Q), v ∈ L∞(Q) i при цьому iснує розподiлення θ ∈ X(Q)
таке, що div θ = −v в D′(Q), θ ·DTk(u) = |DTk(u)| ∀k > 0, θ · νQ = g майже
скрiзь на ∂Q. Але виникає питання, як визначити векторне поле θ на
тих дiлянках, де зображення має постiйну iнтенсивнiсть (∇u = 0), або
∇u взагалi не iснує.

Розглянемо наступну параметризовану задачу умовної мiнiмiзацiї

Jε(u) =

Z

eΩ

˛̨
˛̨
˛div

 
Dup

ε2 + |Du|2

!˛̨
˛̨
˛

2

(γ + β|∇k ∗ u|)dx+

+ α

Z

∆

|Du| − α
Z

∂∆

gudH+

+ τ ess sup
x∈ ∂Bint

˛̨
˛̨
˛

Dup
ε2 + |Du|2

· νB − DI∗p
ε2 + |DI∗|2

· νB

˛̨
˛̨
˛+

+ λ

Z

B

|u− I∗|2dx→ inf (7)

114 ISSN 1562-9945



“АСАУ” – 10(30) 2007

на множинi ‚‚‚‚‚div

 
Dup

ε2 + |Du|2

!‚‚‚‚‚
L∞(∆)

≤ ξ

Dup
ε2 + |Du|2

· ν∆ = g на ∂∆

9
>>>=
>>>;

(8)

Покажемо, що ця задача може розглядатися як апроксимативна модель
для задачi реконструкцiї статичних зображень (6). При цьому, за своїм
змiстом, термiн "апроксимацiя" означає, що розв’язки задачi (7)–(8) пря-
мують при ε→ 0 до розв’язку вихiдної задачi реконструкцiї зображень в
певнiй топологiї.

Про оператор div

(

Du
√

ε2 + |Du|2

)

в L
2(∆).

Перш за все зауважимо, що виходячи з означення простору Wξ(∆),
пара (u, θ) вважається допустимою, якщо u ∈ BV (∆), а вектор-функцiя θ
вiдiграє роль градiєнта u, який в загальному випадку може не iснувати.
Для того, щоб означити ∇u та надати йому певний сенс, скористаємося
наступним вiдомим результатом [1]:

Лема 1 Нехай u — довiльний представник простору TBV (∆), де

TBV (∆) =
˘
y ∈ L1(∆) : Tk(y) ∈ BV (∆) ∀ k > 0

¯
.

Тодi знайдеться єдина вихiдна вектор-функцiя v : ∆ → R
2 така, що

∀ k > 0
∇Tk(u) = v · χ{|u|<k} майже скрiзь на ∆. (9)

Приймаючи до уваги цей факт, з кожною функцiєю u ∈ TBV (∆) бу-
демо пов’язувати її градiєнт ∇u як єдину функцiю v, яка задовольняє
спiввiдношення (9).

Введемо наступнi позначення:

aε(η) =
ηp

ε2 + |η|2
, fε(η) =

p
ε2 + |η|2, η ∈ R

2.

Зауважимо, що тепер для кожної функцiї u ∈ TBV (∆) можна означи-
ти aε(∇u) i при цьому ‖aε(∇u)‖R2 ≤ 1 майже скрiзь на ∆. Отже,

aε(∇u) ∈ L∞(∆,R2) i ‖aε(∇u)‖L∞(∆, R2) ≤ 1.

Позначимо через P клас всiх неспадних Lipschitz-неперервних фун-
кцiй p : R→ R таких, що p ′(s) ∈ {0; 1} i

{r ∈ R : p ′(r) = 1} =
m[

j=1

(aj , bj), де a1 < b1 < a2 < ... < bm.

Легко бачити, що для довiльного w ∈ LBV (∆) та довiльної функцiї
p ∈ P буде справедливим включення p(w) ∈ BV (∆) [2]. Отже, з однiєї
сторони iснує векторнозначна мiра Радона Dp(w) [4], яка задовольняє
умову ‖Dp(w)‖(∆) =

R
∆
|Dp(w)| < +∞. А з iншої, можна означити градiєнт
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∇p(w) у вiдповiдностi до правила (9). В зв’язку з цим введемо до розгляду
наступну мiру на ∆ (як лiнiйний неперервний функцiонал на C1

0 (∆))

z ·DSp(w) = (z ·Dp(w))− (z,∇p(w))R2 dx (10)

∀z ∈ X(∆), ∀w ∈ LBV (∆), ∀p ∈ P .
Тут

〈(z ·Dp(w)), ϕ〉 = −
Z

∆

div(zϕ)p(w) dx.

Означення 2 Будемо казати, що пара функцiй (u, v) належить графiку
оператора Bε (скорочено (u, v) ∈ Graph(Bε)), якщо:

u ∈ TBV (∆) ∩ L2(∆), v ∈ L∞(∆), aε(∇u) ∈ X(∆),

i при цьому
div aε(∇u) = −v в D′(∆),

aε(∇u) ·DSp(u) =
˛̨
DSp(u)

˛̨
∀p ∈ P ,

aε(∇u) · ν∆ = g майже скрiзь на ∂∆.

9
=
; (11)

Зауважимо, що таке означення оператора є коректним, оскiльки за
побудовою TBV (∆)∩L2(∆) ≡ LBV (∆), а мiра aε(∇u) ·DSp(u) задовольняє
всiм умовам свого iснування.

Наведемо деякi властивостi оператора Bε.

Твердження 1 Нехай послiдовнiсть {(un, vn) ∈ GraphBε}n∈N є такою,
що:

1) un → u сильно в L1(∆) при n→∞;
2) sup

n
‖vn‖L∞(∆) ≤ C;

3) sup
n
‖Dp(un)‖(∆) ≤ C ∀p ∈ P ,

9
>=
>;

(12)

де C — деяка додатна величина. Нехай також aε(∇un) ⇀ aε(∇u) в ∗-
слабкiй топологiї L∞(∆,R2). Тодi

∇un → ∇u майже скрiзь в ∆. (13)

Справедливiсть цього твердження неважко встановити, залучаючи
технiку доведення, наведену в [1].

Твердження 2 Оператор Bε замкнений в L2(∆) × L∞(∆), а саме, якщо
(un, vn) ∈ Graph(Bε) ∀n ∈ N i при цьому un → u сильно в L2(∆), vn ⇀ v ∗-
слабко в L∞(∆), то (u, v) ∈ Graph(Bε).

Твердження 3 Оператор Bε є акретивним в L2(∆), тобто для будь-

якого f ∈ L2(∆) iснує єдиний розв’язок u ∈ L2(∆) включення

u+ Bεu ∋ f (14)

i при цьому виконується оцiнка

‖u− bu‖L2(∆) ≤ ‖f − bf‖L2(∆), (15)

де через bu позначено розв’язок (14), який вiдповiдає правiй частинi bf ∈
L2(∆).
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Наступний результат є важливим для подальшого конструювання
апроксимативної моделi для задачi реконструкцiї зображень.

Твердження 4 Нехай (u, v) — довiльна пара, яка належить графiку опе-
ратора B, тобто знайдеться θ ∈ X(∆), |θ| ≤ 1 така, що

v = −div θ, θ · ν∆ = g,
θ ·DTk(u) = |DTk(u)| ∀ k > 0.

ff
(16)

Нехай f = u+ v i покладемо uε як єдиний розв’язок рiвняння

U − div aε(∇U) = f в ∆,
aε(∇U) · ν∆ = g на ∂∆.

ff
(17)

Тодi uε → u, div aε(∇uε)→ v в L2(∆),Z

∆

|DTk(uε)| −
Z

∂∆

guε dH →
Z

∆

|DTk(u)| −
Z

∂∆

gudH (18)

при ε→ 0 ∀ k > 0. Окрiм цього, якщо f ∈ L∞(∆), то uε обмеженi в L∞(∆).

Конструювання апроксимативної моделi для задачi
реконструкцiї зображень

Нехай ε > 0 — довiльне число. Введемо до розгляду простiр

Wε, ξ(∆) = {(uε, θε) : uε ∈ BV (∆) ∩Dom(Bε),

θε = aε(∇uε), ‖div θε‖L∞(∆) ≤ ξ
¯
. (19)

На просторi BV (∆)× L∞(∆,R2) означимо функцiонал

Jε(u, θ) =

Z

∆

|div θ|2(γ + β|∇k ∗ u|) dx+ α

Z

∆

|Du| − α
Z

∂∆

g u dH+

+ τ‖θ · νB − g0‖L∞(∂Bint) + λ

Z

B

|u− I∗|2dx, (20)

якщо (u, θ) ∈ Wε,ξ(∆), i

Jε(u, θ) = +∞ для всiх (u, θ) ∈ BV (∆)× L∞(∆,R2) \ Wε,ξ(∆).

Тут γ, α, τ та β — заданi додатнi величини (β ≥ 0). В повнiй аналогiї до
задачi (6) можна встановити, що при кожному ξ > 0 знайдеться λ > 0
таке, що розв’язнiсть задачi

inf
(u, θ)∈Wε,ξ(∆)

Jε(u, θ) (21)

рiвносильна непустотi множини допустимих парWε,ξ(∆).
Таким чином, задача (21) є розв’язною тодi i тiльки тодi, коли зна-

йдеться принаймнi одна пара (uε, θε), яка належить множинi Wε,ξ(∆).
Позначимо через (u0

ε, θ
0
ε) — мiнiмiзант в задачi (21). Нехай {ε} — утво-

рюють спадну послiдовнiсть дiйсних додатних чисел, якi прямують до
нуля. Нехай {(u0

ε, y
0
ε) ∈ Wε,ξ(∆)}ε> 0 — вiдповiдна послiдовнiсть мiнiмi-

зантiв для задач (21). Оскiльки при ε = 0 задача (21) вироджується в
задачу реконструкцiї зображень (6), то виникає закономiрне питання про
граничнi властивостi послiдовностi

{(u0
ε, y

0
ε) ∈ Wε,ξ(∆)}ε> 0. (22)
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Твердження 5 Послiдовнiсть мiнiмiзантiв (22) мiстить пiдпослiдов-
нiсть (збережемо для неї такi ж позначення) таку, що

u0
ε → u0 сильно в Lr(∆), ∀ r ∈ [1; 2);

θ0ε → θ0 ∗ -слабко в L∞(∆,R2),

де пара (u0, θ0) належить множинi Wξ(∆) i є розв’язком задачi рекон-
струкцiї зображення (6).

Доведення. За аналогiєю з задачею (6) можна показати, що функцiонали
Jε рiвномiрно обмеженi знизу, тобто знайдеться константа bC ≥ 0 така, що

Jε(u
0
ε, θ

0
ε) = inf

(u, θ)∈Wε,ξ(∆)
Jε(u, θ) ≥ bC ∀ ε > 0.

Покажемо, що в цьому випадку послiдовностiZ

∆

|div θ0ε |2dx
ff

ε>0

,

Z

∆

|Du0
ε | −

Z

∂∆

g u0
ε dH

ff

ε>0

,
n
‖θ0ε · νB − g0‖L∞(∂Bint)

o
ε>0

,
˘
‖u0

ε − I∗‖L2(B)

¯
ε>0

,

9
>=
>;

(23)

будуть рiвномiрно обмеженими зверху. Для цього скористаємся твердже-
нням з роботи [1], згiдно з яким для довiльного f ∈ L2(∆) знайдеться
єдина функцiя u ∈ L2(∆) та розподiлення z ∈ L∞(∆,R2) : (z · Du) =
|Du|, z · ν∆ = g на ∂∆ такi, що

1

ρ(x)
u− µ div z =

1

ρ(x)
f в ∆,

де µ > 0, ρ(·) ∈ C(∆, ρ(x) > 0 ∀x ∈ ∆. Покладемо в останньо-
му спiввiдношеннi ρ(x) = 1, f = 0, µ = 1. Тодi знайдеться єдина пара
(u, θ) ∈ L2(∆)× L∞(∆,R2) така, що

u = −div θ.

Нехай Uε — єдиний розв’язок рiвняння (17) при f = u − div θ = 0. Тодi,
виходячи з твердження (4), отримуємо

Uε → u, div aε(∇Uε)→ v = −div θ в L2(∆),
Z

∆

|DTk(Uε)| −
Z

∂∆

gUεdH →
Z

∆

|DTk(u)| −
Z

∂∆

gu dH ∀ k > 0

при ε→ 0. Отже, приймаючи до уваги (20), маємо
Jε(Uε, aε(∇Uε))→ J(u, θ) при ε→ 0.

Проте Jε(Uε, aε(∇Uε)) ≥ inf
(u, θ)∈Wε,ξ(∆)

Jε(u, θ) = Jε(u
0
ε, θ

0
ε) для кожно-

го ε > 0. Оскiльки послiдовнiсть {Jε(Uε, aε(∇Uε))} є збiжною, то вона
обмежена (рiвномiрно вiдносно ε). Отже буде обмеженою i послiдовнiсть
{Jε(u

0
ε, θ

0
ε)}ε>0, яка є мiнорантою для вихiдної. Тим самим показано, що

знайдеться постiйна C > 0, яка не залежить вiд ε, така, що

sup
ε

Z

∆

| div θ0ε |2dx ≤ C, sup
ε

˛̨
˛̨
Z

∆

|Du0
ε | −

Z

∂∆

gu0
ε dH

˛̨
˛̨ ≤ C,

sup
ε
‖θ0ε · νB − g0‖L∞(∂Bint) ≤ C, sup

ε
‖u0

ε − I∗‖L2(B) ≤ C,

sup
ε
‖θ0ε = aε(∇u0

ε)‖L∞(∆,R2) ≤ 1.
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Тепер, залучаючи теорему Банаха-Алаоглу та результат щодо компактно-
стi вкладення BV (∆) в Lr(∆) ∀r ∈ [1; 2), можна вибрати з {(u0

ε, θ
0
ε)} пiд-

послiдовнiсть (збережемо попереднi позначення) таку, що

u0
ε → eu в Lr(∆), r ∈ [1; 2),

θ0ε → eθ ∗ -слабко в L∞(∆,R2),

div θ0ε → div eθ слабко в L2(∆).

9
=
; (24)

Оскiльки оператор Bε є замкненим (див.твердження (2)), то отримуємо

eθ · ν∆ = g майже скрiзь на ∂∆.

Що стосується тотожностi

eθ ·DTk(eu) = |DTk(eu)| ∀ k > 0,

то її справедливiсть випливає з твердження (4), якщо покласти в ньо-
му f = eu − div eθ. Тим самим встановлено, що гранична пара (eu, eθ) для
послiдовностi мiнiмiзантiв {(u0

ε, θ
0
ε)}ε>0 належить множинiWξ(∆). Тепер

покажемо, що (eu, eθ) є розв’язком задачi реконструкцiї зображеннь (6).
Нехай (u, θ) — довiльний представник множиниWξ(∆). Оскiльки для

довiльного k > 0 маємо

(Tk(u), θ) ∈ Wξ(∆) i J(Tk(u), θ)→ J(u, θ) при k →∞,
то для доведення поставленого твердження досить показати, що

J(eu, eθ) ≤ J(u, θ)

при будь-яких (u, θ) ∈ Wξ(∆) таких, що u ∈ L∞(∆).
В роботi [1] показано, що якщо при кожному значеннi µ > 0 uµ та

vµ ∈ Buµ є такими, що
1

ρ(x)
uµ + µvµ =

1

ρ(x)
f, (25)

де f ∈ L2(∆)∩Dom(B), то для будь-якого p ≥ 1 є справедливими наступнi
оцiнки:

„Z

∆

up
µ(x)

ρ(x)
dx

«1/p

≤
„Z

∆

|f |p
ρ(x)

dx

«1/p

+ µC

„Z

∆

1

ρ
dx

«1/p

, (26)

‖vµ‖Lp(∆, ρ) ≤ ‖Bf‖Lp(∆, ρ), (27)

vµ → Bf в Lp(∆) при µ→ 0.

Покладемо в (25) µ = 1
n
, f = u i ρ(x) = 1. Нехай (un, vn = −div θn) — пара,

яка задовольняє рiвняння (25). Тодi в силу оцiнок (27) {un} є обмеженими
в Lp(∆) для будь-якого p, тобто {un} ∈ L∞(∆). Аналогiчно заключаємо,
що

div θn → div θ = Bu,
Z

∆

|Dun| −
Z

∂∆

gun dH→
Z

∆

|Du| −
Z

∂∆

gu dH.

Таким чином
J(un, θn)→ J(u, θ).
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Тепер застосуємо твердження (4) до випадку, коли f в (17) взяти у виглядi

f = fn = un − div θn.

Оскiльки за побудовою fn ∈ L∞(∆) ∀ n ∈ N , то пари (uε,n, θε,n) як єди-
ний розв’язок задачi (17) є такими, що uε,n ∈ DomBε,

uε,n → un, div aε(∇uε,n)→ div θn в L2(∆),
Z

∆

|DTk(uε,n)| −
Z

∂∆

guε,n dH →
Z

∆

|DTk(un)| −
Z

∂∆

gun dH

при ε→ 0. Отже

Jε(uε,n, θε,n)→ J(un, θn) при ε→ 0. (28)

Проте
Jε(uε,n, θε,n) ≥ inf

(u, θ)∈Wε,ξ(∆)
Jε(u, θ) = Jε(u

0
ε, θ

0
ε). (29)

Таким чином, при кожному n ∈ N маємо:

J(eu, eθ) ≤ (за властивiстю напiвнеперервностi знизу i умов (24)) ≤
≤ lim inf

ε→0
Jε(u

0
ε, θ

0
ε) ≤ (за нерiвнiстю (29)) ≤

≤ lim inf
ε→0

Jε(uε,n, θε,n) = (за (28)) = J(un, θn).

Тодi, перейшовши в останньому спiввiдношеннi до границi при n → ∞,
ми отримуємо

J(eu, eθ) ≤ J(u, θ) ∀ (u, θ) ∈ Wξ(∆).

Тим самим доведено, що (eu, eθ) є оптимальною парою в задачi (6).

Висновки
Таким чином, для задачi реконструкцiї зображень запропонована

апроксимативна модель, яка може бути покладеною в основу побудови
чисельних процедур просторової iнтерполяцiї. Доведено її коректнiсть,
встановлено факт розв’язностi вiдповiдної варiацiйної задачi та показано,
що розв’язки запропонованої апроксимативної моделi прямують у вiдпо-
вiдних топологiях до розв’язкiв вихiдної задачi реконструкцiї зображень.
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