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Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍI ÇÀÓÂÀÆÅÍÍß ÏÐÎ ÀÁÑÖÈÑÈ ÇÁIÆÍÎÑÒI
IÍÒÅÃÐÀËIÂ ËÀÏËÀÑÀ�ÑÒIËÒ'�ÑÀ

Îòðèìàíî íîâi çàëåæíîñòi ìiæ ïiäiíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ, ìiðîþ Ëåáå à�Ñòiëò'¹ñà òà àá-
ñöèñîþ çáiæíîñòi iíòåãðàëà Ëàïëàñà�Ñòiëò'¹ñà.

We �nd new estimates between the integrand, Lebesgue�Stieltjes measure and convergence
abscissa of the Laplace-Stieltjes integral.

1. Âñòóï. Íåõàé V � êëàñ íåâiä'¹ìíèõ,
íåñïàäíèõ íà [0,+∞) ôóíêöié, dF � ìiðà
Ëåáå à�Ñòiëò'¹ñà, ïîðîäæåíà ôóíêöi¹þ F ∈
V, à f � íåâiä'¹ìíà, âèçíà÷åíà íà [0,+∞)
dF�âèìiðíà ôóíêöiÿ. Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë
Ëàïëàñà�Ñòiëò'¹ñà âèãëÿäó

I(σ) =

∫ +∞

0

f(x)eσxdF (x), σ ∈ R. (1)

Ãîâîðèòèìåìî, ùî iíòåãðàë (1) çáiæíèé ó òî-
÷öi σ ∈ R, ÿêùî I(σ) < +∞. Ó ïðîòèëåæíî-
ìó âèïàäêó (òîáòî, ÿêùî I(σ) = +∞) íà-
çèâàòèìåìî éîãî ðîçáiæíèì. ×èñëî σçá ∈ R
íàçèâàòèìåìî àáñöèñîþ çáiæíîñòi iíòåãðà-
ëà (1), ÿêùî âií çáiæíèé äëÿ âñiõ σ < σçá
i ðîçáiæíèé äëÿ âñiõ σ > σçá; ÿêùî iíòå-
ãðàë çáiæíèé äëÿ âñiõ σ ∈ R, òî ïîêëàäåìî
σçá := +∞, ÿêùî æ âií ðîçáiæíèé äëÿ âñiõ
σ ∈ R, òî ââàæàòèìåìî, ùî σçá := −∞.

Çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ òàêîãî âèãëÿäó äî-
ñëiäæóâàëè, íàïðèêëàä, K. Êíîïï [1],
Ò. Óãàõåði [2], Õ. Äåëàíæ [3], Þ. Ôîé ò [4],
Î.Ñ. Ïîñiêî [5], Ì.Ì. Øåðåìåòà [6]. Òàê, Ê.
Êíîïï [1] ðîçãëÿíóâ iíòåãðàëè âèãëÿäó

I1(σ) =

∫ +∞

0

eσxdχ(x), (2)

äå χ � ôóíêöiÿ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ íà êî-
æíîìó ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó [0, A], A > 0.
Ïðè öüîìó âií äîâiâ òàêó ôîðìóëó äëÿ çíà-
õîäæåííÿ àáñöèñè çáiæíîñòi

σçá = − lim
n→+∞

lnχn
n

, (3)

äå χn = sup{|χ(x) − χ(n)| : n ≤ x ≤ n + 1},

ÿêà äëÿ iíòåãðàëiâ (1) íàáóâà¹ âèãëÿäó

σçá = − lim
n→+∞

1

n
ln

∫ n+1

n

f(x)dF (x). (4)

Î.Ñ. Ïîñiêî [5] i Ì.Ì. Øåðåìåòà [6] äî-
âîäèëè äëÿ iíòåãðàëiâ âèãëÿäó (1) àíàëî-
ãè, ÿê êëàñè÷íî¨ ôîðìóëè Æ. Âàëiðîíà äëÿ
àáñöèñè àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäó Äiðiõëå
(äèâ., íàïðèêëàä, [7, ñ.115]), òàê i àíàëîãè
äåÿêèõ íîâèõ òâåðäæåíü ïðî àáñöèñè çái-
æíîñòi, âñòàíîâëåíèõ íåäàâíî (äèâ., íàïðè-
êëàä, [8]).

Ó öié ñòàòòi ìè îòðèìà¹ìî äåÿêi íîâi
çàëåæíîñòi ìiæ ïiäiíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ,
ìiðîþ Ëåáå à�Ñòiëò'¹ñà òà àáñöèñîþ çáiæíî-
ñòi iíòåãðàëiâ âèãëÿäó (1). Öi çàëåæíîñòi,
çîêðåìà, íàâiòü ó âèïàäêó ðÿäiâ Äiðiõëå äî-
çâîëÿþòü íåãàéíî îòðèìàòè ÿê âiäîìi òâåð-
äæåííÿ ïðî ¨õíi àáñöèñè çáiæíîñòi, òàê i äå-
ÿêi íîâi òâåðäæåííÿ.

Íåõàé supp f = {x ∈ [0,+∞) : f(x) > 0},
supp dF � íîñié ìiðè Ëåáåãà�Ñòiëò'¹ñà dF, à
S = supp dF ∩ supp f. Äëÿ σ ∈ R ïîêëàäåìî

µ(σ) = µ(σ, I) = sup{f(x)eσx : x ∈ S}.
.

ßê i ó [5, 6, 9] (ó öüîìó çâ'ÿçêó äèâ. òà-
êîæ [10]) ÷èñëî σµ íàçèâàòèìåìî àáñöèñîþ
iñíóâàííÿ ìàêñèìóìà ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóí-
êöi¨ iíòåãðàëà (1), ÿêùî µ(σ) < +∞ äëÿ âñiõ
σ < σµ i µ(σ) = +∞ äëÿ âñiõ σ > σµ. ßêùî
µ(σ) < +∞ äëÿ âñiõ σ ∈ R, òî ïîêëàäåìî
σµ = +∞, ÿêùî µ(σ) = +∞ äëÿ âñiõ σ ∈ R,
òî σµ = −∞.

Äëÿ àáñöèñè iñíóâàííÿ ìàêñèìóìó ïiäií-
òåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ iíòåãðàëà (1) íåñêëàäíî
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äîâîäèòüñÿ (äèâ. òàêîæ [5, 9]), ùî

σµ = α
def
= lim

x→+∞
x∈S

1

x
ln

1

f(x)
. (5)

Ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ σçá òà σµ äîñëiäæåíî â
[6], çîêðåìà, òàì äîâåäåíî òàêi òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà À (Corollary 1.1 [6, p.8]). Íå-
õàé ôóíêöiÿ F ∈ V � íåïåðåðâíà ñïðà-
âà i íåîáìåæåíà. ßêùî σµ < +∞ àáî

lim
x→+∞

lnF (x)

x
:= τ < +∞, òî σçá ≥ σµ − τ .

Òåîðåìà B (Corollary 1.4 [6, p.14]). Íå-
õàé ôóíêöiÿ F ∈ V � íåïåðåðâíà ñïðà-
âà i íåîáìåæåíà. ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ σµ =

lim
x→+∞

− ln f(x)
x

i, àáî lnF (x) = o(x) (x→ +∞),

àáî lnF (x) = o(ln f(x)) (x→ +∞), òî

σçá = σµ.

2. Îöiíêè àáñöèñè çáiæíîñòi iíòåãðàëà
Ëàïëàñà�Ñòiëò'¹ñà. Ïîçíà÷èìî

τ∗ = lim
x→+∞
x∈S

1

x

[
ln f(x) + lnF (x− 0)

]
.

Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî

(∀ε > 0) :

∫ +∞

x0

eεx
dF (x)

F (x− 0)
= +∞, (6)

òî σçá ≤ −τ∗.
Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ τ∗ îòðèìó¹ìî, ùî

(∀ε > 0) : ln f(x) + lnF (x− 0) ≥ (τ∗ − ε)

(x ≥ x0, x ∈ S), à çâiäñè ln f(x) ≥ (τ∗ −
ε)x − lnF (x − 0) (x ≥ x0, x ∈ S). Òîäi äëÿ
σ = −τ∗ + 2ε∫ +∞

x0

f(x)eσxdF (x) ≥

≥
∫ +∞

x0

e(τ∗−ε)x+(−τ∗+2ε)x−lnF (x−0)dF (x) =

=

∫ +∞

x0

eεx
dF (x)

F (x− 0)
= +∞.

Îòæå, iíòåãðàë (1) ðîçáiæíèé ó òî÷öi σ =
−τ∗ +2ε. Ç äîâiëüíîñòi ε > 0 îòðèìó¹ìî, ùî
σçá ≤ −τ∗.

Çàóâàæåííÿ 1. Óìîâà (6) ó âèïàäêó
îáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ F ∈ V ìîæå ÿê âè-
êîíóâàòèñü, òàê i íå âèêîíóâàòèñü. Íàïðè-
êëàä, ÿêùî F ñõiä÷àñòà ôóíêöiÿ ç ñòðèáêà-
ìè F (xn + 0) − F (xn − 0) := hn = e−n ó òî-
÷êàõ xn = lnn (n ∈ N), òî óìîâà (6), î÷åâè-
äíî, âèêîíó¹òüñÿ. ßêùî æ F ñõiä÷àñòà ôóí-
êöiÿ ç ñòðèáêàìè hn = n−2 ó òî÷êàõ xn = n
(n ∈ N), òî óìîâà (6) íå âèêîíó¹òüñÿ. Ó âè-
ïàäêó íåîáìåæåíî¨ ôóíêöi¨ F ∈ V óìîâà (6)
âèêîíó¹òüñÿ íàâiòü áåç ìíîæíèêà eεx, à ñàìå∫ +∞

x0

dF (x)

F (x− 0)
= +∞.

Òåïåð äëÿ h > 0 ïîçíà÷èìî

τ ∗(h) := lim
x→+∞
x∈S

1

x

[
ln f(x) + h lnF (x+ 0)

]
.

Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî h > 0 i

(∀ε > 0) :

∫ +∞

x0

e−εx
dF (x)

(F (x+ 0))h
< +∞, (7)

òî σçá ≥ −τ ∗(h).
Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ τ ∗ = τ ∗(h) îòðè-
ìó¹ìî, ùî

(∀ε > 0) : ln f(x) + h lnF (x+ 0) ≤ (τ ∗ + ε)x

(x ≥ x0, x ∈ S) à çâiäñè ln f(x) ≤ (τ ∗ + ε)x−
h lnF (x + 0)(x ≥ x0, x ∈ S). Òîäi äëÿ σ =
−τ ∗ − 2ε ∫ +∞

x0

f(x)eσxdF (x) ≤

≤
∫ +∞

x0

e(τ
∗+ε)x+(−τ∗−2ε)x−h lnF (x+0)dF (x) =

=

∫ +∞

x0

e−εx
dF (x)

(F (x+ 0))h
< +∞.

Îòæå, iíòåãðàë (1) çáiæíèé ó òî÷öi σ =
−τ ∗ − 2ε. Îñêiëüêè ε > 0 ìîæíà âèáèðà-
òè äîâiëüíî ìàëèì, òî çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî
σçá ≥ −τ ∗(h).
Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî F ∈ V i íåîáìå-

æåíà, òî (äèâ. [10], [6, Lemma 1.1])

(∀h > 1) :

∫ +∞

x0

dF (x)

(F (x+ 0))h
< +∞.
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Çàóâàæåííÿ 3. Òåîðåìà À âèïëèâà¹ ç
òâåðäæåííÿ 2.

Ñïðàâäi, îñêiëüêè ÿêùî ôóíêöiÿ F ∈ V i íå-
îáìåæåíà, òî çà Çàóâàæåííÿì 2 óìîâà Òâåð-
äæåííÿ 2 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî h > 1.
Òîìó, σçá ≥ −τ ∗(1 + ε) äëÿ êîæíîãî ε > 0 i
çà íåïåðåðâíiñòþ F ñïðàâà

σçá ≥ lim
x→+∞
x∈S

− ln f(x)

x
−

−(1 + ε) lim
x→+∞
x∈S

lnF (x+ 0)

x
= σµ − (1 + ε)τ .

Çâiäñè, ç îãëÿäó íà äîâiëüíiñòü âèáîðó ε > 0,
îòðèìó¹ìî, ùî σçá ≥ σµ − τ .

Çàóâàæåííÿ 4. Çðîçóìiëî, ùî òåîðåìà
B íåãàéíî âèïëèâà¹ ç òâåðäæåíü 1 òà 2.
Íàñëiäîê 1. Íåõàé F ∈ V.

i) ßêùî ôóíêöiÿ F (x) � íåîáìåæåíà, òî

lim
h→1+0

lim
x→+∞
x∈S

1

x

[
ln

1

f(x)
− h lnF (x+ 0)

]
≤

≤ σçá ≤ lim
x→+∞
x∈S

1

x

[
ln

1

f(x)
− lnF (x− 0)

]
.

ii) ßêùî ôóíêöiÿ F (x) � îáìåæåíà, òî

lim
x→+∞
x∈S

1

x
ln

1

f(x)
≤ σçá.

Êðiì òîãî, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(∀ε > 0) :

∫ +∞

x0

exεdF (x) = +∞, (8)

òî

σçá ≤ lim
x→+∞
x∈S

1

x
ln

1

f(x)
. (9)

Äîâåäåííÿ. i) ßêùî F ∈ V i íåîáìåæåíà,
òî çà Çàóâàæåííÿìè 1 i 2

∫ +∞
x0

dF (x)
F (x−0)

= +∞
òà
∫ +∞
x0

dF (x)
(F (x+0))h

< +∞ (∀h > 1), âiäïîâiäíî,
òîáòî, óìîâè Òâåðäæåíü 1 òà 2 íåãàéíî âè-
êîíóþòüñÿ íàâiòü áåç ìíîæíèêiâ eεx òà e−εx.
Çâiäñè, −τ ∗(h) ≤ σçá ≤ −τ∗ (h > 1). Òîáòî

− lim
h→1+0

τ ∗(h) ≤ σçá ≤ −τ∗.

ii) ßêùî æ ôóíêöiÿ F (x) � îáìåæåíà, òî∫ +∞
x0

dF (x) = F (+∞) − F (x0) < +∞. Âðà-

õó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ
1

(F (x+ 0))h
íåçðîñòàþ-

÷à, òà îòðèìà¹ìî, ùî
∫ +∞
x0

dF (x)

(F (x+ 0))h
<

+∞, h > 1. Êðiì òîãî,

lim
x→+∞

1

x
lnF (x± 0) = 0.

Çâiäñè òà ç òâåðäæåííÿ 2 îòðèìó¹ìî, ùî

lim
x→+∞
x∈S

1

x
ln

1

f(x)
≤ σçá.

Íåñêëàäíî ïîìiòèòè, ùî ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà (8), òî âèêîíó¹òüñÿ òàêîæ i íåðiâíiñòü
(6). Îòæå, ç òâåðäæåííÿ 1 ìè îòðèìó¹ìî íå-
ðiâíiñòü (9).

3. Äåêiëüêà ïðîñòèõ ïðèêëàäiâ. Çàóâà-
æèìî, ùî íåðiâíîñòi ó òâåðäæåííÿõ 1 òà 2 ¹
òî÷íèìè. Ïî÷íåìî ç òâåðäæåííÿ 1.
Ïðèêëàä 1. Ïîêëàäåìî F (x) = ex. Òîäi

(∀ε > 0) :

+∞∫
x0

eεx
dF

F (x− 0)
=

+∞∫
x0

eεxdx = +∞.

Îòæå, óìîâà (6) âèêîíó¹òüñÿ, òîìó σçá ≤
−τ∗. Âèáåðåìî òåïåð f(x) = e−qx (q > 0).
Òîäi

I(σ) =

∫ +∞

0

e−qxeσxexdx =

∫ +∞

0

e(−q+σ+1)xdx

i äëÿ òàêîãî iíòåãðàëà ìà¹ìî σçá = q − 1.
Êðiì òîãî, áà÷èìî, ùî

τ∗ = lim
x→+∞, x∈S

1

x

[
ln e−qx + ln ex

]
= 1− q.

Îòæå, σçá = −τ∗.
Ïåðåéäåìî äî òâåðäæåííÿ 2.
Ïðèêëàä 2. Ïîêëàäåìî F (x) = x. Òîäi

(∀ε > 0) :∫ +∞

x0

e−εx
dF

(F (x+ 0))h
=

∫ +∞

x0

e−εx
dx

xh
< +∞.

Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (7), i òî-
ìó σçá ≥ −τ ∗. Ïîêëàäåìî òåïåð f(x) =
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e−qx (q > 0). Òîäi

I(σ) =

∫ +∞

0

e−qxeσxdx =

∫ +∞

0

e(σ−q)xdx.

Äëÿ öüîãî iíòåãðàëà ìà¹ìî σçá = q. Êðiì
òîãî,

τ ∗(h) = lim
x→+∞, x∈S

1

x

[
ln e−qx + h lnx

]
≡ −q.

Îòæå, σçá = −τ ∗.

4. Íàñëiäêè äëÿ iíòåãðàëiâ Ëàïëà-
ñà òà ðÿäiâ Äiðiõëå. Îñêiëüêè iíòåãðàë
Ëàïëàñà�Ñòiëò'¹ñà ¹ áåçïîñåðåäíiì óçàãàëü-
íåííÿì iíòåãðàëà Ëàïëàñà òà ðÿäó Äiðiõëå,
íàâåäåìî äåÿêi íàñëiäêè äëÿ öèõ îá'¹êòiâ.
Íàñëiäîê 2. Äëÿ àáñöèñè çáiæíîñòi σçá

iíòåãðàëà Ëàïëàñà âèãëÿäó
∫ +∞
0

f(x)eσxdx
âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

lim
x→+∞
x∈supp f

1

x
ln

1

f(x)
≤ σçá ≤ lim

x→+∞
x∈supp f

1

x
ln

1

f(x)
.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ iíòåãðàëà Ëàïëàñà
F (x) ≡ x. Îñêiëüêè lim

x→+∞
lnF (x)
x

= 0, òî ç

ïóíêòó i) íàñëiäêó 1 ìè íåãàéíî îòðèìó¹ìî
ïîòðiáíi íåðiâíîñòi.

Íåõàé (λn) ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷è-
ñåë òàêà, ùî 0 = λ0 < λn ↑ +∞ (1 ≤ n ↑
+∞), à (an) � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ
÷èñåë. Ðîçãëÿäåìî ðÿä Äiðiõëå âèãëÿäó

+∞∑
n=0

ane
zλn . (10)

Äëÿ α ∈ [0, 1] ïîêëàäåìî

Fα(x) =
∑
λn≤x

|an|α, f(λn) = |an|1−α.

Òîäi iíòåãðàë Ëàïëàñà�Ñòiëò'¹ñà ïåðåòâîðþ-
¹òüñÿ â ðÿä Äiðiõëå, òîáòî

+∞∫
0

f(x)eσxdFα(x) =
+∞∑
n=0

|an|eσλn . (11)

Çàóâàæèìî, ùî àáñöèñà àáñîëþòíî¨ çáiæíî-
ñòi ðÿäó Äiðiõëå (10) äîðiâíþ¹ àáñöèñi çái-
æíîñòi iíòåãðàëà Ëàïëàñà�Ñòiëò'¹ñà (11).

Òîìó, ìîæíà ñêîðèñòàòèñü îòðèìàíèìè âè-
ùå òâåðäæåííÿìè ïðî çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ
âèãëÿäó (1).
Íàñëiäîê 3. Íåõàé α ∈ [0, 1] òàêå, ùî

+∞∑
n=0

|an|α = +∞. Òîäi äëÿ àáñöèñè àáñîëþ-

òíî¨ çáiæíîñòi σa ðÿäó Äiðiõëå (10) âèêî-
íóþòüñÿ íåðiâíîñòi

lim
h→1+0

lim
n→+∞

[1− α

λn
ln

1

|an|
− h

λn
ln

n∑
k=0

|ak|α
]
≤

≤ σa ≤ lim
n→+∞

[1− α

λn
ln

1

|an|
− 1

λn
ln

n−1∑
k=0

|ak|α
]
.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ôóí-
êöiÿ Fα(x) =

∑
λn≤x

|ak|α � íåâiä'¹ìíà,

íåñïàäíà i íåîáìåæåíà, à òàêîæ, ùî
supp dFα = {λn : n ≥ 0} i

Fα(λn+0) =
n∑
k=0

|ak|α, Fα(λn−0) =
n−1∑
k=0

|ak|α.

Òîìó çà ïóíêòîì i) íàñëiäêó 1 îòðèìó¹ìî
ïîòðiáíi íåðiâíîñòi.
Çàóâàæåííÿ 5. Ç íàñëiäêó 3 ìè íåãàéíî

îòðèìó¹ìî òàêó, âñòàíîâëåíó Æ. Âàëiðî-
íîì (äèâ.[11, ñ.10] ), íåðiâíiñòü

σçá ≤ σa + τ, τ := lim
n→+∞

lnn

λn
,

à òàêîæ α0 ≤ σa + τ.

Ñïðàâäi, ïîêëàâøè α = 0, ç ëiâî¨ ÷àñòèíè
íåðiâíîñòi ó íàñëiäêó 3 ìè îòðèìà¹ìî

lim
n→+∞

1

λn
ln

1

|an|
− lim

n→+∞

lnn

λn
≤ σa.

Êðiì òîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (5), áà-
÷èìî, ùî äëÿ ðÿäó Äiðiõëå (10)

σçá ≤ σµ = α0
def
= lim

n→+∞

− ln |an|
λn

,

äå σµ = sup{σ ∈ R : µ(σ, F ) < +∞} � àáñöè-
ñà iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà µ(σ, F ) =
max{|an|eσλn : n ≥ 0} ðÿäó Äiðiõëå (10). Òå-
ïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è äâi îñòàííi íåðiâíîñòi,
îòðèìó¹ìî, ùî

σçá ≤ lim
n→+∞

− ln |an|
λn

≤ σa+ lim
n→+∞

lnn

λn
= σa+τ.
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Áiëüøå òîãî, ó âèïàäêó êîëè τ = 0, ìà¹ìî
σ = σa = σµ = α0, ïîçàÿê σa ≤ σçá.

Çàóâàæåííÿ 6. ßêùî σa ≤ 0, òîáòî∑+∞
n=0 |an| = +∞, òî

σa + β ≥ 0, β
def
= lim

n→+∞

1

λn
ln

n∑
k=0

|ak|.

Ñïðàâäi, ó íàñëiäêó 3 ïîêëàäåìî α = 1 òà íå-
ãàéíî îòðèìà¹ìî ïîòðiáíó íåðiâíiñòü. Çîêðå-
ìà, σa = 0 ó âèïàäêó, êîëè

∑+∞
n=0 |an| = +∞

òà β = 0 (ïîäiáíi íåðiâíîñòi ìîæíà çíàéòè â
[7]).

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

τ = lim
n→+∞

lnn

λn
.

Òîäi ç íàñëiäêó 3 îòðèìó¹ìî òàêîæ òàêå
òâåðäæåííÿ
Íàñëiäîê 4. Äëÿ àáñöèñè àáñîëþòíî¨

çáiæíîñòi ðÿäó Äiðiõëå (10) âèêîíóþòüñÿ
òàêi íåðiâíîñòi

lim
n→+∞

1

λn
ln

1

an
− τ ≤ σa ≤ lim

n→+∞

1

λn
ln

1

an
− τ .

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
+∞∑
n=0

|an|1−γe−δλn < +∞, (12)

äå γ > 0, δ ∈ R. Òîäi, âèáèðàþ÷è

F (x) =
∑
λn≤x

|an|1−γe−δλn , f(λn) = |an|γeδλn ,

ç ïóíêòó ii) íàñëiäêó 1 ç îãëÿäó íà ñïiââiä-
íîøåííÿ σçá ≤ σµ = α0 îòðèìà¹ìî òàêèé
íàñëiäîê.
Íàñëiäîê 5. i) ßêùî (∃γ > 0)(∃δ ∈ R)

òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (12), òî äëÿ
àáñöèñ ðÿäó Äiðiõëå (10) âèêîíóþòüñÿ íå-
ðiâíîñòi

σa + δ ≥ γα0 = γσµ ≥ γσçá. (13)

ii) ßêùî iñíóþòü γ > 0 òà δ ∈ R òàêi, ùî
óìîâà (12) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî äëÿ àáñöèñ
ðÿäó Äiðiõëå (10) âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

σa + δ + lim
n→+∞

1

λn
ln
( n∑
k=0

|ak|1−γe−δλk
)
≥

≥ γα0 = γσµ ≥ γσñ.

Äîâåäåííÿ. Çà ïóíêòîì ii) ç íàñëiäêó 1

σa ≥ lim
x→+∞, x∈S

1

x
ln

1

f(x)
= γα0 − δ,

äå S = {λn : n ∈ Z+}. Ïóíêò ii) íàñëiäêó 5
îòðèìó¹ìî íåãàéíî, çàñòîñóâàâøè ïóíêò i) ç
íàñëiäêó 1.

Ó ñòàòòi [8] ìîæíà çíàéòè òàêå òâåðäæå-
ííÿ, ùî ñòîñó¹òüñÿ íåðiâíîñòi (13).

Òåîðåìà C ([8]). ßêùî (∃ γ > 0)(∃δ ∈ R) :

lim
n→+∞

(γ − 1) ln |an|+ δλn
lnn

> 1, (14)

òî
σa + δ ≥ γσçá, σa + δ ≥ γσµ.

Çàóâàæåííÿ 7. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè C
âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 5.
Ñïðàâäi, íåñêëàäíî ïîìiòèòè, ùî ç óìîâè
(14) âèïëèâà¹ óìîâà (12). Âàðòî çàóâàæèòè
òàêîæ, ùî óìîâè íàñëiäêó 5, âçàãàëi êàæó-
÷è, ¹ ñëàáøèìè çà óìîâè Òåîðåìè C.

5. Ùå äåêiëüêà îöiíîê àáñöèñè çáiæíî-
ñòi. Íåõàé L1 � êëàñ ôóíêöié ψ âèçíà÷åíèõ
íà [0,+∞), òàêèõ, ùî ψ(t) ↗ +∞ (t→ +∞)

òà
∫ +∞
0

dt
ψ(t)

= +∞. Äëÿ ψ ∈ L1 ïîçíà÷èìî

τ∗(ψ) = lim
x→+∞, x∈S

1

x

[
ln f(x)+lnψ

(
F (x−0)

)]
.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé ψ ∈ L1. Òîäi
äëÿ àáñöèñè çáiæíîñòi iíòåãðàëà Ëàïëàñà�
Ñòiëò'¹ñà (1) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
σçá ≤ −τ∗(ψ).
Äîâåäåííÿ. Ïîäiáíî, ÿê i âèùå, ç îçíà÷å-
ííÿ τ∗(ψ) äëÿ êîæíîãî ε > 0 îòðèìó¹ìî, ùî

ln f(x) ≥
(
τ∗(ψ)− ε

)
x− lnψ

(
F (x− 0)

)
(x ≥ x0, x ∈ S). Òîäi äëÿ σ = −τ∗(ψ) + ε

+∞∫
x0

f(x)eσxdF (x) ≥
+∞∫
x0

dF (x)

ψ
(
F (x− 0)

) = +∞.

Îòæå, iíòåãðàë (1) ðîçáiæíèé ó òî÷öi σ =
−τ∗(ψ)+ε. Îñêiëüêè âèáið ε > 0 ¹ äîâiëüíèì,
òî σçá ≤ −τ∗(ψ).
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Íåõàé L2 � êëàñ ôóíêöié φ âèçíà÷åíèõ íà
[0,+∞), òàêèõ, ùî φ(t) ↗ +∞ (t→ +∞) òà∫ +∞
0

dt
φ(t)

< +∞. Äëÿ φ ∈ L2 ïîçíà÷èìî

τ ∗(φ) = lim
x→+∞, x∈S

1

x

[
ln f(x)+lnφ

(
F (x+0)

)]
.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé φ ∈ L2. Òîäi
äëÿ àáñöèñè çáiæíîñòi iíòåãðàëà Ëàïëàñà�
Ñòiëò'¹ñà (1) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
σçá ≥ −τ ∗(φ).
Äîâåäåííÿ. Ïîäiáíî, ÿê i ó äîâåäåííi
òâåðäæåííÿ 2, ç îçíà÷åííÿ τ ∗(φ) äëÿ êîæíî-
ãî ε > 0 îòðèìó¹ìî, ùî

ln f(x) ≤
(
τ ∗(φ) + ε

)
x− lnφ

(
F (x+ 0)

)
(x ≥ x0, x ∈ S). Òîäi äëÿ σ = −τ ∗(φ)− ε

+∞∫
x0

f(x)eσxdF (x) ≤
+∞∫
x0

dF (x)

φ
(
F (x+ 0)

) < +∞.

Îòæå, iíòåãðàë (1) çáiæíèé ó òî÷öi σ =
−(τ ∗(φ)+ε). Çâiäñè, çà äîâiëüíiñòþ ó âèáîði
ε > 0, îòðèìó¹ìî, ùî σçá ≥ −τ ∗(φ).
Ç òâåðäæåíü 3 òà 4 îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæå-
ííÿ.
Íàñëiäîê 6. Äëÿ àáñöèñè çáiæíîñòi ií-

òåãðàëà Ëàïëàñà�Ñòiëò'¹ñà (1) âèêîíó¹-
òüñÿ îöiíêà

− inf{τ ∗(φ) : φ ∈ L2} ≤
≤ σçá ≤ − sup{τ∗(ψ) : ψ ∈ L1}.
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