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Çàïðîïîíîâàíî óíiôiêîâàíèé ïiäõiä äî âè÷åííÿ ìíîãî÷ëåíiâ ðîçáèòòiâ.

In this paper, the authors propose a uni�ed approach to the study of partition polynomials.

Ìíîãî÷ëåíè ðîçáèòòiâ çíàõîäÿòü øèðîêi
çàñòîñóâàííÿ â äèñêðåòíié ìàòåìàòèöi. Âî-
íè âèíèêàþòü ïðè äèôåðåíöiþâàííi ñêëàäå-
íèõ ôóíêöié [1], â òåîði¨ ÷èñåë [2], àëãåáði
òîùî. Ïîíÿòòÿ ìíîãî÷ëåíiâ ðîçáèòòiâ ââå-
äåíå Áåëëîì ó [3]. Âîíè, ÿê ïðàâèëî, ïîâ'ÿ-
çàíi ç ëiíiéíèìè ðåêóðåíòíèìè ñïiââiäíîøå-
ííÿìè, ÿêi äîçâîëÿþòü ¨õ åôåêòèâíî ãåíå-
ðóâàòè. Ïðîòå, iñòîðè÷íî ñêëàëîñÿ òàê, ùî
ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ òà âiäïîâiäíi ¨ì
ìíîãî÷ëåíè ðîçáèòòiâ äîñëiäæóâàëèñÿ áåç
âèäèìîãî âçà¹ìîçâ'ÿçêó. Ç ïîÿâîþ àïàðàòó
÷èñëåííÿ òðèêóòíèõ ìàòðèöü, çîêðåìà éîãî
ïàðàôóíêöié, ç'ÿâèëàñÿ ìîæëèâiñòü ïîáóäî-
âè ái¹êòèâíèõ âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ ìiæ ïàðàôóí-
êöiÿìè òðèêóòíèõ ìàòðèöü, ìíîãî÷ëåíàìè
ðîçáèòòiâ òà ëiíiéíèìè ðåêóðåíòíèìè ñïiâ-
âiäíîøåííÿìè. Áiëüøå òîãî, ç'ÿâèëàñÿ ìî-
æëèâiñòü óíiôiêîâàíîãî ïiäõîäó äî âèâ÷åí-
íÿ âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ðîçáèòòiâ, ââåäåííÿ ïî-
íÿòòÿ îáåðíåíîãî ìíîãî÷ëåíà ðîçáèòòiâ òî-
ùî. Ó [4] âèâ÷àâñÿ êëàñ ìíîãî÷ëåíiâ ðîçáèò-
òiâ, ùî çàäà¹òüñÿ ïàðàôóíêöiÿìè ñïåöiàëü-
íèõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü ç ïåðøèì äîâiëüíèì
ñòîâïöåì. Ó öié ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ ìíî-
ãî÷ëåíè ðîçáèòòiâ, ùî çàäàþòüñÿ ïàðàôóí-
êöiÿìè çàãàëüíî¨ òðèêóòíî¨ ìàòðèöi.

Ïîïåðåäíi îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ

Îçíà÷åííÿ 1. Ïàðàäåòåðìiíàíòîì òà ïà-
ðàïåðìàíåíòîì òðèêóòíî¨ ìàòðèöi

A =


a11
a21 a22
... . . .

. . .
an1 an2 . . . ann

 (1)

íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ôóíêöi¨

ddet(A) =
n∑
r=1

∑
p1+...+pr=n

(−1)n−r×

×
r∏
s=1

{ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1}, (2)

pper(A) =

=
n∑
r=1

∑
p1+...+pr=n

r∏
s=1

{ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1},

Îçíà÷åííÿ 2. Ôàêòîðiàëüíèì m-
äîáóòêîì {aij}m, 1 6 m 6 n åëåìåíòà
aij äåÿêî¨ òðèêóòíî¨ ìàòðèöi, íàçâåìî
äîáóòîê

{aij}m =

min(i,m)∏
k=j

aik,

à íàáið òàêèõ m-äîáóòêiâ � íîðìàëüíèì
m-íàáîðîì òðèêóòíî¨ ìàòðèöi, ÿêùî îá'-
¹äíàííÿ óñiõ ¨õ ñïiâìíîæíèêiâ óòâîðþ¹
ìíîæèíó ïîòóæíîñòi m. Ìíîæèíó âñiõ
íîðìàëüíèõ m-íàáîðiâ òðèêóòíî¨ ìàòðèöi
ïîçíà÷èìî ÷åðåç Am.

Êîæíîìó åëåìåíòó aij çàäàíî¨ òðèêóòíî¨
ìàòðèöi (1) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü òðè-
êóòíó ìàòðèöþ ç öèì åëåìåíòîì ó ëiâîìó
íèæíüîìó êóòi, ÿêó íàçâåìî ðîãîì çàäàíî¨
òðèêóòíî¨ ìàòðèöi i ïîçíà÷èìî ÷åðåç Rij(A).
Î÷åâèäíî, ùî ðiã Rij(A) ¹ òðèêóòíîþ ìàòðè-
öåþ (i− j +1)�ãî ïîðÿäêó. Â ðiã Rij(A) âõî-
äÿòü òiëüêè òi åëåìåíòè ars òðèêóòíî¨ ìà-
òðèöi (1), iíäåêñè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü ñïiâ-
âiäíîøåííÿ j 6 s 6 r 6 6 i.
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Ïàðàôóíêöi¨ òðèêóòíèõ ìàòðèöü ìîæíà
ðîçêëàäàòè çà åëåìåíòàìè ¨õ îñòàííüîãî
ðÿäêà:

ddet (A) =
n∑
s=1

(−1)n+s {ans} ·ddet (Rs−1,1),

(3)

pper(A) =
n∑
s=1

{ans} · pper(Rs−1,1). (4)

Îçíà÷åííÿ 3. [6]. Ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âå-
êòîðà

(b1, b2, . . . , bn)

íà ïàðàäåòåðìiíàíò òðèêóòíî¨ ìàòðèöi
(1) íàçâåìî ÷èñëî

b1
b2
...
bn

 ·

a11
a21 a22
...

...
. . .

an1 an2 · · · ann n

def
=

=
n∑
r=1

br ·
∑

p1+...+pr=n

(−1)n−r ×

×
r∏
s=1

{
ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1

}
. (5)

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñêàëÿðíèé äî-
áóòîê âåêòîðà íà ïàðàïåðìàíåíò òðèêóòíî¨
ìàòðèöi.

Ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðà
(b1, b2, . . . , bn) íà ïàðàïåðìàíåíò òðèêó-
òíî¨ ìàòðèöi (1) íàçâåìî ÷èñëî

(b1, b2, . . . , bn) · pper(A)
def
=

n∑
r=1

br×

×
∑

p1+...+pr=n

r∏
s=1

{
ap1+...+ps,p1+...+ps−1+1

}
. (6)

Ðîçãëÿíåìî òðèêóòíó ìàòðèöþ âèäó

A=


τ11 · x1z
τ21 · x2x1 τ22 · x1z

... · · · . . .
τn1 · xn

xn−1
τn2 · xn−1

xn−2
· · · τnn · x1z


n

=

=

(
τij ·

xi−j+1

xi−j
· zδij

)
16j6i6n,

(7)

òóò x0 = 1, τij � äåÿêi äðîáîâî-ðàöiîíàëüíi
ôóíêöi¨ àðãóìåíòiâ i, j, à δij � ñèìâîë Êðî-
íåêåðà.

Îçíà÷åííÿ 4. [8]. Ìíîãî÷ëåíàìè ðîçáèò-
òiâ íàçâåìî ìíîãî÷ëåíè âèäó

P (x1, . . . , xn; z) =
n∑

m=1

ym · zm×

×
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

c(n;λ1, . . . λn) · xλ11 · . . . · xλnn , (8)

äå λi � öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà,
c(n;λ1, λ2, . . . , λn) � äåÿêi äðîáîâî-ðàöi-
îíàëüíi âèðàçè, à ym, m = 1, . . . , n �
êîìïîíåíòè äåÿêîãî n�âèìiðíîãî âåêòîðà.

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî ó ðiâíîñòi (8)

ym ≡ 1, m = 1, 2, . . . , n,

òî âîíà ìàòèìå âèãëÿä

P (x1, . . . , xn; z) =

=
n∑

m=1

zm·
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

c(n;λ1, . . . , λn)x
λ1
1 · . . . · xλnn =

=
∑

λ1+...+nλn=n

c(n;λ1, . . . λn)x
λ1
1 · . . . · xλnn . (9)

Ìíîãî÷ëåíè âèäó (9) íàçâåìî ïðèìiòèâ-
íèìè ìíîãî÷ëåíàìè ðîçáèòòiâ.

Òåîðåìà 1. [8]. Äîáóòîê âåêòîðà íà ïà-
ðàôóíêöiþ òðèêóòíî¨ ìàòðèöi âèäó (7) ¹
ìíîãî÷ëåíîì ðîçáèòòiâ, òîáòî âèêîíóþ-
òüñÿ ðiâíîñòi:

(y1, y2, . . . , yn) · pper(A) =

=
n∑

m=1

ym ·
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

c(n;λ1, . . . λn) · xλ11 · . . . · xλnn

(10)
(y1, y2, . . . , yn) · ddet(A) =

=
n∑

m=1

ym ·
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n
λ1+λ2+...+λn=m

(−1)n−mc(n;λ1, . . . λn)×

×xλ11 · . . . · xλnn . (11)
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Ó íàñòóïíîìó ïàðàãðàôi äîñëiäæóþòüñÿ
ïðèìiòèâíi ìíîãî÷ëåíè ðîçáèòòiâ, â ÿêèõ âñi
êîìïîíåíòè âåêòîðà (y1, y2, . . . , yn) äîðiâíþ-
þòü îäèíèöi.

Ïàðàôóíêöi¨ òðèêóòíèõ ìàòðèöü òà
ìíîãî÷ëåíè ðîçáèòòiâ

Òåîðåìà 2. Ðiâíîñòi

yn =

τ11x1
τ21

x2
x1
...

. . .
τn−1,1

xn−1

xn−2
· · · τn−1,n−1x1

τn1
xn
xn−1

· · · τn,n−1
x2
x1

τnnx1
n

(12)

yn = x1yn−1 − x2yn−2 + x3yn−3 − . . .+

(−1)n−m−1xn−mym+(−1)n−m{τnm}mxn−m+1×

×ym−1 + (−1)n−m+1{τn,m−1}mxn−m+2ym−2+

+ . . .+ (−1)n−1{τn1}mxny0 (13)

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−k
n∑

i=m

A(λ, τ, i)×

×x
λ1
1 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

, (14)

äå τij = 1 ïðè m+ 1 6 j 6 n,

A(λ, τ, i) =

m∑
r=1

(k− r)!
∑

α1+...+αr=m,
αj∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn},j=1,...,r

λα1λα2 · . . . ·λαr−1λi−m+αr×

×{τi,m−αr+1}m
r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m,

(15)
ïðè÷îìó

λαj
λαj

· . . . · λαj︸ ︷︷ ︸
k

= λkαj
=

= λαj
(λαj

− 1) · . . . · (λαj
− k+ 1), j = 1, . . . , r

ðiâíîñèëüíi ìiæ ñîáîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå âiäçíà÷è-
ìî, ùî ðåêóðåíòíà ðiâíiñòü (13) áåçïîñåðå-
äíüî âèïëèâà¹ iç ðiâíîñòi (12) â ðåçóëüòàòi
ðîçêëàäó ïàðàäåòåðìiíàíòà çà åëåìåíòàìè
îñòàííüîãî ðÿäêà.

Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü ðiâíîñòi (14).
Ìíîãî÷ëåí ðîçáèòòÿ, âiäïîâiäíèé ïàðàäå-
òåðìiíàíòó òðèêóòíî¨ ìàòðèöi⟨

xi−j+1

xi−j

⟩
16j6i6n

,

çãiäíî ç òåîðåìîþ 4 iç [5], ìà¹ âèãëÿä∑
λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−(λ1+λ2+...+λn)×

×(λ1 + λ2 + . . .+ λn)!

λ1!λ2! · . . . · λn!
· xλ11 xλ22 · . . . · xλnn .

ßêùî æ m = n, òî ñïðàâåäëèâèé íàñëi-
äîê.

Çíàéäåìî êîåôiöi¹íò ïðè íîðìàëüíîìó
m-íàáîði òðèêóòíî¨ ìàòðèöi ïðàâî¨ ÷àñòèíè
ðiâíîñòi (12). Åëåìåíò τij ôàêòîðiàëüíîãîm-
äîáóòêó {τij}m ëåæèòü íà i−j+1 - ié ïiääià-
ãîíàëi òðèêóòíî¨ ìàòðèöi, òîìó ðàçîì ç öèì
äîáóòêîì äî ìíîãî÷ëåíà âõîäèòèìå çìiííà
xi−j+1. Îòæå, äîäàíîê

k!
xλ11 · . . . · xλi−j+1

i−j+1 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λi−j+1! · . . . · λn!

,

λ1 + λ2 + . . .+ λn = k

îòðèìà¹ âèãëÿä

. . . λi−j+1{τij}m . . .·k!·
xλ11 · . . . · xλi−j+1

i−j+1 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λi−j+1! · . . . · λn!

.

Çðîáèìî çàìiíó λ1 = λ
′
1, . . . , λi−j+1 + 1 =

= λ
′
i−j+1, . . . , λn = λ

′
n, òîäi îñòàííié äîäàíîê

ìàòèìå âèãëÿä

. . . λ
′

i−j+1{τij}m . . . · (k
′ − 1)!×

×
x
λ
′
1

1 · . . . · xλ
′
i−j+1

i−j+1 · . . . · xλn
′

n

λ
′
1! · . . . · λ

′
i−j+1! · . . . · λ

′
n

,

äå k
′
= k + 1.

ßêùî æ äî íîðìàëüíîãî m-íàáîðó âõî-
äèòü ùå îäèí ôàêòîðiàëüíèé m-äîáóòîê
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{τi1,j1}, åëåìåíò τi1,j1 ÿêîãî ëåæèòü íà (i −
j+1)-ié ïiääiàãîíàëi, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü i− j+1 = i1− j1+1, òî îñòàííié îäíî-
÷ëåí ìíîãî÷ëåíà, î÷åâèäíî, ïðèéìå âèãëÿä

. . . λ
′′

i−j+1(λ
′′

i−j+1−1){τij}m{τi1,j1}m . . . (k
′′−2)!×

×
x
λ
′′
1

1 · . . . · xλ
′′
i−j+1

i−j+1 · . . . · xλn
′′

n

λ
′′
1 ! · . . . · λ

′′
i−j+1! · . . . · λ

′′
n

.

Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäóâàâøè ïðè äîïîìîçi
âïîðÿäêîâàíîãî ðîçáèòòÿ

α1 + α2 + . . .+ αr = m

íîðìàëüíèé m-íàáið òðèêóòíî¨ ìàòðèöi

{τi,m−αr+1}m
r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m,

êîåôiöi¹íò áiëÿ îäíî÷ëåíà xλ11 x
λ2
2 · . . . · xλnn

ìàòèìå âèãëÿä

n∑
i=m

A(λ, τ, i),

äå A(λ, τ, i) çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ (15).
Âàæëèâèì ãðàíè÷íèì ÷àñòèííèì âèïàä-

êîì òåîðåìè 2 ¹ íàñòóïíèé

Íàñëiäîê 1. Íàñòóïíi ðiâíîñòi ðiâíîñèëü-
íi ìiæ ñîáîþ:

yn =

τ11x1
τ21

x2
x1
...

. . .
τn−1,1

xn−1

xn−2
· · · τn−1,n−1x1

τn1
xn
xn−1

· · · τn,n−1
x2
x1

τnnx1
n

(16)

yn = {τnn}x1yn−1 − {τn,n−1}x2yn−2+

+{τn,n−2}x3yn−3 − . . .+ (−1)n−2{τn2}xn−1y1+

+(−1)n−1{τn1}xny0 (17)

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

(−1)n−kA(λ, τ, n)
xλ11 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

,

(18)

äå

A(λ, τ, n) =
n∑
r=1

(k− r)!
∑

α1+...+αr=n,
αi∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn}, i=1,r

λα1λα2 · . . . · λαr×

×
r∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1},

àáî

A(λ, τ, n) =


(k − 1)!
(k − 2)!

...
(k − n)!

×

×


λ1τ11
λ2
λ1
τ21 λ1τ22
... . . .

. . .
λn
λn−1

τn1
λn−1

λn−2
τn2 . . . λ1τnn

 , (19)

äå äîáóòîê
λi · . . . · λi︸ ︷︷ ︸

k

ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ñïàäíèé ôàêòîðiàëüíèé
ñòåïiíü λki

Äîâåäåííÿ. Ïðèm = n ðiâíîñòi (12-13),
î÷åâèäíî, ïåðåéäóòü ó ðiâíîñòi (16-17). Ïî-
êëàäåìî ó ðiâíîñòi (14) m = n, òîäi ìàòèìå-
ìî

n∑
i=m

A(λ, τ, i) = A(λ, τ, n),

ïðè÷îìó

{τn,n−αr+1}n = {τα1+...+αr,α1+...+αr−1+1}n
i âîíà ïåðåéäå ó ðiâíiñòü (18). Òå, ùî
A(λ, τ, n) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñêàëÿðíî-
ãî äîáóòêó (19) âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî iç
îçíà÷åííÿ ïàðàäåòåðìiíàíòà òà ñêàëÿðíîãî
äîáóòêó âåêòîðà íà ïàðàäåòåðìiíàíò òðèêó-
òíî¨ ìàòðèöi.

Àíàëîãi÷íî ôîðìóëþþòüñÿ òà äîâîäÿ-
òüñÿ âiäïîâiäíi òåîðåìà òà íàñëiäîê äëÿ ïà-
ðàïåðìàíåíòà òðèêóòíî¨ ìàòðèöi.

Òåîðåìà 3.

yn =


τ11x1
τ21

x2
x1
...

. . .
τn−1,1

xn−1

xn−2
· · · τn−1,n−1x1

τn1
xn
xn−1

· · · τn,n−1
x2
x1

τnnx1


n
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yn = x1yn−1+x2yn−2+x3yn−3+ . . .+xn−mym+

+τnmxn−m+1ym−1 + τnmτn,m−1xn−m+2ym−2+

+ . . .+ τnmτn,m−1 · . . . · τn1xny0

yn =
∑

λ1+2λ2+...+nλn=n

n∑
i=m

A(λ, τ, i) · x
λ1
1 · . . . · xλnn
λ1! · . . . · λn!

,

äå τij = 1 ïðè m+ 1 6 j 6 n,

A(λ, τ, i) =
m∑
r=1

(k−r)!
∑

α1+...+αr=m,
αi∈{1λ1 ,2λ2 ,...,nλn},i=1,...,r

λα1λα2 · . . . ·λαr−1λi−m+αr×

×{τi,m−αr+1}m
r−1∏
s=1

{τα1+...+αs,α1+...+αs−1+1}m·,

ïðè÷îìó

λα1λα2 · . . . · λαk
= λkα1

=

= λα1(λα1 − 1) · . . . · (λα1 − k + 1),

ÿêùî α1 = α2 = . . . = αk.
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