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В.Ф. Бабенко, Ю.В. Бабенко, О.В. Коваленко

Задача Колмогорова на классе кратно монотонных

функций

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.П. Моторным)

Получены необходимые и достаточные условия на систему положительных чисел Mk1
,

Mk2
, . . . ,Mkd

, 0 � k1 < · · · < kd � r, для того, чтобы гарантировать существование
r-кратно монотонной функции такой, что ‖x(ki)‖∞ = Mki

, i = 1, 2, . . . , d.

Пусть G обозначает действительную ось R = (−∞,∞) или отрицательную полуось R− =
= (−∞, 0]. Через L∞(G) обозначим пространство существенно ограниченных функций
x : G → R с обычной нормой ‖ · ‖ = ‖ · ‖L∞(G).

Для r ∈ N через Lr
∞(G) обозначим пространство функций x : G→ R, имеющих локально

абсолютно непрерывную производную порядка r − 1, x(0) = x, и таких, что x(r) ∈ L∞(G).
Положим Lr

∞,∞(G) = Lr
∞(G)

⋂
L∞(G).

А.Н. Колмогоров (см. [1]) сформулировал следующую задачу:
Задача Колмогорова. Пусть заданы класс функций X ⊂ Lr

∞,∞(G) и произвольная
система d целых чисел 0 � k1 < k2 < · · · < kd � r. Требуется найти необходимые и дос-
таточные условия на систему положительных чисел

Mk1 ,Mk2 , . . . ,Mkd , (1)

которые бы обеспечивали существование функции x ∈ X такой, что

‖x(ki)‖ =Mki , i = 1, . . . , d. (2)

Ясно, что задача Колмогорова может быть сформулирована для классов функций X
с различными областями определения (ось, полуось, отрезок, окружность и т. д.), функций
многих переменных, для других норм (возможно, различных для производных различных
порядков).

Отметим, что для d � 3 любое точное неравенство для норм производных ‖x(ki)‖, ‖x(kl)‖
и ‖x(km)‖ (ki < kl < km) функций x ∈ X является необходимым условием на числа Mki ,
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Mkl , иMkm из (1) для того, чтобы существовала функция x ∈ X, для которой выполняются
соотношения (2). Такие неравенства называются неравенствами типа Ландау–Колмогорова
и имеют многочисленные приложения во многих областях математики (см., например, [2,
гл. 7, 8]). Отметим, что в случае d = 3 точные неравенства такого типа обычно дают полное
(необходимые и достаточные условия) решение задачи Колмогорова.

Обзор известных результатов. Полное решение сформулированной задачи для трех
чисел (в случае, когда d = 3, k1 = 0, k3 = r и 0 < k2 = k < r) и класса X = Lr

∞,∞(R)
получил Колмогоров [1]. Он показал, что существует функция x ∈ Lr

∞,∞(R), для которой
выполняются соотношения (2), тогда и только тогда, когда выполняется неравенство

Mk �
‖ϕr−k‖

‖ϕr‖1−k/r
M

1−k/r
0 Mk/r

r ,

где ϕr — r-я периодическая первообразная с нулевым средним значением на периоде от
функции ϕ0(t) = sgn sin t. Решение задачи Колмогорова для трех чисел в случае k1 > 0
содержится в [2, §9.1].

В случае d = 3, k1 = 0, k3 = r и класса X = Lr
∞,∞(R−) решение задачи Колмогорова

следует из работы И. Шенберга, А. Каваретта [3].
А.М. Родов [4] впервые рассмотрел задачу Колмогорова для d > 3. Решения задачи Кол-

могорова при d > 3 для классов функций, заданных на всей числовой прямой R, известны
в следующих случаях:

1. X = Lr
∞,∞(R); k1 = 0, k2 = r − 2, k3 = r − 1, k4 = r (см. [4]).

2. X = Lr
∞,∞(R); k1 = 0 < k2 < k3 = r − 2, k4 = r − 1, k5 = r (см. [4]).

3. X = Lr
∞,∞(R); k1 = 0 < k2 < k3 = r − 1, k4 = r (см. [5]).

4. X = Lr
∞,∞(R); k1 = 0 < k2 < k3 = r − 2, k4 = r (см. [6]).

Некоторые другие, более частные результаты, можно найти в работе [7].
Что касается случая произвольного d (с kd = r), то в работе В.К. Дзядыка, В.А. Дубо-

вика [8] приведены некоторые достаточные условия на систему чисел (1), обеспечивающие
существование функции x ∈ Lr

∞,∞(R), для которой имеют место соотношения (2).
Для класса функций X = Lr

∞,∞(R−) решение задачи Колмогорова при d > 3 известно
только в следующем случае: d = 4, k1 = 0 < k2 < k3 = r − 1, k4 = r [9].

Для заданных r, m ∈ Z+, m � r, обозначим через Lr,m
∞,∞(R−) класс функций x ∈

∈ Lr
∞,∞(R−), которые неотрицательные вместе со своими производными до порядка m

(производная порядка m должна быть неотрицательной почти всюду в случае m = r).
Будем называть этот класс классом m-кратно монотонных функций.

В.М. Оловянишников [10] (в случае, когда d = 3, k1 = 0, k3 = r и 0 < k2 = k < r)
показал, что существует функция x ∈ Lr,r−1

∞,∞ (R−), для которой выполняются соотноше-
ния (2) тогда и только тогда, когда для чисел M0, Mk, Mr имеет место неравенство (ниже
φr(t) := l · (r!)−1 · (t+ 1)r+)

M0 �
‖φr‖

‖φr−k‖r/(r−k)
M

r/(r−k)
k M−k/(r−k)

r .

В [11] и независимо в [12] было получено обобщение этого результата на класс (r−2)-кратно
монотонных функций. Кроме того, в [13] было получено решение задачи Колмогорова для
трех чисел и класса Lr,r

∞,∞(R−) в случае k1 > 0.
В случае d > 3 известны следующие результаты для классов кратно монотонных функ-

ций:
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1. X = Lr,r−2
∞,∞ (R−) и k1 = 0 < k2 < k3 = r − 1, k4 = r (см. [14]).

2. X = Lr,r
∞,∞(R−) и k1 = 0 < k2 < k3 < k4 = r (см. [13]).

Пусть заданы d ∈ N и целые числа 0 � k1 < k2 < · · · < kd � r. Положим k := (k1, . . . , kd).
Для i = 1, . . . , d положим ki = (ki, ki+1, . . . , kd) так, что k1 = k. Множества положительных
чисел {Mk1 , . . . ,Mkd} и {Mki , . . . ,Mkd} обозначим через Mk и Mki соответственно. Для
заданных k := (k1, . . . , kd) и x ∈ X положим

Mk(x) := (‖x(k1)‖, . . . , ‖x(kd)‖).

Определение 1. Назовем множество Mk допустимым для класса функций X ⊂
⊂ Lr

∞,∞(G), если существует функция x ∈ X такая, что Mk(x) = Mk. Семейство всех
допустимых множеств Mk обозначим Ad(X) = Ad(X,k).

Отметим, что во всех описанных выше случаях решение задачи Колмогорова можно
трактовать следующим образом. Для класса функций X находится d-параметрическое се-
мейство функций F (порождающее семейство) такое, что

Ad(X) = {Mk(x) : x ∈ F}. (3)

При этом естественно на множество F наложить требование минимальности, которое, на-
пример, может состоять в том, что для произвольного x ∈ F множество F \ {x} уже не
является порождающим семейством.

Определение 2. Минимальное d-параметрическое семейство функций F ⊂ X такое,
что для заданного k имеет место (3), будем называть порождающим для Ad(X,k) и обо-
значать через Fd(X,k).

Используя эти определения мы можем переформулировать задачу Колмогорова.
Задача Колмогорова. Для заданного класса функций X ⊂ Lr

∞,∞(G) и фиксирован-
ных d и k найти (или охарактеризовать) порождающее множество Fd(X,k) для Ad(X,k).

Упомянутый результат Колмогорова может быть записан в следующем виде:

F3(L
r
∞,∞(R),k) = {aϕr(λt) + C : a > 0, λ > 0, C � 0},

а результат Оловянишникова — в виде

F3(L
r,r−1
∞,∞ (R−),k) = F3(L

r,r
∞,∞(R−),k) = {aφr(λt) + C : a > 0, λ > 0, C � 0},

где k = (k1 = 0, k2 = k, k3 = r).
Основные результаты. Нам понадобятся следующие определения.
Пусть заданы r, s ∈ N, a1 > a2 > · · · > as > 0 и l > 0. Определим функцию, которую

мы будем называть сплайном порядка r с узлами −a1 < −a2 < · · · < −as < 0, следующим
образом:

ϕ(a1, a2, . . . , as, l; t) :=
l

r!

s∑
j=1

(−1)j+1(t+ aj)
r
+.

Пусть Φr,n := {ϕ(a1, a2, . . . , as, l; t) : s ∈ N, s � n, a1 > a2 > · · · > as > 0, l > 0} обозначает
множество всех сплайнов порядка r с не более чем n узлами.

Пусть заданы d ∈ N и целые числа 0 � k1 < k2 < · · · < kd � r.
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Определение 3. Допустимое множество Mk ∈ Ad является множеством типа 1, если
существует сплайн ϕ ∈ Φr,d−1 \Φr,d−2 такой, что Mk(ϕ) =Mk. Семейство всех допустимых
множеств Mk типа 1 мы будем обозначать A1

d.
Определение 4. Допустимое множество Mk ∈ Ad является множеством типа 2, если

существует сплайн ϕ ∈ Φr,d−2 такой, что Mk(ϕ) = Mk. Семейство всех допустимых мно-
жеств Mk типа 2 мы будем обозначать A2

d.
Определение 5. Допустимое множество Mk ∈ Ad с k1 = 0 является множеством ти-

па 3, если существует константа C > 0 и сплайн ϕ ∈ Φr,d−1 такой, что Mk(ϕ + C) = Mk,
и это множество не является множеством типа 1. Семейство всех допустимых множеств
Mk типа 3 мы будем обозначать A3

d.
Теорема 1 (существование и экстремальные свойства сплайна). Пусть заданы r, d ∈ N,

d � 3, и целые числа 0 � k1 < · · · < kd � r. Пусть также задана функция x(t) ∈ Lr,r
∞,∞(R−).

Существует сплайн ϕ(t) = ϕ(a1, a2, . . . , as, l; t) ∈ Φr,d−1 и число C � 0 такие, что Mk(ϕ+
+ C) = Mk(x).

Кроме того, если kd = r и k ∈ Z+ таково, что для некоторого i = 0, 1, . . . , d − 1 выпол-
няются соотношения ki < k < ki+1 (k0 := −1) и x(k1) �= ϕ(k1), то

(−1)i‖x(k)‖ > (−1)i‖ϕ(k)‖,

а если kd < r и x(k1) �= ϕ(k1), то

‖x(r)‖ > ‖ϕ(r)‖.

Для заданногоMk сплайн ϕ ∈ Φr,d−1 такой, чтоMk(ϕ) =Mk, мы будем обозначать ϕ(Mk; t).
Теорема 2 (решение задачи Колмогорова в случае kd = r). Пусть заданы d ∈ N, d�3,

и целые числа 0 � k1 < k2 < · · · < kd = r.

{Mk ∈ Ad(L
r,r
∞,∞(R−))}

⇐⇒
{

Mk2 ∈ A1
d−1

Mk1 � ‖ϕ(k1)(Mk2)‖

}∨⎧⎨⎩
Mk2 ∈ A2

d−1

k1 > 0

Mk1 = ‖ϕ(k1)(Mk2)‖

⎫⎬⎭∨⎧⎨⎩
Mk2 ∈ A2

d−1

k1 = 0

Mk1 � ‖ϕ(k1)(Mk2)‖

⎫⎬⎭ .

Кроме того,{
Mk2 ∈ A1

d−1

Mk1 � ‖ϕ(k1)(Mk2)‖

}
=⇒

{
Mk ∈ A1

d, если Mk1 > ‖ϕ(k1)(Mk2)‖
Mk ∈ A2

d, если Mk1 = ‖ϕ(k1)(Mk2)‖

}
,

⎧⎨⎩
Mk2 ∈ A2

d−1

k1 > 0

Mk1 = ‖ϕ(k1)(Mk2)‖

⎫⎬⎭ =⇒ {Mk ∈ A2
d},

⎧⎨⎩
Mk2 ∈ A2

d−1

k1 = 0

Mk1 � ‖ϕ(k1)(Mk2)‖

⎫⎬⎭ =⇒
{
Mk ∈ A2

d, если Mk1 = ‖ϕ(k1)(Mk2)‖
Mk ∈ A3

d, если Mk1 > ‖ϕ(k1)(Mk2)‖

}
.
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Замечание. Легко видеть, что {Mk1 ,Mk2} ∈ A1
1 для всех 0 � k1 < k2 � r и всех Mk1 ,

Mk2 > 0. Поэтому теорема 2 в случае d = 3 может быть переписана в следующем виде
(см. [10, 13]): (Mk1 ,Mk2 ,Mr) ∈ A3(L

r,r
∞,∞(R−)) тогда и только тогда, когда

Mk1 �
(r − k2)!

(r−k1)/(r−k2)

(r − k1)!
M

(r−k1)/(r−k2)
k2

M (k1−k2)/(r−k2)
r . (4)

Теорема 3 (решение задачи Колмогорова в случае kd < r). Пусть заданы d ∈ N, d � 3,
и целые числа 0 � k1 < k2 < · · · < kd < r. Mk ∈ Ad(L

r,r
∞,∞(R−)) тогда и только тогда,

когда Mk2 ∈ Ad−1(L
r,r
∞,∞(R−)) и

Mk1 > lim
l→∞

‖φ(k1)l ‖,

где сплайн φl ∈ Φr,d−1 таков, что ‖φ(ki)l ‖ = Mki , i = 2, . . . , d, и ‖φ(r)l ‖ = l (который

существует для всех l � ‖ϕ(r)(Mk2)‖).
Теорема 4 (переформулированное решение задачи Колмогорова). Пусть заданы d ∈ N,

d � 3, и вектор k := (k1, . . . , kd) с 0 � k1 < k2 < · · · < kd � r. Тогда в случае kd = r

Fd(L
r,r
∞,∞(R−),k) = {Φr,d−1 \ Φr,d−2}

⋃{ϕ+ C : ϕ ∈ Φr,d−2, C � 0},

а в случае kd < r

Fd(L
r,r
∞,∞(R−),k) = Φr,d−1 \ Φr,d−2.
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В.Ф. Бабенко, Ю.В. Бабенко, О.В. Коваленко

Задача Колмогорова на класi кратно монотонних функцiй

Отримано необхiднi та достатнi умови на систему додатних чисел Mk1
,Mk2

, . . . ,Mkd
, 0 �

� k1 < · · · < kd � r, для того, щоб гарантувати iснування r-кратно монотонної функцiї
такої, що ‖x(ki)‖∞ = Mki

, i = 1, 2, . . . , d.

V.F. Babenko, Yu.V. Babenko, O.V. Kovalenko

Kolmogorov problem on a class of multiply monotone functions

Necessary and sufficient conditions for a system of positive numbers Mk1
,Mk2

, . . . ,Mkd
, 0 � k1 <

< · · · < kd � r, to guarantee the existence of a multiply monotone function such that ‖x(ki)‖∞ =
= Mki

, i = 1, 2, . . . , d are found.

12 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №11



УДК 517.54

А.К. Бахтин, А.Л. Таргонский

Экстремальные задачи для частично неналегающих

областей со свободными полюсами

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Ю.Ю. Трохимчуком)

Решен ряд задач об экстремальном разбиении комплексной плоскости со свободными
полюсами на лучевых системах точек. Эти результаты распространяют некоторые
известные на более широкие классы областей, допускающих частичное налегание.

Экстремальные задачи о неналегающих областях составляют известное направление гео-
метрической теории функций комплексного переменного. Исследованию этого направления
посвящено множество работ (см., например, [1–15]). В работе А.К. Бахтина [1, c. 95] было
получено решение одной достаточно общей экстремальной задачи о неналегающих областях
со свободными полюсами на (n,m)-лучевой системе точек. В данной работе этот результат
распространяется на области, допускающие частичное налегание.

Пусть N, R — множества натуральных и вещественных чисел соответственно, C — плос-
кость комплексных чисел, C = C

⋃{∞} — ее одноточечная компактификация или сфера
Римана, R+ = (0,∞).

Для фиксированных чисел n, m ∈ N cистему точек

An,m = {ak,p ∈ C : k = 1, n, p = 1,m},

назовем (n,m)-лучевой системой точек, если при всех k = 1, n, p = 1,m выполняются
соотношения

0 < |ak,1| < · · · < |ak,m| <∞;

arg ak,1 = arg ak,2 = · · · = arg ak,m =: θk;

0 = θ1 < θ2 < · · · < θn < θn+1 := 2π.

(1)

Для таких систем точек рассмотрим следующие величины:

αk =
1

π
[θk+1 − θk], k = 1, n, αn+1 := α1, α0 := αn,

n∑
k=1

αk = 2.

Если m = 1, получаем n-лучевую систему точек, которую будем обозначать An (см. [1–5]).
Рассмотрим систему угловых областей:

Pk = {w ∈ C : θk < argw < θk+1}, k = 1, n.

Далее будем пользоваться обозначениями, принятыми в работе [1].

© А.К. Бахтин, А.Л. Таргонский, 2013
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Для произвольной (n,m)-лучевой системы и фиксированного R ∈ R+ рассмотрим “уп-
равляющий” функционал

MR :=MR(An,m) :=

n∏
k=1

m∏
p=1

[
χ

(∣∣∣∣ak,pR
∣∣∣∣1/αk

)
χ

(∣∣∣∣ak,pR
∣∣∣∣1/αk−1

)]1/2
|ak,p|,

где χ(t) =
1

2

(
t +

1

t

)
, t ∈ R+.

На n-лучевой системе точек An рассмотрим следующий “управляющий” функционал:

L(An) :=
n∏

k=1

χ

(∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣1/(2αk)
)
· |ak|.

Если Tn — произвольный набор из n различных точек единичной окружности и ∂U \Tn,
где ∂U = {z : |z| = 1}, состоит из объединения n непересекающихся дуг с длинами γ1 =
= σ1π, . . . , γn = σnπ, то

μ(Tn) :=

n∏
k=1

σk.

При каждом k = 1, n обозначим через zk(w) ту ветвь многозначной аналитической функ-
ции ζ(w) = −i(e−iθkw)1/αk , которая реализует однолистное и конформное отображение об-
ласти Pk на правую полуплоскость Re z > 0, при этом луч argw = (θk + θk+1)/2 преобра-
зуется в положительную действительную полуось. Тогда функция

ζ
(R)
k (w) :=

R1/αk − zk(w)

R1/αk + zk(w)

однолистно и конформно отображает область Pk на единичный круг U = {z : |z| < 1},
k = 1, n. Обозначим ω

(1)
k,p(R) := ζ

(R)
k (ak,p), ω

(2)
k,p(R) := ζ

(R)
k (ak+1,p), an+1,p := a1,p, ω

(2)
0,p(R) :=

= ω(2)
n,p(R) (k = 1, n, p = 1,m). При всех k = 1, n множество {ω(1)

k,p(R)}mp=1

⋃{ω(2)
k,p(R)}mp=1

состоит из 2m различных точек на ∂UR := {z : |z| = R}. Тогда пусть

μk(R) := μ
(
{ω(1)

k,p(R)}mp=1

⋃{ω(2)
k,p(R)}mp=1

)
, k = 1, n.

Пусть D, D ⊂ C — произвольное открытое множество и w = a ∈ D, тогда D(a) обо-
значает связную компоненту D, содержащую a. Для произвольной (n,m)-лучевой системы
An,m = {ak,p} и открытого множества D, An,m ⊂ D обозначим Dk(ap,s) связную компоненту
множества D(ap,s)

⋂
Pk, содержащую точку ap,s, k = 1, n, p = k, k+1, s = 1,m, an+1,s := a1,s.

Будем говорить, что открытое множество D, An,m ⊂ D удовлетворяет условию ненале-
гания относительно заданной (n,m)-лучевой системы An,m, если

Dk(ap,l)
⋂
Dk(aq,s) = ∅ (2)

при каждом фиксированном k = 1, n и для всех различных точек ap,l и aq,s, принадлежа-
щих P k.
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Систему областей {Bk,p}, k = 1, n, p = 1,m, назовем системой частично неналегающих
областей, если

D :=
n⋃

k=1

m⋃
p=1

Bk,p (3)

является открытым множеством, удовлетворяющим условию (2).
Обозначим через r(B; a) внутренний радиус области B ⊂ C относительно точки a ∈ B

(см. [6–9]).
Предметом изучения нашей работы являются следующая задача.
Задача. Пусть n, m ∈ N, n � 2. Определить максимум величины

n∏
k=1

m∏
p=1

r(Bk,p; ak,p),

где An,m = {ak,p} — любая (n,m)-лучевая система точек вида (1), а {Bk,p} — произвольный
набор частично неналегающих областей вида (3), ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, и описать все экстремали
(k = 1, n, p = 1,m).

Такого рода задачи для открытого множества, удовлетворяющего условию (2), решены
в работе [1].

Теорема 1. Пусть R ∈ R+, n, m ∈ N, n � 2. Тогда для произвольной (n,m)-лучевой
системы точек вида (1) и любого набора частично неналегающих областей {Bk,p}, ak,p ∈
∈ Bk,p ⊂ C справедливо неравенство

n∏
k=1

m∏
p=1

r(Bk,p; ak,p) � 2nm

(
n∏

k=1

αk

)m( n∏
k=1

μk(R)

)1/2

MR(An,m).

Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда точки {ak,p} и области {Bk,p},
k = 1, n, p = 1,m являются соответственно полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

((Rn/2 − iwn/2)2m +
(
Rn/2 + iwn/2)2m

)2 dw2.

При m = 1 можно получить более сильный результат.
Теорема 2. Пусть R ∈ R+, n ∈ N, n � 3. Тогда для произвольной n-лучевой системы

точек An = {ak}nk=1 такой, что (An) = Rn, и любого набора частично неналегающих
областей {Bk}nk=1, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедливо неравенство

n∏
k=1

r(Bk; ak) � 2n

(
n∏

k=1

αk

)
L(An).

Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда точки {ak}nk=1 и области {Bk}nk=1

являются соответственно полюсами и круговыми областями квадратичного дифферен-
циала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn −Rn)2
dw2. (4)
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Как следствия теоремы 2 получаем следующие результаты.
Следствие 1. Пусть n ∈ N, n � 3. Тогда для произвольной n-лучевой системы точек

An = {ak}nk=1 такой, что L(An) = 1, и любого набора частично неналегающих областей
{Bk}nk=1, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедливо неравенство

n∏
k=1

r(Bk; ak) � 2n
n∏

k=1

αk. (5)

Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда точки {ak}nk=1 и области {Bk}nk=1

являются соответственно полюсами и круговыми областями квадратичного дифферен-
циала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2.

Следствие 2 [1]. Пусть n ∈ N, n � 3. Тогда для произвольной n-лучевой системы
точек An = {ak}nk=1 такой, что L(An) = 1, и любого набора попарно неналегающих облас-
тей {Bk}nk=1, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедливо неравенство (5). Знак равенства в этом
неравенстве достигается при условиях следствия 1.

Следствие 3 [6–8]. Пусть n ∈ N, n � 3. Тогда для произвольной n-лучевой системы
точек An = {ak}nk=1, |ak| = 1, k = 1, n, и любого набора попарно неналегающих областей
{Bk}nk=1, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедливо неравенство (5). Знак равенства в этом
неравенстве достигается при условиях следствия 1.

Следствие 4. Пусть n ∈ N, n � 3. Тогда для произвольной n-лучевой системы точек
An = {ak}nk=1 такой, что L(An) = 1, и любого набора частично неналегающих областей
{Bk}nk=1, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедливо неравенство

n∏
k=1

r(Bk; ak) �

(
4

n

)n

. (6)

Знак равенства в этом неравенстве достигается при условиях следствия 1.
Следствие 5 [1]. Пусть n ∈ N, n � 3. Тогда для произвольной n-лучевой системы

точек An = {ak}nk=1 такой, что L(An) = 1, и любого набора попарно неналегающих облас-
тей {Bk}nk=1, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедливо неравенство (6). Знак равенства в этом
неравенстве достигается при условиях следствия 1.

Следствие 6 [6–8]. Пусть n ∈ N, n � 3. Тогда для произвольной n-лучевой системы
точек An = {ak}nk=1, |ak| = 1, k = 1, n, и любого набора попарно неналегающих областей
{Bk}nk=1, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедливо неравенство (6). Знак равенства в этом
неравенстве достигается при условиях следствия 1.

Следствие 7. Пусть R ∈ R+, n ∈ N, n � 3. Тогда для произвольной n-лучевой системы
точек An = {ak}nk=1 такой, что L(An) = Rn, и любого набора частично неналегающих
областей {Bk}nk=1, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедливо неравенство

n∏
k=1

r(Bk; ak) �

(
4R

n

)n

.

Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда точки {ak}nk=1 и области {Bk}nk=1

являются соответственно полюсами и круговыми областями квадратичного дифферен-
циала (4).
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Доказательство теоремы 1. Согласно определению системы частично неналегающих
областей, соотношением (3) введено открытое множество D, удовлетворяющее (2). Отсюда
имеем

Bk,p ⊂ D, k = 1, n, p = 1,m. (7)

Пользуясь результатами работ [6, 7, 9], из (7) получаем

r(Bk,p, ak,p) � r(D, ak,p), k = 1, n, p = 1,m. (8)

Перемножая неравенства (8), окончательно делаем вывод, что

n∏
k=1

m∏
p=1

r(Bk,p; ak,p) �

n∏
k=1

m∏
p=1

r(D; ak,p).

Далее, используя теорему 3.1.3 [1], получаем окончательный результат. Теорема дока-
зана.

Доказательство теоремы 2 проводится подобно доказательству теоремы 1.
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О.К. Бахтiн, А.Л. Таргонський

Екстремальнi задачi для частково неперетинних областей з вiльними
полюсами

Розв’язано низку задач про екстремальне розбиття комплексної площини з вiльними по-
люсами на променевiй системi точок. Цi результати поширюють деякi вiдомi на бiльш
широкi класи областей, якi допускають часткове налягання.

A.K. Bakhtin, A. L. Targonskii

Extremal problems for partially non-overlapping domains with free
poles

We solved several problems on extremal subdivision of complex plane with free poles on the raywise
system of points. These results generalized some famous ones on a wider class of domains, which
satisfy some conditions of overlapping.
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УДК 515.168.3

Д.В. Болотов

О вложениях S
2 в E

4

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.А. Борисенко)

Доказано, что для любой гладко вложенной сферы S2 в евклидово пространство E4

всегда найдется точка такая, что любая двумерная плоскость, проходящая через эту
точку, пересекает сферу S2.

Целью данной работы является доказательство следующего результата.
Теорема 1. Пусть S2 ⊂ E4 — двумерная сфера, C2 — гладко вложенная в евклидово

четырехмерное пространство. Тогда найдется такая точка x ∈ E4, что любая двумерная
плоскость, проходящая через x, пересекает S2.

Доказательство. Сфера S2 лежит в некотором шаре B4, граница которого S3 касается
сферы S2. Пусть p ∈ S3⋂S2. Введем в E4 евклидовы координаты {xi, i = 1, . . . , 4} так,
что точка p является началом координат, а координатный репер {ei, i = 1, . . . , 4} обладает
тем свойством, что {e1, e2} определяет базис касательной плоскости сферы S2 в точке p,
а e3 ортогонален касательной плоскости к S3 в точке p. Тогда в некоторой окрестности Up

точки p сфера S2 задается системой{
x3 = f(x1, x2),

x4 = g(x1, x2),

где f — выпуклая функция. Это означает, что множество γε : f = ε определяет выпуклую
кривую в трехмерной плоскости Π: x4 = 0. Пусть Πε — трехмерная плоскость x3 = ε.
Если ε достаточно мало, то кривая γ = S2⋂Πε на сфере S2 принадлежит Up и однозначно
проектируется в γε при ортогональной проекции E4 → Π. Кроме того, γ лежит на цилиндре
f = ε, который ограничивает выпуклое множество в Πε. Отсюда следует, что γ лежит на
границе своей выпуклой оболочки Lγ ⊂ Πε.

Теперь будем рассуждать от противного. Предположим, что через всякую точку x ∈
∈ E4 \ S2 проходит двумерная плоскость πx такая, что

πx
⋂
S2 = ∅. (∗)

Рассмотрим два случая.
Случай 1. Предположим, что γ — плоская кривая, лежащая в некоторой двумерной

плоскости α ⊂ Πε. Тогда Lγ гомеоморфно двумерному диску и для всякой точки x ∈ intLγ

пересечение πx
⋂

Πε есть прямая lx, которая пересекает диск Lγ в одной точке x, где πx
удовлетворяет (∗). В противном случае πx

⋂
Πε пересекает γ, что невозможно по предполо-

жению. Это означает, что γ представляет нетривиальный элемент фундаментальной группы
π1(E

4 \πx), так как косая проекция p : E4 → α, параллельная πx, оставляет неподвижными
точки α, и является деформационной ретракцией E4 \ πx на α \ x, а значит, индуцирует

© Д.В. Болотов, 2013
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изоморфизм фундаментальных групп. Однако ясно, что γ является представителем обра-
зующей группы π1(α \ x) = Z. С другой стороны, γ стягивается по сфере S2 ⊂ π1(E

4 \ πx)
в точку, так как сфера односвязна. Получаем противоречие.

Случай 2. Предположим, что γ — пространственная кривая, лежащая в трехмерной
плоскости Πε. Тогда Lγ гомеоморфно трехмерному шару B и для всякой точки x ∈ intLγ

пересечение πx
⋂

Πε есть прямая lx, которая пересекает граничную сферу S := ∂Lγ в двух
точках. Заметим, что πx

⋂
Πε не может быть плоскостью, так как всякая плоскость, про-

ходящая через x должна пересекать γ. Кривая γ разделяет сферу S на два диска D1, D2.
Допустим #(lx

⋂
Di) = 1. Диск D1 вместе с одним из дисков, на которые γ разбивает сфе-

ру S2, образуют многообразие S′, также гомеоморфное сфере. Мы можем считать, что lx
пересекает D1 в гладкой точке y, если надо немного пошевелив πx. Напомним, что гладкой
точкой границы выпуклого множества называется точка границы, в которой имеется един-
ственная опорная плоскость. Заметим, что почти все точки границы выпуклого множест-
ва гладкие [1]. Заменим S′ гладким многообразием S′′, аппроксимируя S′ вне некоторого
конуса с центром в y и осью lx. Тогда S

′′ пересекает πx трансверсально в единственной
точке y. Теперь рассмотрим одноточечную компактификацию E4, гомеоморфную S4. При
этом плоскость πx компактифицируется в сферу S

′′′ ⊂ S4. По построению S′′ и S′′′ пересе-
каются трансверсально в единственной точке. Напомним, что класс Тома ориентируемого
p-мерного векторного расслоения E над гладким многообразием R — это когомологиче-
ский класс Φ(E) ∈ Hp

DR(E), ограничение которого на каждый слой F есть образующая
старших когомологий с компактными носителями Hp

c (F ) слоя F [2, § 6, c. 76]. Как извест-
но, класс Тома Φ(NR) ∈ Hp

DR(M) нормального расслоения NR к замкнутому ориенти-
руемому подмногообразию R коразмерности p ориентируемого многообразия M является
двойственным по Пуанкаре к R [2, § 6, c. 76]. Заметим, что NR естественно отождеств-
ляется с трубчатой окрестностью R [2, § 6, c. 77]. А если подмногообразия R и S пересе-
каются трансверсально в том смысле, что для любой точки пересечения x ∈ R

⋂
S имеем

TxR+TxS = TxM , то Φ(NR∩S) = Φ(NR⊕NS) = Φ(NR)∧Φ(NS) [2, § 6, c. 80]. В нашем случае
имеем 0 �= Φ(NS′′∩S′′′) = Φ(NS′′)∧Φ(NS′′′), так как двойственный по Пуанкаре класс к точке
в ориентируемом многообразии не нулевой и, более того, является образующей в старших
когомологиях Hn

c (M) (см. [2, § 6]). Однако классы Φ(NS′′) и Φ(NS′′′) нулевые, так как они
принадлежат тривиальной группе H2

DR(S
4). Мы получаем противоречие, а значит, предпо-

ложение, что #(lx
⋂
Di) = 1, неверно. Поэтому либо #(lx

⋂
Di) = 0, либо #(lx

⋂
Di) = 2.

Пусть x ∈ D1, y ∈ D2 — гладкие точки границы S выпуклого тела Lγ , а πx и πy — плос-
кости, удовлетворяющие (∗). Так как x и y принадлежат Lγ , пересечения Πε

⋂
πx и Πε

⋂
πy

должны быть прямыми, которые мы обозначим lx и ly соответственно. Если lx и ly оказа-
лись лежащими в опорных плоскостях Tx и Ty для Lγ , то, сколь угодно мало пошевелив πx
и πy, найдем плоскости π

′
x и π

′
y, по-прежнему удовлетворяющие (∗) и пересекающие Πε по

прямым l′x и l
′
y так, что l

′
x

⋂
Tx = x и l′y

⋂
Ty = y. Так как Tx и Ty являются касательными

конусами в x и y соответственно, то l′x и l
′
y имеют непустое пересечение с intLγ . Пусть I —

отрезок, соединяющий точки x1 ∈ l′x
⋂

intLγ и x2 ∈ l′y
⋂

intLγ . Представим I в виде ди-
зъюнктного объединения I = C1

⋃
C2, где Ci определяются следующим образом: x ∈ Ci,

если существует плоскость πx, удовлетворяющая (∗), такая, что lx
⋂
S ⊂ Di. Так как по

построению Ci �= ∅ и, кроме того, Ci являются открытыми множествами, а отрезок I свя-
зен, то существует точка x ∈ C1

⋂
C2. Пусть π1, π2 — плоскости, удовлетворяющие (∗),

такие, что π1
⋂
π2 = x и пересекающие Πε по прямым l1, l2 соответственно, таким, что

li
⋂
S ⊂ Di.
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Рис. 1

Определим плоскость πε := Πε
⋂

Π{
x3 = ε,

x4 = 0.

Заметим, что плоскость π12, натянутая на l1, l2, пересекает γ минимум в четырех точках.
А так как кривая γ однозначно проектируется в выпуклую кривую γε относительно орто-
гональной проекции r : Πε → πε, образ r(π12) не может вырождаться в прямую, поскольку
прямая пересекает выпуклую кривую максимум в двух точках. Пусть n — нормаль к πε,
x — радиус-вектор точки x, а v1 — направляющий вектор прямой l1. Рассмотрим семейство
плоскостей πt1, проходящих через некоторую точку x1 ∈ π1 \ l1 с радиусом-вектором x1 па-
раллельно векторам x + tn − x1 и v1. При t = 0 мы имеем исходную плоскость π1, а при
малых t мы добъемся того, что πt1 и π2 по-прежнему удовлетворяют (∗), находятся в общем
положении, а πt1

⋂
Πε и π2

⋂
Πε есть непересекающиеся прямые l

t
1 ⊂ Πε и l2 ⊂ Πε такие,

что #(lt1
⋂
D1) = #(l2

⋂
D2) = 2. В зависимости от знака t одна из прямых l1 или l2 про-

ходит выше относительно проекции на плоскость πε. Предположим, при t > 0 реализуется
случай, показанный на рис. 1.

Заметим, что пространство Πε \ (lt1
⋃
l2) гомотопически эквивалентно евклидовой плос-

кости без двух точек. Чтобы построить соответствующую гомотопию, мы сначала должны
гомеоморфно отобразить Πε в себя так, чтобы прямые стали параллельны, а затем проде-
формировать образ Πε \ (lt1

⋃
l2) на ортогональную прямым плоскость с двумя выколотыми

точками. Детали мы опустим. Поэтому фундаментальная группа Πε \ (lt1
⋃
l2) совпадает

с фундаментальной группой плоскости без двух точек и равна свободной группе с двумя
образующими. То есть

π1(Πε \ (lt1
⋃
l2)) = Z ∗ Z.

Пусть γa, γb — замкнутые кривые, представляющие образующие a, b фундаментальной
группы π1(Πε \ (lt1

⋃
l2)).

Рассмотрим случай t > 0. В этом случае γ  γa◦γ′a, а γ′a  γb◦γ−1
a ◦γ−1

b (рис. 2). То есть γ
представляет нетривиальный элемент aba−1b−1 фундаментальной группы π1(Πε \ (lt1

⋃
l2)).

Положим E4
+ = {(x1, . . . , x4) : x3 � ε} и E4

− = {(x1, . . . , x4) : x3 � ε}. Заметим, что
кривые Πε

⋂
S2 связны и стягиваются к точке Π0

⋂
S2 при ε → 0. Это означает, что один

из дисков, на которые кривая γ разбивает S2, лежит в E4
−, а другой диск лежит в E

4
+.

Вспомним, что плоскости πt1 и π2 находятся в общем положении и имеют единственную
точку пересечения, которую мы обозначим z. Пусть z ∈ E4

−. Так как ретракция

r : E4
+ \ (πt1

⋃
π2) → Πε \ (lt1

⋃
l2),
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Рис. 2

сопоставляющая точке e ∈ E4
+ пересечение прямой le, проходящей через точки e и z, с плос-

костью Πε, является деформационной ретракцией, то γ представляет нетривиальный эле-
мент группы

π1(E
4
+ \ (πt1

⋃
π2)).

Но, как отмечалось выше, один из дисков, на которые γ разбивает сферу S2, лежит в E4
+.

А так как по построению S2⋂(πt1
⋃
π2) = ∅, то [γ] = 0 в π1(E4

+ \ (πt1
⋃
π2)). Мы пришли

к противоречию. Случай, когда z ∈ E4
+ рассматривается аналогично и также приводит

к противоречию. Значит, предположение о том, что через каждую точку x ∈ E4 вне S2

проходит плоскость πx такая, что πx
⋂
S2 = ∅, неверно, и теорема доказана.

Замечание 1. Можно показать, что для двумерного тора данная теорема уже не верна.
Примером является стандартный тор Клиффорда T 2 ⊂ S3 ⊂ E4.
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Д.В. Болотов

Про вкладення S
2 у E

4

Доведено, що для будь-якої гладко вкладеної сфери S2 у евклiдiв простiр E4 завжди зна-
йдеться точка така, що будь-яка двовимiрна площина, яка проходить через цю точку,
перетинає сферу S2.

D.V. Bolotov

On the embedding of S2 in E
4

We prove that, for any smoothly embedded sphere S2 in the Euclidean space E4, there is a point
such that any two-dimensional plane passing through this point intersects the sphere S2.
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УДК 517.956.223

А.В. Заворотинский

Об эллиптических с малым параметром краевых
задачах

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины М.Л. Горбачуком)

Рассмотрены эллиптические краевые задачи, в которых оператор в области полиноми-
ально зависит от малого параметра, а в краевых условиях содержатся дополнительные
неизвестные функции. Найден аналог условия типа Шапиро–Лопатинского, который
позволяет в специальных функциональных пространствах, зависящих от параметра,
получить априорную оценку для исследуемой задачи.

Дифференциальные операторы, полиномиально зависящие от малого параметра, возни-
кают в различных разделах математической физики (особенно в теории упругости) и хо-
рошо известны. Общая теория таких задач берет свое начало с работы М.И. Вишика
и Л.А. Люстерника [1]. Современный вид этой теории и роль в ней метода Вишика–Люс-
терника придал Л.Р. Волевич в работе [2] (подробные ссылки на другие публикации по
этой тематике можно найти там же).

Основная особенность такой задачи состоит в том, что при малых значениях параметра
получается эллиптическое уравнение меньшего порядка, требующее меньшего количества
граничных условий. В этой связи при малых ε → 0 требуются поправки, позволяющие
удовлетворить оставшимся граничным условиям. М.И. Вишик и Л.А. Люстерник нашли,
что в случае вырождения эллиптической задачи в эллиптическую задачу меньшего порядка
эти поправки вне любой ε-окрестности границы убывают как exp{−C(δ)/ε}. Их принято на-
зывать экспоненциальными пограничными слоями. Был предложен простой и конструктив-
ный метод построения погранслоя, основанный на решении краевой задачи на полупрямой
для обыкновенного уравнения (с постоянными коэффициентами) относительно оператора
дифференцирования по направлению, трансверсальному границе области.

В настоящей работе исследуется общая эллиптическая краевая задача с малым пара-
метром и дополнительными неизвестными функциями на границе области. Эллиптические
задачи с дополнительными неизвестными функциями на границе области возникают в тео-
рии упругости, гидродинамики и, как вспомогательные, в теории эллиптических задач в не-
гладких областях и при изучении гиперболических задач. Такие задачи были исследованы
в работах [3–5].

В работе получены априорные оценки для рассматриваемой задачи в специальных функ-
циональных пространствах, зависящих от параметра. Полученные оценки дают возмож-
ность построить левый и правый параметрикс задачи и исследовать слабо эллиптические
задачи с неизвестными дополнительными функциями на границе области.

1. Постановка задачи. Пусть G — ограниченная область в евклидовом пространстве
R
n, n � 2, с границей ∂G, которая является бесконечно гладким замкнутым многообразием

размерности n − 1. Как обычно, G := G
⋃
∂G.
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Рассмотрим следующую краевую задачу в области G, содержащую параметр ε:

A(x,D, ε)u(x) ≡
2m−2μ∑
j=0

ε2m−2μ−jA2m−j(x,D)u(x) = f(x), x ∈ G, (1)

(Bj(x
′,D)u)(x′) +

κ∑
k=1

Cjk(x
′,D′)σk(x

′) = gj(x
′), x′ ∈ ∂G, j = 1, . . . ,m+ κ. (2)

Здесь m, μ, κ ∈ N, m > μ > 0; A2m−j(x,D) — линейный дифференциальный оператор
(л. д. о.) в G; Bj(x,D) — граничный л. д. о. на ∂G; Cj,k(x

′,D′) — касательный л. д. о. на
∂G. Коэффициенты этих операторов — комплекснозначные бесконечно гладкие функции,
а порядки удовлетворяют условиям

ordA2m−j � 2m− j, ordBj = mj, ordCj,k � mj + αk,

где mj , αk ∈ Z и

m1 � m2 � · · · � mμ+κ < mμ+κ+1 � · · · � mm+κ . (3)

Как обычно, Cj,k ≡ 0, если mj + αk < 0.
Задача (1), (2) кроме неизвестной функции u(x), x ∈ G, содержит κ дополнительных

неизвестных функций σ1(x
′), . . . , σκ(x

′), x′ ∈ ∂G. Поэтому число краевых условий равно
m + κ.

Сформулируем условия, которым удовлетворяет задача (1), (2). Пусть x ∈ G. Обозначим

A0(x, ξ, ε) :=

2m−2μ∑
j=0

ε2m−2μ−jA0
2m−j(x, ξ), ξ ∈ R

n, ε > 0,

где A0
2m−j(x, ξ) — главный символ оператора A2m−j(x,D). Заметим, что функция

A0(x, ξ, |ξ|−1) однородная по ξ порядка 2μ.
Условие 1. Существует C > 0 такое, что

|A0(ξ, ε)| � C|ξ|2μ(1 + ε|ξ|)2m−2μ (4)

для любых ξ ∈ R
n, ξ �= 0, ε > 0.

Это условие эллиптичности с малым параметром оператора A0(x,D, ε) в точке x ∈ G.
Замечание 1. Неравенство (4) равносильно следующим условиям:

A0
2m(x, ξ) �= 0, A0

2μ(x, ξ) �= 0, A0(x, ξ, ε) �= 0 (5)

для любых ξ ∈ R
n, ξ �= 0, ε > 0 [2, предложение 1.2].

Отметим, что первые два неравенства в (5) означают эллиптичность операторов
A0

2m(x, ξ) и A0
2μ(x, ξ).

Пусть x′ ∈ ∂G и U — достаточно малая окрестность точки x′ из топологии в ∂G. Выберем
в U локальные координаты (x1, . . . , xn−1, xn) такие, что xn — расстояние от точки x ∈ U до
границы ∂G. Запишем в этих координатах символы A0

2m−j(x
′, ξ) и A0(x, ξ, ε) для каждого

ε > 0. Полученные полиномы обозначим через A0
2m−j(ξ) и A

0(ξ, ε) соответственно.
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Предположим, что выполняется условие 1 в точке x = x′. Пусть ξ′ ∈ R
n−1 \ {0} и ε > 0.

Тогда уравнения A0(ξ′, τ, ε) = 0 и A0
2μ(ξ

′, ε) = 0 не имеют вещественных τ -корней. Обозна-
чим через m±(ξ′, ε) и μ±(ξ′, ε) число корней соответственно первого и второго уравнений,
лежащих в полуплоскости C± := {τ ∈ C : Im τ ≷ 0}. Поскольку эти корни непрерывно за-
висят от ξ′ и ε, числа m±(ξ′) = m±(ξ′, ε) не зависят от ε > 0 при каждом фиксированном ξ′.
В случае n � 3 множество ξ′ ∈ R

n−1 \ {0} связно и поэтому числа m±(ξ′) и μ±(ξ′) и не
зависят также от ξ′.

Условие 2. Для каждого ξ′ ∈ R
n−1 \ {0} выполняются равенства

m+(ξ′) = m−(ξ′) = m, μ+(ξ′) = μ−(ξ′) = μ.

Это условие правильной эллиптичности с малым параметром оператора A0(x′,D, ε)
в точке x′ ∈ ∂G.

Заметим, что при n � 3 равенство μ+(ξ′) = μ−(ξ′) выполняется автоматически [2].
Как и прежде, x′ ∈ ∂G. Запишем в локальных координатах главные символы операто-

ров Bj(x
′,D) и Cj,k(x

′,D′). Полученные полиномы обозначим соответственно через B0
j (ξ)

и C0
j,k(ξ

′), где ξ′ ∈ R
n−1, ξ ≡ (ξ′, ξn) ∈ R

n.
В задаче (1), (2) отбросим младшие члены дифференциальных операторов, положим

f ≡ 0, перейдем к локальным координатам в окрестности точки ξ′ и применим преобразо-
вание Фурье по переменным x1, . . . , xn−1. Получим следующую краевую задачу для обыкно-
венного дифференциального уравнения (1) на полуоси t := xn > 0:

A0(ξ′,Dt, ε)v(t) = 0, t > 0, (6)

(B0
j (ξ

′,Dt)v)(0) +
κ∑

k=1

C0
j,k(ξ

′)σi = ϕj , j = 1, . . . ,m+ κ. (7)

Здесь гладкая функция v(t) и числа σ1, . . . , σκ искомые, а ϕ1, . . . , ϕm+κ — произвольно
заданные комплексные числа. Задача (6), (7) зависит от двух параметров ξ′ ∈ R

n−1 \ {0}
и ε > 0. Она называется граничным символом задачи (1), (2) в точке x′ ∈ ∂G.

Нас будут интересовать решения, удовлетворяющие условию

v(t) → 0, при t→ ∞. (8)

Условие 3. Для любых ξ′ ∈ R
n−1 \ {0}, ε > 0 и ϕ1, . . . , ϕm+κ ∈ C задача (6)–(8) имеет

единственное решение (v(t), σ1, . . . , σκ).
Это аналог условия Лопатинского для краевой задачи (1), (2) при фиксированном ε.
В следующих двух условиях идет речь о разрешимости краевой задачи для оператора

A0(ξ′,Dt, ε) в предельных случаях ε → ∞ и ε → 0 (ср. с [2]).
Пусть r ∈ {m,μ}. Рассмотрим следующую краевую задачу:

A0
2r(ξ

′,Dt)v(t) = 0, t > 0, (9)

(B0
j (ξ

′,Dt)v)(0) +

κ∑
k=1

C0
j,k(ξ

′)σi = ϕj , j = 1, . . . , r + κ. (10)

Условие 4. Для любого ξ′ ∈ R
n−1 \ {0} и ϕ1, . . . , ϕr+κ ∈ C задача (9), (10), (8) имеет

единственное решение (v(t), σ1, . . . , σκ) при r = m.
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Условие 5. Для любого ξ′ ∈ R
n−1 \ {0} и ϕ1, . . . , ϕr+κ ∈ C задача (9), (10), (8) имеет

единственное решение (v(t), σ1, . . . , σκ) при r = μ.
Поскольку при ε = 0 оператор A0(ξ′,Dt, ε) совпадает с оператором A0

2μ(ξ
′,Dt) порядка

2μ < 2m, то при малых ε > 0 требуются поправки к решению задачи (6), (7), позволяющие
удовлетворить оставшимся m−μ краевым условиям. Из метода Вишика–Люстерника [1, 2]
вытекает, что эти поправки являются решением следующей краевой задачи:

A0(0,Dt, 1)v(t) = 0, t > 0, (11)

(B0(0,Dt)v(t))|t=0 = ϕj , j = μ+ κ + 1, . . . ,m+ κ. (12)

Условие 6. Для любых ϕμ+κ+1, . . . , ϕm+κ ∈ C задача (11), (12), (8) имеет единственное
решение v(t).

Определение.Краевая задача (1), (2) называется эллиптической с малым параметром
если в произвольной точке x ∈ G выполняется условие 1 и в произвольной точке x′ ∈ ∂G
выполняются условия 2–6.

Условия 4–6 были получены в работе автора [6]. Из условий 1–3 следует, что при прои-
звольных фиксированных ξ′ ∈ R

n−1 \ {0} и ε > 0 краевая задача (1), (2) эллиптическая
как задача без параметра, но с дополнительными неизвестными функциями на границе
области [3, 4].

Замечание 2. Рассматриваемый класс задач тесно связан со слабо эллиптическими гра-
ничными задачами [7, 8], которые являются обобщением эллиптическим с большим па-
раметром граничных задач, рассмотренных в работах С. Агмона [9] и М.С. Аграновича,
М.И. Вишика [10]. Слабо эллиптические задачи возникают, в частности, в теории параболи-
ческих уравнений, не разрешенных относительно старшей производной по времени [11]. Та-
кие задачи получаются при замене “малого” параметра ε на “большой” параметр λ = 1/ε > 0
(подробнее см. [12]).

2. Функциональные пространства, зависящие от параметра. Введем необходи-
мые нам функциональные пространства.

Под пространством Hr,s = Hr,s(Rn), r � s, понимается совокупность элементов собо-
левского пространства Hr, снабженная нормой

‖u‖r,s =
(∫

Rn

(1 + |ξ|2)s(1 + ε2|ξ|2)(r−s)|û(ξ)|2dξ
)1/2

, (13)

где û(ξ) — преобразование Фурье функции u(x).
Введем обозначение

Ξρ,σ(ξ, ε) =

{
|ξ|σ(1 + ε2|ξ|2)(ρ−σ)/2, σ � 0,

ε−σ(1 + ε2|ξ|2)ρ/2, σ < 0.
(14)

Определим Hr,s(Rn
+) как факторпространство Hr,s(Rn)/Hr,s(Rn)−, где Hr,s(Rn)− — под-

пространство Hr,s(Rn), состоящее из функций (распределений), сосредоточенных в полу-
пространстве R

n
− = {(x, t), t � 0}.

Поскольку при ε > 0 пространство Hr,s(Rn) является подмножеством соболевского про-
странства Hr(Rn), то при r > �+ 1/2 определен оператор следа T� : u(x) → D�

nu(x
′, 0). Мы
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укажем нормы, в которых операторы следа будут равномерно ограниченными при ε → 0.
Используя обозначения (14), определим пространство Hρ,σ(Rn−1) функций f(x′) с нормой

‖f,Hρ,σ(Rn−1)‖ =

{
‖f,Rn−1‖+ ‖Ξρ,σ(D

′, ε)f,Rn−1‖, σ � 0,

‖Ξρ,σ(D
′, ε)f,Rn−1‖, σ < 0.

(15)

Аналоги пространства Hr,s(Rn) на многообразии G с гладкой границей ∂G определяются
стандартным образом. Hr,s(G) — пространство сужений на G распределений из Hr,s(Rn),
а Hr,s(∂G) состоит из всех распределений на ∂G, которые в локальных координатах при-
надлежат Hr,s(Rn−1) (см. [2, 7]).

3. Основной результат. Пусть, для простоты, числа r и s — целые, выполнено усло-
вие (3) и неравенства

r − s � 2m− 2μ, r > mj +
1

2
, j = 1, . . . ,m+ κ. (16)

Краевой задаче (1), (2) сопоставляется непрерывный оператор

A : (u, σ1, . . . , σκ) −→ (f, g1, . . . , gm+κ),

который действует в паре пространств

Hr,s(G) ×
κ∏

i=1

Hr+αi−1/2,s+αi−1/2(∂G) →

→ Hr−2m,s−2μ(G)×
m+κ∏
j=1

Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(∂G). (17)

Теорема 1. Пусть задача (1), (2) эллиптическая с малым параметром и числа r, s
удовлетворяют неравенствам (16) и неравенству mμ+κ + 1/2 � s < mμ+κ+1 + 1/2. Тогда
справедлива оценка

‖u;G‖r,s +
κ∑
i=1

‖σi;Hr+αi−1/2,s+αi−1/2(∂G)‖ �

� C

(
‖A(x,D, ε)u;G‖r−2m,s−2μ+

m+κ∑
j=1

‖gj ;Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(∂G)‖+‖u;G‖
)
. (18)

Здесь константа C не зависит от u, σ и ε.
4. Доказательство. Используя метод локализации (“замораживания коэффициентов”)

доказательство сводится к доказательству соответствующей теоремы для модельных облас-
тей Rn и Rn

+. В случае всего пространства R
n теорема доказана в работе Л.Р. Волевича [13].

Ключевым моментом доказательства есть априорная оценка в полупространстве Rn
+. Ука-

жем основные этапы доказательства. Рассмотрим следующую задачу в полупространст-
ве Rn

+:

A(D′,Dn, ε)u(x) = f(x), xn > 0,

(Bj(D
′,Dn)u)(x

′, 0) +
κ∑

k=1

Cjk(D
′)σk(x

′) = gj(x
′), j = 1, . . . ,m+ κ.

(19)
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В случае f(x) ≡ 0 верен следующий результат
Лемма 1. Пусть для задачи (19) выполнены условия (1)–(3) и для фундаменталь-

ной системы решений задачи справедливы оценки основной теоремы [14, см. оценки (15)].
Пусть r и s — натуральные числа, удовлетворяющие (16) и условию mμ+κ + 1/2 � s <
< mμ+κ+1 + 1/2. Тогда для решений однородной задачи

A(D′,Dn, ε)u(x) = 0, xn > 0,

(Bj(D
′,Dn)u)(x

′, 0) +
κ∑

k=1

Cjk(D
′)σk(x

′) = gj(x
′), j = 1, . . . ,m+ κ,

(20)

справедливо неравенство

‖u;Rn
+‖r,s +

κ∑
j=1

‖σj ;Hr+αj−1/2,s+αj−1/2(Rn−1)‖ �

� const

(
‖A(x,D, ε)u;Rn

+‖r−2m,s−2μ +

m+κ∑
j=1

‖gj ;Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(Rn−1)‖
)
. (21)

Доказательство этой леммы опирается на важное следствие, непосредственно вытека-
ющее из основной теоремы [14].

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда( ∞∫
0

|D�
nvj(xn, ξ

′, ε)|2dxn
)1/2

� const
Ξr−mj−1/2,s−mj−1/2(ξ

′, ε)

Ξr−�,s−�(ξ′, ε)
. (22)

Установим лемму 1 (ср. с [2]). Учитывая обозначения (14), норма (13) при целых нео-
трицательных r и s будет эквивалентна норме

|[u;Rn]|r,s := ‖u;Rn‖+
(

r∑
�=0

∞∫
−∞

‖Ξr−�,s−�(D
′, ε)D2�

n u(., xn);R
n−1‖2dxn

)1/2

=

= ‖u;Rn‖+
(∫

Rn

r∑
�=0

Ξ2
r−�,s−�(ξ

′, ε)D2�
n |û′(ξ′, xn)|2dξ′dxn

)1/2

, (23)

где û′(ξ′, xn) — частичное преобразование Фурье функции u(x) по переменным x′.
Учитывая это, норму первого слагаемого в левой части (21) можно заменить на экви-

валентную норму (23), после чего это неравенство редуцируется к набору неравенств для
� = 0, 1, . . . , r:

∞∫
0

r∑
�=0

‖Ξr−�,s−�(D
′, ε)D�

nu(., xn);R
n−1‖2dxn+

κ∑
j=1

‖σj ;Hr+αj−1/2,s+αj−1/2(Rn−1)‖ �

� const

m∑
j=1

‖gj ;Hr−mj−1/2,s−mj−1/2(Rn−1)‖2. (24)
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После частичного преобразования Фурье по переменным x′ мы редуцируем доказательст-
во (24) к оценкам для подинтегральных выражений:

Ξ2
r−�,s−�(ξ

′, ε)

∞∫
0

|D�
nû

′(ξ′, xn)|2dxn +

κ∑
j=1

Ξ2
r+αj−1/2,s+αj−1/2(ξ

′, ε)|σ′j(ξ′)|2 �

� const
m+κ∑
j=1

Ξ2
r−mj−1/2,s−mj−1/2(ξ

′, ε)|g′j(ξ′)|2, (25)

где û′(ξ′, xn) — частичное преобразование Фурье функции u(x) по переменным x′.
Функция û′(ξ′, xn), σ′1(ξ

′), . . . , σ′κ(ξ
′), является решением задачи типа (20) и в силу усло-

вия (3) представляется в виде

û′(ξ′, xn) =
m+κ∑
j=1

g′j(ξ
′)vj(xn, ξ

′, ε), σ′k(ξ
′) =

m+κ∑
j=1

g′j(ξ
′)σ′jk(ξ

′, ε), k = 1, . . . ,κ, (26)

где vj(xn, ξ
′, ε), σ′jk(ξ

′, ε), k = 1, . . . ,κ, — j-ые компоненты фундаментального решения за-
дачи (20).

Подставив (26) в (25) и воспользовавшись (22), мы докажем оценку (20) для f(x) ≡ 0.
Перейдем теперь к доказательству оценки (20) в общем случае. После частичного пре-

образования Фурье получим:

A(ξ′,Dn, ε)û
′(ξ′, xn) = f̂ ′(ξ′, xn), xn > 0,

Bj(ξ
′,Dn)û

′(ξ′, 0) +

κ∑
k=1

Cjk(ξ
′)σ̂k = ĝ′j(ξ

′), j = 1, . . . ,m+ κ.
(27)

Представим û′(ξ′, xn) в виде û′(ξ′, xn) = v(ξ′, xn) + w(ξ′, xn), где v(ξ′, xn) — специально
подобранное решение уравнения

A(ξ′,Dn, λ)v(ξ
′, xn) = f̂ ′(ξ′, xn), xn > 0. (28)

Тогда w(ξ′, xn) будет решением задачи

A(ξ′,Dn, ε)w(ξ
′, xn) = 0, xn > 0,

Bj(ξ
′,Dn)w(ξ

′, 0) +
κ∑

k=1

Cjk(ξ
′)σ̂k = ĝ′j(ξ

′)− χj(ξ
′), j = 1, . . . ,m+ κ,

(29)

где χj(ξ
′) = Bj(ξ

′,Dn)v(ξ
′, 0). Оценки решений этой задачи получаются по схеме, изложен-

ной в [2].

Автор выражает глубокую благодарность Л.Р. Волевичу, М.Л. Горбачуку за постановку за-
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А.В. Заворотинський

Про елiптичнi з малим параметром крайовi задачi

Розглянуто елiптичнi крайовi задачi, в яких оператор в областi полiномiально залежить
вiд малого параметра, а в крайових умовах мiстяться додатковi невiдомi функцiї. Знайдено
аналог умови типу Шапiро–Лопатинського, який дозволяє в спецiальних функцiональних
просторах, залежних вiд параметра, отримати апрiорну оцiнку для дослiджуваної задачi.

A.V. Zavorоtynskiy

On elliptic boundary-value problems with small parameter

We investigate elliptic boundary-value problems where the operator defined in a domain depends
on a small parameter, and the boundary conditions contain additional functions defined on the
boundary of the domain. We found an analogue of conditions of the Shapiro–Lopatinskii type for
the existence of an a priori estimate of the problem in special function spaces depending on a
parameter.
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УДК 519.1

Б.В. Олийнык

Изометрическое представление пространства Хемминга
периодических последовательностей на границе

корневого дерева

(Представлено академиком НАН Украины Н.А. Перестюком)

Показано, что изометрии пространств всех открыто-замкнутых подмножеств границ
сферически однородных локально конечных деревьев на пространства Хемминга перио-
дических (0, 1)-последовательностей могут быть построены при помощи “adding machi-
ne” — сферически транзитивного автоморфизма дерева Tτ .

1. Пусть n — фиксированное натуральное число. Нормализованным пространством Хем-
минга Hn называется метрическое пространство, заданное на множестве всех (0, 1)-после-
довательностей длины n с метрикой dHn , определяемой равенством

dHn(x, y) =
1

n

n∑
i=1

|xi − yi|, (1)

где x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Hn.
Пусть τ = (m1,m2, . . .) — строго возрастающая делимая последовательность натураль-

ных чисел, т. е. mi|mi+1 для всех i ∈ N, D — множество всех таких последовательностей.
Бесконечная (0, 1)-последовательность a = (a1, a2, . . .) называется периодической, если су-
ществует такое натуральное число m, что для всех i ∈ N имеет место равенство ai = ai+m.
При этом число m называется периодом последовательности a. Периодическую последова-
тельность, периоды которой являются делителями членов последовательности τ , назовем
τ -периодической; множество всех бесконечных τ -периодических (0, 1)-последовательностей
будем обозначать символом H(τ). Нормализованная метрика Хемминга dHn естественным
образом распостраняется на пространство бесконечных τ -периодических (0, 1)-последова-
тельностей. А именно, для точек x = (x1, x2, . . .) и y = (y1, y2, . . .) из H(τ), имеющих перио-
ды m и n соответственно, обозначим через l их общий период и положим

dH(x,y) =
1

l

l∑
i=1

|xi − yi|. (2)

Правая часть равенства (2) не зависит от выбора периодов m, n и l, поэтому число l можно
считать равным наименьшему общему кратному чисел m и n.

Каждое пространство H(τ) изометрически вкладывается в так называемое пространство
Безиковича или Безиковича–Хемминга (см., например, [1, 2]), которое давно используется
в теории динамических систем и эргодической теории. Кроме того, каждое из рассматри-
ваемых постранств H(τ), τ ∈ D, допускает представление, с одной стороны, как индуктив-
ный предел конечных пространств Хемминга соответствующих размерностей, а с другой —

© Б.В. Олийнык, 2013
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как пространство всех открыто-замкнутых подмножеств границы подходящего сферически
однородного локально конечного дерева [3]. Заметим также, что в случае τ = (2, 4, 8, . . .)
свойства пространства H(τ) исследовались в работе [4].

Естественно возникает вопрос о конструктивном описании изометрий между пространс-
твами всех открыто-замкнутых подмножеств границ сферически однородных локально ко-
нечных деревьев и пространствами бесконечных τ -периодических (0, 1)-последовательно-
стей, существование которых установлено в [3]. В этом сообщении мы покажем, что изомет-
рия между вышеупомянутыми пространствами может быть весьма естественно построена
при помощи фиксированной “adding machine” — сферически транзитивного автоморфизма
дерева Tτ .

2. Напомним, как определяется реализация периодических пространств Хемминга на
границах сферически однородных корневых деревьев.

Пусть T — локально конечное корневое дерево, т. е. дерево c фиксированной вершиной,
называемой корнем дерева, из каждой вершины которого выходит конечное число ребер.
Множество Ln, состоящее из вершин дерева T , соединенных с корнем v0 путем длины n,
n � 0, называется n-м уровнем корневого дерева T .

Корневое дерево (T, v0) называется сферически однородным, если степени всех вершин
одного уровня равны между собой. Последовательность натуральных чисел [s1; s2; . . . , ],
для которой число s1 является степенью корня v0, а для всех i > 1 число si + 1 — сте-
пенью вершин уровня Li−1, называется сферическим индексом (или индексом ветвления)
сферически однородного дерева (T, v0). Понятно, что сферически однородное дерево (T, v0)
с точностью до изоморфизма корневых деревьев определяется своим индексом ветвления
однозначно, кроме того, последовательность mk = |Lk|, k � 1, мощностей его уровней яв-
ляется делимой, поскольку mk = s1 · s2 · · · · · sk.

Mножество бесконечных путей без повторений, начинающихся в корневой вершине v0
(так называемых концов T ), называется границей ∂T дерева T . На границе ∂T вводится
ультраметрика: для любых двух путей γ1, γ2 ∈ ∂T расстояние между ними определяется
равенством

ρ(γ1, γ2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

k + 1
, если γ1 �= γ2,

0, если γ1 = γ2,

, (3)

где k — номер уровня, на котором пути γ1 и γ2 расходятся. Пространство (∂T, ρ) является
вполне несвязным компактом диаметра 1.

Для строго возрастающей делимой последовательности τ = (m1,m2, . . .) определим по-
следовательность ее частных [s1; s2; . . . , ]:

s1 = m1, si =
mi

mi−1
, i � 2. (4)

Символом Tτ обозначим сферически однородное корневое дерево, индекса ветвления
[s1; s2; . . .], а символом ρτ — метрику на ∂Tτ , определенную равенством (3).

Пусть v — некоторая вершина корневого дерева Tτ . Множество всех концов Tτ , прохо-
дящих через вершину v, называется цилиндрическим множеством Cv, соответствующим
вершине v:

Cv = {γ ∈ ∂Tτ | v ∈ γ}.
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Рис. 1

Метрика ρτ индуцирует топологию на границе ∂Tτ . Открыто-замкнутыми подмножествами
в этой топологии являются конечные объединения цилиндрических множеств и только они.

На σ-алгебре открыто-замкнутых множеств пространства ∂Tτ вводиться мера Бернул-
ли μ, однозначно определяемая своими значениями на цилиндрических подмножествах:

μ(Cv) =
1

nv
,

где nv — число вершин дерева Tτ на уровне, содержащем вершину v. С помощью меры μ
на множестве ΩTτ всех открыто-замкнутых подмножеств границы ∂Tτ вводится структу-
ра метрического пространства. А именно, для любых открыто-замкнутых множеств A, B
границы ∂Tτ расстояние между ними определяется равенством

dμ(A,B) = μ(A�B). (5)

Теорема 1 [3]. Пусть τ = (m1,m2, . . .) — строго возрастающая делимая последо-
вательность натуральных чисел, [s1; s2; . . .] — последовательность ее частных, опреде-
ленных формулами (4), Tτ — сферически однородное корневое дерево, сферического индек-
са [s1; s2; . . . , ]. Тогда пространство Хемминга H(τ) всех τ -периодических (0, 1)-последо-
вательностей изометрично пространству ΩTτ всех открыто-замкнутых подмножеств
границы ∂Tτ с метрикой dμ, определенной равенством (5).

Доказательство этой теоремы, предложенное в [3], не дает способа построения конкрет-
ной изометрии между пространствами ΩTτ и H(τ).

Замыканием подпространства ΩTτ в пространстве (∂Tτ , dμ) является пространство всех
измеримых подмножеств (с точностью до множеств меры нуль) пространства (∂Tτ , μ) с мет-
рикой dμ. Обозначим это подпространство символом ΩT τ .

3. Автоморфизм u сферически однородного корневого дерева Tτ называется сфери-
чески транзитивным, если циклическая группа 〈u〉 действует транзитивно на каждом из
уровней дерева Tτ . Типичным примером такого автоморфизма является “adding machine”
(“счетная машина”) — автоморфизм однородного корневого дерева Tυ сферического ин-
декса ν = [n;n; . . .]. Этот автоморфизм (рис. 1) задается последовательностью цикличес-
ких перестановок вершин, принадлежащих фиксированному концу дерева. Граница дере-
ва Tυ естественным образом отождествляется с пространством n-адических чисел с тополо-
гией проективного предела, а автоморфизм “adding machine” соответствует преобразованию
x → x + 1 этого пространства. Как известно (см., например, [5]), все сферически транзи-
тивные автоморфизмы произвольного сферически однородного дерева Tτ образуют класс
сопряженности в группе автоморфизмов Aut Tτ . Следовательно, в случае однородного де-
рева Tυ каждый из сферически транзитивных автоморфизмов сопряжен со “счетной маши-
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ной”, в связи с чем название “счетная машина” часто употребляется для любого представи-
теля этого класса сопряженности автоморфизмов, не только однородного, но и сферически
однородного корневого дерева.

Выберем некоторую “счетную машину” — сферически транзитивный автоморфизм w ∈
∈ AutTτ . Поскольку каждый автоморфизм α дерева Tτ действует как изометрия на границе
(∂Tτ , ρ) и наоборот, то w является также изометрией ∂Tτ . Пусть t0 — фиксированная точка
границы ∂Tτ . Для любого подмножества A ⊂ ∂Tτ определим бесконечную (0, 1)-последова-
тельность sw(A) = (a0, a1, a2, . . .), полагая

an =

{
1, если wn(t0) ∈ A,

0, если wn(t0) /∈ A.
(6)

Тем самым получаем отображение Fw из множества всех подмножеств ∂Tτ в множество всех
бесконечных (0, 1)-последовательностей. Символом fw обозначим сужение отображения Fw

на множество ΩTτ всех открыто-замкнутых подмножеств границы ∂Tτ .
Теорема 2. Для любой строго возрастающей делимой последовательности натураль-

ных чисел τ отображение fw является изометрией пространства ΩTτ всех открыто-зам-
кнутых подмножеств границы ∂Tτ с метрикой dμ, определенной равенством (5), на про-
странство Хемминга τ -периодических (0, 1)-последовательностей.

Доказательство. Сначала покажем, что для любого подмножества A ⊂ ∂Tτ (0, 1)-по-
следовательность sw(A) = (a0, a1, a2, . . .) будет периодической тогда и только тогда, когда
подмножество A является открыто-замкнутым.

Предположим, что A ⊂ ∂Tτ — открыто-замкнутое подмножество. Тогда оно является
конечным объединением цилиндрических множеств A = ∪i∈IACvi , соответствующих вер-
шинам некоторого уровня k. Точка t0 принадлежит одному из цилиндрических множеств
Cvi , vi ∈ Lk. Поскольку автоморфизм w дерева Tτ действует на каждом уровне циклично,
то последовательность sw(A) = (a0, a1, a2, . . .), определенная равенством (6), периодиче-
ская с периодом |Lk|, причем в периоде последовательности (a0, a1, a2, . . .) будет ровно |IA|
единиц.

И наоборот, если последовательность sw(A) = (a0, a1, a2, . . .), определенная равен-
ством (6), периодическая для некоторого подмножества A, то это означает, что A опреде-
ляется как объединение шаров на некотором конечном уровне дерева T , т. е. как конечное
объединение цилиндрических множеств. А это означает, что A — открыто-замкнутое.

Следовательно, отображение fw является биекцией пространства ΩTτ в пространство
Хемминга τ -периодических (0, 1)-последовательностей. Покажем, что fw сохраняет мет-
рику.

Пусть A, B ⊂ ∂Tτ — открыто-замкнутые подмножества. Значит, подмножества A, B яв-
ляются конечными объединениями цилиндрических множеств, соответствующих вершинам
некоторого уровня k. Пронумеруем вершины этого уровня и предположим, что |Lk| = mk.
Тогда можем записать равенства

A =
⋃
i∈IA

Cvi , B =
⋃
j∈IB

Cvj , где IA, IB ⊆ {1, . . . ,mk}.

Следовательно,

A�B =
⋃
i∈IA

⋃
i∈IB

(Cvi�Cvj ),
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но для симметрических разностей из правой части этого равенства справедливы соотно-
шения

Cvi�Cvj =

{
∅, если i = j,

Cvi

⋃
Cvj , если i �= j,

поэтому A�B также является объединением цилиндрических множеств, определяемых вер-
шинами из Lk. А значит, с одной стороны, из определения меры μ и метрики dμ следует

dμ(A,B) = μ(A�B) =
|IA�IB |
mk

. (7)

С другой стороны, согласно показаному выше, последовательности sw(A) =
= (a0, a1, a2, . . .) и sw(B) = (b0, b1, b2, . . .) периодические с периодом |Lk| = mk и в пе-
риоде этих последовательностей ровно |IA| и |IB| единиц соответственно. Причем для всех
0 � i � mk − 1 равенства ai = bi = 1 справедливы тогда и только тогда, когда wi(t0) ∈ A
и wi(t0) ∈ B одновременно, а следовательно,

dH((a0, a1, a2, . . .), (b0, b1, b2, . . .)) =
|IA�IB|
mk

.

Таким образом, отображение fw сохраняет метрику, т. е. является изометрией пространс-
тва ΩTτ на пространство H(τ).

Для любых делимых строго возрастающих последовательностей τ1 и τ2 пополнения
пространств H(τ1) и H(τ2) изометричны. Обозначим пополнение пространства H(τ) симво-
ломH. Поскольку пространство H изометрично пространству всех измеримых подмножеств
(с точностью до множеств меры нуль) пространства (∂Tτ , μ) с метрикой dμ, определяемой
равенством (5) (см. [3]), то в качестве следствия из теоремы 2 получаем такое утвержде-
ние.

Следствие 1. Сужение отображения Fw на множество ΩT τ является изометрией
пространства всех измеримых подмножеств (с точностью до множеств меры нуль) про-
странства (∂Tτ , μ) с метрикой dμ, определяемой равенством (5) на пространство H.

Поскольку сферически транзитивных автоморфизмов Aut Tτ континуум много и попар-
но различные “счетные машины” будут задавать различные изометрии, то получаем такое
утверждение.

Следствие 2. Для произвольного дерева Tτ существует не менее континуума попар-
но различных изометрий метрического пространства ΩT τ на пространство Хемминга
τ -периодических (0, 1)-последовательностей H(τ).
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Рассматриваются игровые задачи преследования для линейных систем с общими выпук-
лыми интегральными ограничениями на управления. Предлагается расширение диффе-
ренциальной игры с помощью импульсных управлений. Формулируется аналог условия
Л.С. Понтрягина, позволяющий получить достаточные условия решения задачи за не-
которое гарантированное время.

Динамические системы с интегральными ограничениями на управление имеют важное при-
кладное значение. Неудивительно, что довольно много работ посвящено изучению диффе-
ренциальных игр с интегральными ограничениями. Однако они сосредоточивались глав-
ным образом на одном типе ограничений — функций-управлений из гильбертова пространс-
тва L2. Но интерес представляют и более общие типы интегральных ограничений. Отметим
статью М.С. Никольского [1], в которой игра обобщается на случай управления пресле-
дователя из пространства Орлича. В данной работе рассматривается дифференциальная
игра с интегральным ограничением на управление преследователя, которое определяется
выпуклым функционалом весьма общего вида. В частности, не предполагается кофинит-
ность ограничивающего функционала [2], т. е. конечность сопряженного функционала на
всем пространстве, как в [3]. При исследовании систем управления достаточно общего ви-
да (например, для управлений из пространства L1 [4]) естественным является привлечение
аппарата управлений-мер и обобщенных функций [5, 6], а также обобщение понятий управ-
ления и решения. Ниже рассматривается расширение исходной дифференциальной игры
с помощью импульсных управлений. Работа развивает исследования [3, 4, 7].

Динамика игры задается линейным дифференциальным уравнением

ż = Az +Bu− Cv, z(0) = z0, (1)

где z ∈ R
n, u ∈ R

m, v ∈ R
l, A, B, C — постоянные матрицы.

© А.А. Белоусов, 2013
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Терминальное множество M является h-мерным линейным подпространством прост-
ранства R

n.
Управляющие вектор-функции u(·) и v(·) находятся в распоряжении (соответственно)

игрока-преследователя и убегающего игрока. Управления игроков ограничены интегралами
∞∫
0

ϕ(u(τ)) dτ � 1,

∞∫
0

ψ(v(τ)) dτ � 1. (2)

Функция ϕ, ϕ : Rm → R, предполагается неотрицательной, выпуклой и конечной на всем
пространстве Rm. Напомним [2], что для выпуклых функций конечность на всем пространс-
тве влечет непрерывность функции. Обозначим множество уровня функции ϕ через Φ(γ),
Φ(γ) = {u ∈ R

m : ϕ(u) � γ}. Полагаем, что ϕ(0) = 0 и множество уровня Φ(γ) ограничено
хотя бы для одного неотрицательного γ.

Функция ψ, ψ : Rl → R, предполагается полунепрерывной сверху.
Отметим, что если при изучении игры (1), (2) ограничиться лишь измеримыми (сум-

мируемыми) управлениями, то множество достижимости для системы (1) может быть не-
замкнутым, хотя и ограниченным. Причина этого явления состоит в том, что множество
управлений, удовлетворяющих (2), может содержать функции, которые сколь угодно близ-
кие к δ-функциям. Общим подходом для замыкания такого множества управлений в ∗-сла-
бой топологии является расширение исходной задачи с помощью функций ограниченной
вариации или управлений-мер [5, 6].

Для исследования игровой задачи (1), (2) мы ограничимся привлечением аппарата им-
пульсных управлений. Импульсное воздействие в момент τ описывается с помощью обоб-
щенной функции Дирака δ(t − τ) [5, 6, 8], которая характеризуется свойством

b∫
a

f(t)δ(t− τ) dt =

{
f(τ), τ ∈ [a, b],

0, τ /∈ [a, b]

для любой непрерывной функции f(t). В качестве управлений преследователя и убегающего
игрока возьмем обобщенные вектор-функции

U(t) = u(t) +
∞∑
i=1

biδ(t− ηi), V (t) = v(t) +
∞∑
j=1

cjδ(t − θj),

0 � η1 < · · · < ηi < · · · , 0 � θ1 < · · · < θj < · · · ,

u(t) ∈ R
m, v(t) ∈ R

l, bi ∈ R
m, cj ∈ R

l, t ∈ R+ = [0,∞),

(3)

где u(t) и v(t) — измеримые функции; последовательности {ηi} и {θj} определяют моменты
импульсов, векторы bi и cj определяют их величины. Полагаем, что последовательности
{ηi} и {θj} не имеют конечных точек сгущения, а значит на любом ограниченном интервале
времени число импульсов конечно. Тогда ограничение (2) на управления игроков примет
вид [5]:

∞∫
0

ϕ(u(τ)) dτ +
∞∑
i=1

ϕ(bi) � 1,

∞∫
0

ψ(v(τ)) dτ +
∞∑
j=1

ψ(cj) � 1. (4)

Управления вида (3), удовлетворяющие условиям (4), будем называть допустимыми.
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При подстановке управлений (3) в уравнение (1) получается так называемое диффе-
ренциальное уравнение с толчками [8]. Решением этого уравнения является функция z(t),
которая абсолютно непрерывна всюду, кроме моментов импульсов, и имеет вид

z(t) = eAtz0 +

t∫
0

eA(t−τ)[BU(τ)− CV (τ)] dτ =

= eAtz0 +

t∫
0

eA(t−τ)[Bu(τ)− Cv(τ)]dτ +
∑
ηi�t

eA(t−ηi)Bbi −
∑
θj�t

eA(t−θj )Ccj , (5)

где суммирование осуществляется по всем моментам импульсов, не большим t.
Определение. Будем говорить, что игра может быть закончена в момент T = T (z0),

если для любого допустимого управления убегающего игрока V (t) существует допустимое
управление преследователя U(t), которое гарантирует приведение решения уравнения (5)
z(t), соответствующего управлениям (U(t), V (t)) и начальному положению z0, на терми-
нальное множество в момент T : z(T ) ∈M . Считаем, что при построении своего управления
U(t) преследователь в момент t может использовать информацию об управлении противни-
ка V (t) в тот же момент времени. Таким образом, преследователь строит свое управление
в классе контрстратегий.

Введем предположение на параметры игры, которое можно назвать аналогом условия
Л.С. Понтрягина для дифференциальных игр с интегральными ограничениями. Оно фи-
ксирует некое преимущество преследующего игрока над убегающим и обеспечивает воз-
можность решения задачи сближения. Обозначим через π оператор проектирования из Rn

на ортогональное дополнение к M в R
n.

Условие. Существует такое число λ, 0 � λ < 1, что для всех положительных t и всех
векторов v ∈ R

l выполняется включение

πeAtCv ∈ πeAtBΦ(λψ(v)). (6)

Лемма. При сделанных предположениях о свойствах функции ϕ множество уров-
ня Φ(γ), γ � 0, является полунепрерывным сверху выпуклозначным и компактозначным
многозначным отображением.

Доказательство. Выпуклость и компактность множества уровня Φ(γ), γ � 0, являются
следствием непрерывности выпуклой функции ϕ и ограниченности множества Φ(γ) для
какого-либо числа γ [2].

Отметим, что множества уровня образуют возрастающую по включению совокупность
множеств: Φ(γ) ⊂ Φ(γ + δ) для всех неотрицательных γ и δ. Поэтому для доказательства
полунепрерывности сверху Φ(γ) достаточно показать, что для любых γ и ε, γ � 0, ε > 0,
существует число δ, δ > 0, такое, что Φ(γ + δ) ⊂ Φ(γ) + εD, где D — единичный шар в R

m,
D = {u ∈ R

m : u � 1}.
Обозначим через Γ границу выпуклого компакта Φ(γ) + εD. Множество Γ является

компактом. Положим δ = min{ϕ(u) − γ : u ∈ Γ} и покажем, что для этого δ выполняется
требуемое включение.

Предположим, что существует вектор w, w ∈ Φ(γ + δ), такой, что ρ = min{‖w − u‖ : u ∈
∈ Φ(γ)} > ε. Так как множество Φ(γ) является выпуклым компактом, то существует един-
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ственный вектор p, p ∈ Φ(γ), такой, что ρ = ‖w − p‖. Рассмотрим вектор

u = p+
ε

ρ
(w − p) ∈ Γ.

Для этого вектора выполняются соотношения:

ϕ(u) = ϕ

(
ε

ρ
w +

(
1− ε

ρ

)
p

)
�
ε

ρ
ϕ(w) +

(
1− ε

ρ

)
ϕ(p)

ε

ρ
(γ + δ) +

(
1− ε

ρ

)
γ =

= γ +
ε

ρ
δ < γ + δ.

Эти неравенства противоречат выбору δ, что и завершает доказательство.
Сформулируем теперь достаточные условия гарантированного приведения решения

уравнения (1), (2) на терминальное множество M из начального положения z0 с помо-
щью импульсных управлений (3), (4). Напомним, что co(N) обозначает выпуклую оболоч-
ку множества N [2].

Теорема. Полагаем, что выполнено условие (6) на параметры игры. Предположим,
что существует момент T = T (z0) такой, что

−πeAT z0 ∈ co

( ⋃
0�t�T

πeAtBΦ(1− λ)

)
. (7)

Тогда дифференциальная игра может быть закончена в момент T .
Доказательство. Зафиксируем момент T , удовлетворяющий предположениям теоре-

мы. По теореме Каратеодори о выпуклой оболочке [2], существует не более n − h + 1 век-
торов bk, моментов времени χk, 0 � χ1 � · · · � χk � · · · � T , неотрицательных чисел βk,
k = 1, . . . , n − h + 1, h = dimM , таких, что

−πeAT z0 =
n−h+1∑
k=1

βkπe
A(T−χk)Bbk,

n−h+1∑
k=1

βk = 1, bk ∈ Φ(1− λ). (8)

Из леммы, с учетом полунепрерывности сверху функции ψ(v), следует полунепрерывность
сверху многозначного отображения Φ(λψ(v)). По теореме об измеримом селекторе Куратов-
ского и Рыль-Нардзевского [9, 10] получаем, что у включения (6) существует измеримый
по Борелю селектор, т. е. измеримое по Борелю отображение w(t, v) ∈ Φ(λψ(v)), такое, что
πeAtCv = πeAtBw(t, v) для всех (t, v) ∈ R+ × R

l.
Предположим, что убегающий игрок использует на интервале [0, T ] произвольное до-

пустимое управление V (t) вида (3)

V (t) = v(t) +
N∑
j=1

cjδ(t− θj), 0 � θ1 < · · · < θj < · · · < θN � T,

которое удовлетворяет ограничению (4).
Тогда управление игрока-преследователя на интервале [0, T ] положим

U(t) = w(T − t, v(t)) +
∑
θj�t

w(T − θj , cj)δ(t− θj) +

n−h+1∑
k=1

βkbkδ(t − χk). (9)

Такой закон выбора управлений преследователя является контруправлением.
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Отметим, что суперпозиция борелевской и измеримой по Лебегу функций будет изме-
римой по Лебегу функцией [6]. Поэтому для любой измеримой функции v(t) функция
w(T − t, v(t)) в (9) будет измерима по Лебегу.

Покажем, что при таком выборе управления преследователя решение (5) попадет на
терминальное множество в момент T :

πz(T ) = πeAT z0 +

T∫
0

πeA(T−t)[Bw(T − t, v(t)) − Cv(t)] dt+

+

N∑
j=1

πeA(T−θj)[Bw(T − θj, cj)− Ccj] +

n−h+1∑
k=1

βkπe
A(T−χk)Bbk = 0.

Последнее равенство имеет место в силу выбора (8) и πeAtCv = πeAtBw(t, v).
Проверим, что управление (9) удовлетворяет ограничению (4):

T∫
0

ϕ(w(T − t, v(t))) dt +
N∑
j=1

ϕ(w(T − θj, cj)) +
n−h+1∑
k=1

ϕ(βkbk) �

� λ

[ T∫
0

ψ(v(t)) dt +

N∑
j=1

ψ(cj)

]
+ (1− λ)

n−h+1∑
k=1

βk � 1,

где ϕ(βkbk) = ϕ((1 − βk)0 + βkbk) � βkϕ(bk) � βk(1 − λ).
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О.А. Бєлоусов

Диференцiальнi iгри з iнтегральними обмеженнями та iмпульсними
керуваннями

Розглядаються iгровi задачi переслiдування для лiнiйних систем iз загальними опуклими
iнтегральними обмеженнями на керування. Пропонується розширення диференцiальної гри
за допомогою iмпульсних керувань. Формулюється аналог умови Л.С. Понтрягiна, який
дозволяє отримати достатнi умови розв’язання задачi за певний гарантований час.

A.A. Belousov

Differential games under integral constraints with impulse controls

Linear systems under general convex integral constraints on controls are discussed. A generalization
of differential games by means of impulse controls is proposed. An analog of Pontryagin’s condition
is formulated. On its basis, the sufficient conditions of the game termination in a certain guaranteed
time are obtained.
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УДК 517.977

Л.А. Власенко, член-корреспондент НАН Украины С.И. Ляшко,
А. Г. Руткас

Об импульсном оптимальном управлении
динамическими системами типа Соболева

с запаздыванием

Изучается задача импульсного оптимального управления системами, которые описы-
ваются линейными операторно-дифференциальными уравнениями типа Соболева с за-
паздыванием. Основное предположение состоит в ограничении роста резольвенты ха-
рактеристического пучка операторов уравнения в некоторой правой полуплоскости. Рас-
сматриваются приложения к дифференциальным уравнениям в частных производных,
которые не принадлежат типу Ковалевской.

Изучается задача импульсного оптимального управления для системы, динамика которой
описывается следующим операторно-дифференциальным уравнением с запаздыванием:

d

dt
[Ay(t)] +B0y(t) = B1y(t− ω) + f(t) +Ku,

u =

N∑
k=1

zkδ(t− τk), t0 � t � T.

(1)

Согласно принятой терминологии, уравнение (1) является уравнением типа Соболева, так
как является не разрешенным относительно производной по времени (см., например, [1,
гл. 3, 7]). Используем следующие обозначения: X, Y , Z — комплексные гильбертовы про-
странства; 〈·, ·〉Y — скалярное произведение в пространстве Y ; E — единичный опера-
тор; L2(a, b;Y ) — пространство Y -значных функций, интегрируемых с квадратом на [a, b];
W 1

2 (a, b;Y ) — пространство Соболева порядка 1 функций из L2(a, b;Y ); HX = L2(t0, T ;X),
HY = L2(t0, T ;Y ); L(Y,X) — пространство ограниченных линейных операторов из Y в X;
L(Y ) = L(Y, Y ); Cp(I, Y ) — класс Y -значных функций, p раз непрерывно дифференцируе-
мых на I ⊂ R; C0(I, Y ) = C(I, Y ); A, B0 — замкнутые линейные операторы из Y в X
с областями определения DA, DB0 ; D = DA

⋂
DB0 �= {0} — общая область определения

операторов A, B0; B1 ∈ L(Y,X); δ(t) — дельта-функция Дирака; χ(t) — функция Хевисай-
да, равная нулю для отрицательных значений аргумента и единице — для положительных;
K ∈ L(Z,X); f(t) ∈ L2(t0, T ;X); zk ∈ Z; τk ∈ [t0, T ]. Функции v(t) ∈ W 1

2 (a, b;Y ) будем
считать непрерывными на [a, b], т. е. v(t) ∈ C([a, b], Y ), изменив их, если это необходимо,
на множестве меры нуль.

Регулирование системой (1) осуществляется с помощью импульсного управления u, в ко-
тором τ1, . . . , τN — моменты приложения импульсов, z1, . . . , zN — соответствующие этим мо-

ментам интенсивности или веса; оператор K действует по правилу Ku =
N∑
k=1

Kzkδ(t − τk).

© Л.А. Власенко, С.И. Ляшко, А.Г. Руткас, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №11 43



Из чисел t0, T , τ1, . . . , τN выберем все различные числа и расположим их в порядке возрас-
тания так, что t0 < t1 < · · · < tN0 < tN0+1 = T . Тогда импульсное управление u в (1)
допускает представление

u =

N0+1∑
j=0

hjδ(t− tj), hj =
∑
τk=tj

zk.

Если среди чисел τk нет равных t0 или T , то h0 = 0 или hN0+1 = 0. Под решениями
уравнения (1) мы будем понимать распределения типа функций y(t) ∈ L2(t0 − ω, T ;Y )
таких, что y(t) ∈ D для почти всех t ∈ [t0, T ], Ay(t) ∈ W 1

2 (tj , tj+1;X) для j = 0, . . . , N0,
By(t) ∈ L2(t0, T ;X), для почти всех t ∈ [t0, T ] удовлетворяется уравнение

d

dt
[Ay(t)] +B0y(t) = B1y(t− ω) + f(t) (2)

и в точках множества tj выполняются равенства (импульсные воздействия)

(Ay)(tj + 0)− (Ay)(tj − 0) = Khj, j = 0, 1, . . . , N0. (3)

Здесь значения (Ay)(t0 + 0), (Ay)(tN0+1 − 0) и (Ay)(tj ± 0) для j = 1, . . . , N0 имеют смысл,
поскольку функция Ay(t) ∈ W 1

2 (tj , tj+1;X) является непрерывной на [tj , tj+1] после воз-
можного изменения на множестве нулевой меры; значение (Ay)(t0 − 0) задается

(Ay)(t0 − 0) = q, (4)

значение (Ay)(tN0+1 + 0) = (Ay)(T + 0) определяется как

(Ay)(tN0+1 + 0) = (Ay)(tN0+1 − 0) +KhN0+1.

Также для уравнения (1) зададим начальную функцию

y(t) = g(t), п.в. t0 − ω � t � t0, (5)

где g(t) ∈ L2(t0 − ω, t0;Y ). Начальная задача (1), (4), (5) сводится к задаче (2), (4), (5)
с импульсными воздействиями (3).

Уравнению (1) ставим в соответствие пучок операторов λA + B0, определенный на D.
Ограничение состоит в том, что в правой полуплоскости Reλ � C1 пучок операторов λA+B0

имеет резольвенту R(λ) = (λA + B0)
−1 ∈ L(X,Y ) и псевдорезольвента AR(λ) ∈ L(Y )

удовлетворяет оценке

‖AR(λ)‖ �
C2

1 + |λ| , Reλ � C1, C2 > 0. (6)

Применяя эргодические теоремы Хилле для псевдорезольвент [2, c. 299–303] (подробное
изложение содержится в [3, п. 4.3.2]), строим в X проектор Q1 как слабый предел псевдо-
резольвенты AR(λ) и дополнительный к нему проектор Q2, а именно:

Q1x = lim
|λ|→∞

Reλ�C1

λAR(λ)x, x ∈ X, Q2 = E −Q1,
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также строим оператор

G = A+Q2B0 : D → X, DG = D

и оператор

W = −Q1B0G
−1, DW = AD+̇B0(KerA

⋂
D),

который является генератором некоторой аналитической полугруппы U(t) в L(X). Здесь
G−1 обозначает обратный к оператору G, а +̇ — прямую сумму.

Решение y(t) задачи (1), (4), (5) на отрезке [t0 − ω, T ] находим последовательно для
j = 1, 2, . . . , N0 + 1 на отрезках [tj−1, tj ] с помощью решений y(t) = yj(t) уравнения (2)
без импульсных воздействий на отрезках [tj−1, tj ] с начальными условиями на отрезках
[tj−1 − ω, tj−1] и в точках tj−1 вида

y(t) = yj−1(t), п.в. tj−1 − ω � t � tj−1,

(Ay)(tj−1 + 0) = (Ayj−1)(tj−1 − 0) +Khj−1.

Существование и единственность решения yj(t) в случае ограничения (6) установлены в [4,
теорема 1]. Условия разрешимости начальной задачи (1), (4), (5) приводятся в теореме 1.
Для формулировки теоремы введем в рассмотрение следующие операторы и функции:

(Lv)(t) = G−1

t∫
t0

U(t− s)Q1v(s)ds +G−1Q2v(t), L ∈ L(HX ,HY ),

(Fv)(t) =

{
v(t− ω), t � t0 + ω,

0, t < t0 + ω,
F ∈ L(HY ),

w1(t) = G−1U(t− t0)q, w2(t) = G−1
N∑
k=1

χ(t− τk)U(t− tk)Kzk,

y0(t) =

{
g(t− ω), t � t0 + ω,

0, t > t0 + ω,
w1(t), w2(t), y0(t) ∈ HY .

Теорема 1. Пусть в правой полуплоскости Reλ � C1 пучок операторов λA+B0 имеет
резольвенту R(λ) и псевдорезольвента AR(λ) удовлетворяет оценке (6), оператор G−1

ограничен на своей области определения, ImK ⊂ AD, Im(Q1B1) ⊂ AD, f(t) ∈ L2(t0, T ;X),
значения функции Q1f(t) принадлежат AD для почти всех t ∈ [t0, T ], B0G

−1Q1f(t) ∈
∈ L2(t0, T ;X), q ∈ AD и g(t) ∈ L2(t0 − ω, t0;Y ). Тогда существует единственное решение
y(t) задачи (1), (4), (5) и это решение допускает представление

y(t) =

N1−1∑
j=0

(LB1F )
j(w1 + w2 + Lf + LB1y0)(t), п.в. t ∈ [t0, T ],

N1 = min{l ∈ N : T − t0 � lω}.

(7)

Явная формула (7) для решения y(t) задачи (1), (4), (5) устанавливается последователь-
но на отрезках времени [θ−1, θm], где θm = t0 +mω, если m = −1, 0, . . . , N1 − 1, θN1−1 < T ,
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θN1 = T � t0 + N1ω. На каждом шаге используется следующее соотношение, которому
удовлетворяет решение y(t) задачи (1), (4), (5):

y(t) = G−1

[
U(t− t0)q +

t∫
t0

U(t− s)Q1[B1y(s− ω) + f(s)]ds+

+Q2[B1y(t− ω) + f(t)] +

N∑
k=1

χ(t− τk)U(t− τk)Kzk

]
, п.в. t ∈ [t0, T ].

Постановки задач импульсного оптимального управления для различных классов систем
типа Соболева содержатся в [1, 5, 6, 7]. В настоящей работе мы изучаем систему с запаздыва-
нием. Обозначим через z = {z1, . . . , zN} вектор пространства ZN и через τ = {τ1, . . . , τN} —
вектор пространства R

N . Введем множество векторов Θ = {τ ∈ R
N : τk ∈ [t0, T ]}. Согласно

теореме 1, импульсному управлению u = u(τ, z) =
N∑
k=1

zkδ(t − τk) отвечает единственное

решение y(t) = y(t, u) начальной задачи (1), (4), (5), которое строится в явном виде (7).
Управление системой (1), (4), (5) осуществляется путем изменения моментов импульсных
воздействий τ1, . . . , τN и соответствующих интенсивностей импульсов z1, . . . , zN . Подобно
ситуации в [8, разд. 18.1], где изучаются распределенные системы управления с запаздыва-
нием, для оценки качества управления введем квадратичный функционал

J(τ, z) = J(u) =

T∫
t0

〈Ry(t), y(t)〉Y dt+ 〈Sz, z〉ZN . (8)

Относительно операторов R ∈ L(Y ) и S ∈ L(ZN) предполагаем, что они являются неотри-
цательно определенными и S � γE, γ > 0. Задача заключается в нахождении минимума

min
τ∈Θ,z∈ZN

J(τ, z) функционала качества (8) на решениях y(t) = y(t, u) системы (1), (4), (5).

Управление u∗ = u∗(τ∗, z∗) =
N∑
k=1

z∗kδ(t − τ∗k), отвечающее элементам τ∗ ∈ Θ, z∗ ∈ ZN , на

котором достигается этот минимум, будем называть оптимальным управлением, а соответ-
ствующее решение y∗(t) = y(t, u∗) системы (1), (4), (5) — оптимальным решением.

Имеет место следующая теорема.
Теорема 2. Пусть в правой полуплоскости Reλ � C1 пучок операторов λA+B0 имеет

резольвенту R(λ) и псевдорезольвента AR(λ) удовлетворяет оценке (6), оператор G−1

ограничен на своей области определения, ImK ⊂ AD, Im(Q1B1) ⊂ AD, f(t) ∈ L2(t0, T ;X),
значения функции Q1f(t) принадлежат AD для почти всех t ∈ [t0, T ], B0G

−1Q1f(t) ∈
∈ L2(t0, T ;X), q ∈ AD и g(t) ∈ L2(t0 − ω, t0;Y ). Тогда существуют векторы τ∗ ∈ Θ и z∗ ∈
∈ ZN и отвечающее им оптимальное управление u∗, на котором достигается минимум

min
τ∈Θ,z∈ZN

J(τ, z) функционала качества (8).

Схема доказательства. Представим функционал J(u) (8) как квадратичную форму,
определенную на ZN :

J(u) = 〈Mz, z〉ZN + 2Re〈Ψ∗Rŵ, z〉ZN + 〈Rŵ, ŵ〉HY
,
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где

Ψz = G−1
N∑
k=1

χ(t− τk)U(t− τk)Kzk, Ψ ∈ L(ZN ,HY ),

Ψ∗v =

{
K∗

T∫
τk

eW
∗(t−τk)[G−1]∗v(t)dt

}N

k=1

, Ψ∗ ∈ L(HY , Z
N ),

M = S +Ψ∗RΨ ∈ L(ZN ), ŵ(t) =

N1−1∑
j=0

(LB1F )
j(w1 + Lf + LB1y0)(t) ∈ HY .

Пусть сначала управление системой (1), (4), (5) осуществляется путем изменения ин-
тенсивностей z1, . . . , zN в фиксированные моменты времени τ1, . . . , τN . Управление

u∗τ =

N∑
k=1

z∗τkδ(t− τk), z∗τ = {z∗τ1, . . . , z∗τN} = −M−1Ψ∗Rŵ (9)

есть единственное управление, на котором достигается минимум min
z∈ZN

J(τ, z).

Теперь управление системой (1), (4), (5) будем осуществлять путем изменения момен-
тов импульсных воздействий τ1, . . . , τN и интенсивностей импульсов z1, . . . , zN . Оператор
Ψ = Ψ(τ) и его сопряженный Ψ∗ = Ψ∗(τ) являются сильно непрерывными по τ ∈ Θ. По-
этому сильно непрерывным по τ ∈ Θ является оператор M = M(τ). Обратный оператор
M−1 = M−1(τ) равномерно ограничен и, следовательно, сильно непрерывен по τ ∈ Θ.
Отсюда получаем, что z∗τ (9) как функция τ ∈ Θ со значениями в ZN непрерывна. Функ-
ция min

z∈ZN
J(τ, z) = J(u∗τ ) является непрерывной по τ ∈ Θ. Если τ∗ = {τ∗1, . . . , τ∗N} ∈ Θ —

вектор, на котором достигается минимум min
τ∈Θ

J(u∗τ ), то оптимальное управление u∗ есть

u∗ = u∗τ∗ =
N∑
k=1

z∗kδ(t− τ∗k), z∗ = {z∗1, . . . , z∗N} = −M−1(τ∗)Ψ
∗(τ∗)Rw.

Полученные результаты применяются к исследованию систем управления, описываемых
дифференциальными уравнениями в частных производных, например, для следующей сме-
шанной задачи:

∂

∂t
[l(y)− ay(t, x)] + [l2(y) + b(x)y(t, x)] = [B1y(t− ω, x) +Ku+ f(t, x),

u =

N∑
k=1

zk(x)δ(t − τk),

y(t, x) = g(t, x), (l(y)− ay)(0, x) = q(x),

y(t, x)|Γ = 0, l(y)(t, x)|Γ = 0, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω,

(10)

где l(y) = −
m∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂

∂xj
y(x)

)
+ a0(x)y(x) — равномерно эллиптическое дифферен-

циальное выражение в ограниченной области Ω ⊂ R
n с достаточно гладкой границей Γ;
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τk ∈ [0, T ]; B1, K — ограниченные линейные операторы в комплексном пространстве L2(Ω).
Интерес к подобным дифференциальным уравнениям в частных производных вызван ря-
дом прикладных задач, например, в [9–12]. Дифференциальные выражения l(y) использо-
вались при описании распределенных систем с импульсным управлением в [13, 14]. При
определенных ограничениях на функции aij(x), a0(x), b(x), q(x), zk(x), f(t, x), g(t, x) и чис-
ло a смешанная задача (10) записывается в абстрактной форме (1), (4), (5) в пространстве
L2(Ω). Устанавливается, что пучок дифференциальных операторов λA+B0 удовлетворяет
оценке (6), что позволяет применить теоремы 1, 2 к исследованию задачи (10).
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Про iмпульсивне оптимальне керування динамiчними системами
типу Соболєва iз запiзненням

Вивчається задача iмпульсного оптимального керування системами, що описуються лi-
нiйними операторно-диференцiальними рiвняннями типу Соболєва iз запiзненням. Основ-
не припущення полягає в обмеженнi зростання резольвенти характеристичного жмутка
операторiв рiвняння у деякiй правiй пiвплощинi. Розглядаються застосування до диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними, що не належать типу Ковалевської.
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A.G. Rutkas

On an impulse optimal control over Sobolev delay dynamic systems

We study the problem of impulse optimal control for systems governed by Sobolev delay linear
operator differential equations. The main assumption is a restriction imposed on the resolvent
growth of the characteristic operator pencil in a certain right half plane. Applications to partial
differential equations that do not belong to the Kovalevskaya type are considered.
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Напружений стан оболонки двоякої кривини з двома
паралельними трiщинами при згинальному

навантаженнi

(Представлено академiком НАН України В.П. Шевченком)

Розглядається iзотропна оболонка двоякої кривини, послаблена двома наскрiзними пара-
лельними трiщинами, берега яких контактують при згинi оболонки. Розв’язок задачi
отримано за допомогою теорiї узагальнених функцiй та двовимiрного iнтегрального пе-
ретворення Фур’є. Для розв’язання сингулярних iнтегральних рiвнянь застосовується
метод механiчних квадратур. Проведено чисельне дослiдження залежностi коефiцiєн-
тiв iнтенсивностi вiд розмiру трiщин, вiдстанi мiж ними та кривини серединної по-
верхнi оболонки.

Дослiдження напружено-деформованого стану оболонок iз трiщинами зазвичай проводять-
ся за умови, що поверхнi розрiзiв не контактують мiж собою [1, 2]. Однак у випадку, коли
оболонка знаходиться пiд дiєю згинального навантаження, має мiсце контакт берегiв трiщи-
ни. В роботах [1–3] для розв’язання задачi про згин пологої сферичної оболонки використо-
вується модель, що враховує контакт берегiв вздовж лiнiї трiщини на зовнiшнiй поверхнi
оболонки.

У роботах [4, 5] одержано теоретичнi результати, якi були перевiренi методом скiнченних
елементiв. Отримано результати щодо впливу контакту берегiв трiщини на коефiцiєнти
iнтенсивностi. Розрахунки проводилися методом скiнченних елементiв.

У данiй роботi методику [1] у поєднаннi з моделлю [3] поширено на оболонки двоякої
кривини з двома паралельними трiщинами пiд дiєю згинального навантаження. Оболонка,
що розглядається, має сталу товщину h. Трiщини завдовжки 2l кожна розташованi па-
ралельно одна однiй на вiдстанi 2d вздовж лiнiї кривини. Оболонка знаходиться пiд дiєю
симетричного вiдносно лiнiї трiщин згинального навантаження. Задачу будемо розглядати
за допомогою двовимiрної теорiї оболонок, в рамках якої трiщини моделюються як матема-
тичнi розрiзи серединної поверхнi оболонки. Виходячи з лiнiйностi задачi, напружений стан
в оболонцi подаємо у виглядi суми напруженого стану в оболонцi без трiщин при заданому
зовнiшньому навантаженнi, яке вважається вiдомим (воно буде позначатися величинами
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з зiрочками), та шуканого додаткового (збуреного) напруженого стану, викликаного наяв-
нiстю трiщин.

Дослiдимо вплив контакту берегiв трiщин внаслiдок згину оболонки на її напружено-де-
формований стан.

Система координат Oxyz орiєнтована вздовж лiнiй головних кривин оболонки з центром
в серединi розрiзу L.

Зважаючи на симетрiю задачi вiдносно осi абсцис, запишемо крайовi умови контакту
на лiнiї розрiзу [1–3, 6]:

[v] =
h

2
|[θ2]| � 0, M2 = −M∗

2 +
h

2
T2 sgn[θ2], T2 � 0, x ∈ L. (1)

У формулах (1) [v] — стрибок компонента вектора перемiщень на серединнiй поверхнi обо-
лонки; [θ2] — стрибок кута повороту нормалi; T2 — мембранне зусилля; M2 — згинальний
момент.

Методику дослiдження напруженого стану оболонок двоякої кривини з концентрато-
рами напружень розроблено в [1, 2]. Збурений напружений стан описується за допомогою
рiвнянь теорiї пологих оболонок.

Враховуючи, що трiщини перебувають в однакових умовах, запишемо iнтегральнi подан-
ня зусилля T2 та моменту M2 на правому розрiзi через похiднi вiд стрибкiв перемiщення
та кута повороту нормалi [1, 2] на

T2(x, y) = − B

4lπ

1∫
−1

(
(K11(t− τ, 0) −K11(t− τ, 2γ))

d[v]

dt
+

+ (K13(t− τ, 0) −K13(t− τ, 2γ))a(1 − ν)(3 + ν)
d[θ2]

dt

)
dt, (2)

M2(x, y) = −Ba
4lπ

1∫
−1

(
(K31(t− τ, 0) −K31(t− τ, 2γ))

d[v]

dt
+

+ (K33(t− τ, 0) −K33(t− τ, 2γ))a(1 − ν)(3 + ν)
d[θ2]

dt

)
dt, (3)

де

K11(x, y) =
1

r
− 2β̃2r

∞∑
n=1

a(1)n (β̃r) cos(2n − 1)ϕ;

K31(x, y) = 2β̃2r
∞∑
n=1

n(2)(β̃r) cos(2n − 1)ϕ;

K13(x, y) =
1

(1− ν)(3 + ν)
K31(x, y);

K33(x, y) =
1

r
− 2β̃2r

(1− ν)(3 + ν)

∞∑
n=1

a(3)n (β̃r) cos(2n − 1)ϕ;
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a(1)n (s) =
2

π

π/2∫
0

|d2| cos3 θ cos((2n − 1)θ) ImGn,n−1(s|d|
√
i) dθ;

a(2)n (s) =
2

π

π/2∫
0

d2 cos θ(ν cos2 θ + sin2 θ) cos(2n − 1)θReGn,n−1(s|d|
√
i) dθ;

a(3)n (s) =
2

π

π/2∫
0

|d2|(ν cos2 θ + sin2 θ)2
cos((2n − 1)θ)

cos θ
ImGn,n−1(s|d|

√
i) dθ;

B = Eh, a = h/
√

12(1 − ν2), |τ | < 1, γ = d/l (2d — вiдстань мiж центрами трiщин).
Пiдставляючи вирази (2), (3) у крайовi умови (1) i виключаючи з рiвнянь стрибок,

одержимо сингулярне iнтегральне рiвняння для визначення стрибка повороту нормалi [2]

M∗
2 =

1

4πl

Bah

2
√

3(1 − ν2)

1∫
−1

d[θ2]

dt
(3(1 − ν2)(K11(t− τ, 0) −K11(t− τ, 2γ)) +

+ 2 sgnM∗
2

√
3(1− ν2)(K31(t− τ, 0) −K31(t− τ, 2γ)) +

+ (1− ν)(3 + ν)(K33(t− τ, 0) −K33(t− τ, 2γ))) dt. (4)

Тут враховано, що sgn[θ2] = − sgnM∗
2 .

Шуканi функцiї з рiвняння (4) слiд пiдпорядкувати ще додатковiй умовi неперервностi
кута повороту на кiнцях розрiзу:

[θ2](±l) = 0. (5)

Розв’язок сформульованої задачi побудовано за допомогою методу механiчних квадратур,
який дозволяє звести СIР до системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно значень не-
вiдомих пiдiнтегральних функцiй у певних точках (вузлах iнтерполяцiйного полiнома).
Розв’язавши її i побудувавши iнтерполяцiйний полiном, знаходимо значення невiдомих
функцiй у довiльних точках промiжку iнтегрування, зокрема у вершинах трiщин.

Числовий розв’язок сформульованої задачi (4), (5) отримано для iзотропного матерiалу
(ν = 0,3). Коефiцiєнти iнтенсивностi моментiв та зусиль у вершинах трiщини обчислювали
за формулами

K±
M = ±(3− 2ν − ν2)

Bah

8
√

3(1− ν2)
lim
t→±1

√
1− t2

d[θ2]

dt
(t),

K±
T = ∓B

4
lim
t→±1

√
1− t2

d[v]

dt
(t).

Дослiдження проводилися для випадку, коли трiщини розташованi на внутрiшнiй лицьовiй
поверхнi оболонки (M∗

2 > 0).
Залежностi безрозмiрних значень коефiцiєнтiв iнтенсивностi зусиль i моментiв вiд пара-

метра взаємного розташування дефектiв ρ = l/d будували для фiксованих значень па-

раметра кривини λ = R2/R1 оболонки та параметра β = cl =
4
√

12(1− ν2)√
Rh

l, де R =

= min(|R1|, |R2|).
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Рис. 1. Залежнiсть коефiцiєнта iнтенсивностi зусилля K̃T = hKT /M
∗l вiд кривини оболонки для фiксова-

ного значення β = 1/2 (а), β = 1 (б ) та рiзних значень параметра ρ — вiдстанi мiж трiщинами

Рис. 2. Залежнiсть коефiцiєнта iнтенсивностi моменту K̃M = KM/(ml) вiд кривини оболонки для фiксова-
ного значення β = 1/2 (а), β = 1 (б ) та рiзних значень параметра ρ — вiдстанi мiж трiщинами

На рис. 1, 2 наведено залежнiсть коефiцiєнтiв iнтенсивностi зусилля та моменту вiд
кривини оболонки для β = 0,5 (кривi 1, 2 ), β = 1 (3, 4 ) вiдповiдно.

Отриманi тут результати у граничних випадках збiгаються з одержаними у роботi [3].
Таким чином, iз збiльшенням кривини оболонки та розмiру трiщини значення коефiцiєн-

та iнтенсивностi зусиль i моментiв зростає, що призводить до зменшення несучої здатностi
оболонки.

Залежнiсть коефiцiєнтiв вiд вiдстанi мiж трiщинами є немонотонною, а також вона по-
силюється iз зменшенням вiдстанi.
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Е.Н. Довбня, Ю.В. Григорчук

Напряженное состояние оболочки двоякой кривизны с двумя
параллельными трещинами при изгибающем нагружении

Рассматривается изотропная оболочка двоякой кривизны, ослабленная двумя сквозными па-
раллельными трещинами, берега которых контактируют при изгибе оболочки. Решение
задачи построено с помощью метода сингулярных интегральных уравнений и численного
метода механических квадратур. Проведено численное исследование зависимости коэффи-
циентов интенсивности от размеров трещин и кривизны оболочки.

K.M. Dovbnya, J.V. Grigorchuk

The stressed state of a dual curvature shell with two parallel cracks
under bending

An isotropic dual curvature shell weakened by two collinear through-cracks with the edges contacting
at a bending of the shell is considered. The solution of the problem is obtained, by using the theory of
distributions and the integral two-dimensional Fourier transformation. The method of mechanical
quadratures is used for the solution of singular integral equations. A numerical investigation of the
dependence of the intensity ratios on the dimensions of the cracks, the distance between them, and
the curvature of shell’s middle surface is conducted.
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УДК 517.36

Академик НАН Украины А.А. Мартынюк

О неустойчивости движения при интервальных
начальных условиях

Исследуется система уравнений возмущенного движения общего вида при интерваль-
ных начальных условиях. Для этого класса систем уравнений прямым методом Ляпу-
нова получены достаточные условия неустойчивости движения. В качестве примера
рассматривается линейная система с неточными значениями параметров.

В данной работе исследуется задача о неустойчивости движения при интервальных началь-
ных условиях. Это понятие неустойчивости близко к известному определению неустойчи-
вости в смысле Ляпунова (см. [3]). При помощи прямого метода Ляпунова получены доста-
точные условия неустойчивости рассматриваемого типа. В качестве примера рассмотрена
задача о неустойчивости движения при интервальных начальных условиях линейной сис-
темы c неточными параметрами.

Постановка задачи. Рассмотрим систему уравнений возмущенного движения при ин-
тервальных начальных условиях

dx

dt
= f(t, x), (1)

x(t0) = x0 ∈ [x0, x0], (2)

где [x0, x0] — интервал начальных значений вектора состояний такой, что 0 ∈ [x0, x0],
f(t, x) ∈ С(R+ × R

n,Rn) и f(t, 0) = 0 при всех t � t0.
В данной работе предполагается, что движения системы, описываемые системой (1) при

начальных условиях (2), определены при всех t ∈ R+.
Далее X(t) обозначает множество траекторий системы (1), генерируемых интерваль-

ными начальными значениями [x0, x0], т. е.

X(t) =

{
x(t) :

dx

dt
= f(t, x), x(t0) = x0, x0 ∈ [x0, x0], t0 ∈ [0,+∞)

}
. (3)

Напомним, что для интервального вектора Y = [y, y], Y = (Y1, . . . , Yn) норма вводится
формулой

‖Y ‖ = max(|Y1|, . . . , |Yn|),

где |Yi| = max(|y
i
|, |yi|) для каждого i = 1, 2, . . . , n.

Приведем определения, необходимые для дальнейшего изложения результатов.
Определение 1. Нулевое решение системы (1) при интервальных начальных значе-

ниях (2) неустойчиво в смысле Ляпунова, если для некоторого ε > 0 и t0 ∈ R+ при любом
δ > 0 существует x̃0 ∈ [x0, x0] такое, что при (x̃0 ∈ [x0, x0])

⋂
(‖x̃0‖ < δ) неравенство

(x(t) ∈ X(t))
⋂
(‖x(t, t0, x̃0)‖ < ε) (4)

не выполняется хотя бы при одном значении t � t0.

© А.А. Мартынюк, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №11 55



Определение 2. Нулевое решение системы (1) интервально неустойчиво, если выпол-
няется хотя бы одно из условий:

а) оно неустойчиво при интервальных начальных значениях;
б) хотя бы одно решение x(t, t0, x0) ∈ X(t) не стремится к нулю при t → +∞.
Об интервальной неустойчивости движения.
Определение 3 (cм. [1]). Функция V (t, x) называется локально большой, если для лю-

бого 0 < c < +∞ и t0 � 0 существует Δ = Δ(t0, c) > 0 такое, что вне сферы

GΔ = {x ∈ R
n : ‖x‖ < Δ} (5)

выполняется неравенство V (t, x) > c при всех t � t0.
Определение 4. Локально большая функция V (t, x) является определенно положи-

тельной, если она удовлетворяет условиям определения 3 и оценке V (t, x) � W (x), где
W (x) — определенно положительная функция в смысле Ляпунова.

Пусть для системы (1) построена локально большая вспомогательная функция V (t, x),
V ∈ C(R+ × R

n,R+), для которой определена полная производная

dV (t, x)

dt
= lim sup{[V (t+ h, x+ hf(t, x))− V (t, x)]h−1 : h→ 0+} (6)

вдоль любого решения x(t) ∈ X(t) задачи (1), (2).
Имеет место следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть для системы (1) выполняются следующие условия:
1) существуют локально большая функция V (t, x) и функция W (t, x) такие, что
а) на любом решении x(t) ∈ X(t) задачи (1), (2)

dV (t, x)

dt
= λ(t, x)V (t, x) +W (t, x),

где λ ∈ C(R+ × R
n,R+);

б) функция W (t, x) � 0 на решениях x(t) ∈ X(t);
2) в любой окрестности S(H) состояния (x = 0; t � t0) существуют точки (x ∈ [x0, x0]) ∈

∈ S(H) такие, что при некотором t > t0 функция V (t, x) > 0;
3) существует ε > 0 такое, что при любом δ (δ < ε) неравенство

V (t, x(t)) � V (t0, x0) exp

[ t∫
t0

λ(τ, x(τ)) dτ

]

не сохраняется при всех t � t0 хотя бы на одном решении (x(t) ∈ X(t))
⋂
(‖x(t)‖ < ε)

с начальными значениями (x0 ∈ [x0, x0])
⋂
(‖x0‖ < δ), для которых V (t0, x0) > 0.

Тогда нулевое решение системы (1) интервально неустойчиво.
Доказательство. Пусть x(t) ∈ X(t) — любое решение системы (1) при условиях (2).

Предположим, что при выполнении условий (1)–(3) теоремы 1 нулевое решение системы (1)
устойчиво при интервальных начальных условиях, т. е. для любых ε > 0 и t0 ∈ R+ сущест-
вует δ(t0, ε) > 0 такое, что при начальных значениях (x0 ∈ [x0, x0])

⋂
(‖x0‖ < δ) верна

оценка (x(t) ∈ X(t))
⋂
(‖x(t)‖ < ε) при всех t � t0 и, кроме того, ‖x(t, t0, x0)‖ → 0 при лю-

бом значении x0 ∈ [x0, x0] при t → +∞. Пусть (x∗0 ∈ [x0, x0])
⋂
(‖x∗0‖ < δ) — то значение x0,
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при котором V (t0, x
∗
0) > 0. Обозначим функцию V ∗(t, x(t)) на решении x(t) = x(t, t0, x

∗
0)

и рассмотрим равенство (1) (а) на этом решении:

dV ∗(t, x(t))

dt
= λV ∗(t, x(t)) +W ∗(t, x(t)), (7)

где W ∗ — функция W (t, x(t)) на этой же кривой. Поскольку W (t, x(t)) � 0 на любом реше-
нии x(t) ∈ X(t), в неравенстве (7) опустим W ∗ и получим оценку

V ∗(t, x(t)) � V ∗(t0, x
∗
0) exp

[ t∫
t0

λ(τ, x(τ)) dτ

]
,

которая выполняется при всех t � t0. Это неравенство противоречит условию (3) теоремы 1
и доказывает, что нулевое решение системы (1) неустойчиво при интервальных начальных
условиях. Покажем теперь, что выполняется условие б определения 2. Предположим обрат-
ное, что все решения x(t, t0, x0) ∈ X(t) стремятся к нуля при t→ +∞. Пусть x̃0 ∈ [x0, x0] —
фиксированное значение x0, при котором V (t0, x̃0) > 0 и x(t, t0, x̃0) → 0 при t → +∞. При
выполнении условий (1), (2) теоремы 1 для функции V (t, x(t)) имеем неравенство

V (t, x(t)) � V (t0, x̃0) exp

[ t∫
t0

λ(τ, x(τ)) dτ

]
,

которое указывает на возрастание функции V (t, x(t)) вдоль этого решения. В то же вре-
мя V (t, x(t)) → 0, так как по предположению x(t, t0, x̃0) → 0 при t → ∞. Полученное
противоречие доказывает, что выполняется условие б определения 2. Таким образом, при
выполнении условий теоремы 1 выполняются оба условия определения 2. Этим доказано
более сильное свойство, чем интервальная неустойчивость состояния x = 0 системы (1).

Теорема 1 имеет ряд следствий.
Следствие 1. Пусть выполняется условие (1) теоремы 1 и, кроме того,
1) функция V (t, x) = c, 0 < c < ∞ на решениях x(t) ∈ X(t);
2) на любых решениях x(t) ∈ X(t) системы (1)

t∫
t0

λ(τ, x(τ))dτ → +∞ при t→ +∞.

Тогда нулевое решение системы (1) неустойчиво при интервальных начальных усло-
виях (2).

Действительно, при выполнении условий (1) теоремы 1 имеем

V (t, x(t)) � V (t0, x0) exp

[ t∫
t0

λ(τ, x(τ)) dτ

]
, (8)

где V (t0, x0) > 0 при x0 ∈ [x0, x0]. При выполнении условия (2) следствия 1 правая часть
неравенства (8) неограниченно возрастает, в то время как функция V (t, x) не возрастает со-
гласно условию (1). Следовательно, найдется решение x(t) ∈ X(t), которое покинет область
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‖x(t)‖ < ε при (x0 ∈ [x0, x0])
⋂
(‖x0‖ < δ), что и доказывает неустойчивость при интерваль-

ных начальных условиях.
Следствие 2. Пусть выполняется условие (1) следствия 1 и λ(t, x(t)) = λ = const >

> 0. Тогда нулевое решение системы (1) неустойчиво при интервальных начальных усло-
виях (2).

Доказательство этого утверждения следует из оценки (8), так как в этом случае

V (t, x(t)) � V (t0, x0) exp[λ(t− t0)] при всех t � t0

и x0 ∈ [x0, x0], что невозможно в силу условия (1) следствия 1.
Следствие 3. Пусть существуют функции V (t, x), W (t, x), указанные в теореме 1,

и, кроме того,
1) функция V (t, x) удовлетворяет условию (1) следствия 1 и W (t, x) > 0 в любой

окрестности S(H) состояния (x = 0, t � t0);
2) при любых x(t) ∈ X(t) верно соотношение

dV (t, x(t))

dt
=W (t, x(t));

3) функция λ(t) = W (t, x)/V (t, x) такая, что
t∫

t0

λ(τ) dτ → +∞ при t → +∞.

Тогда нулевое решение системы (1) неустойчиво при интервальных начальных усло-
виях.

Докажем это утверждение. Для λ(t) = W (t, x)/V (t, x) в области значений x ∈ S(H)
имеем dV (t, x)/dt = λ(t)V (t, x). Отсюда

V (t, x(t)) � V (t0, x0) exp

[ t∫
t0

λ(τ)dτ

]
при всех t � t0 (9)

и x0 ∈ [x0, x0]. Из условия (1) и из неравенства (9) следует утверждение следствия 3.
Прим е р 1 . Пусть u(t) = Kx(t), K − n × n — постоянная матрица, x ∈ R

n — управление для
линейной системы

dx

dt
= A(t)x +B(t)u, (10)

x(t0) = x0 ∈ [x0, x0], (11)

где A(t) =
N∑
i=1

αi(t)Ai, B(t) =
N∑
i=1

αi(t)Bi. Здесь αi(t) � 0 — кусочно-непрерывные функции такие,

что αi(t) � 0,
N∑
i=1

αi(t) = 1, а Ai, Bi — постоянные матрицы соответствующих размерностей (см. [2]

и библиографию там).

Система (10), (11) редуцирует к следующей:

dx

dt
= (A(t) +B(t)K)x = Φ(t)x, (12)

x(t0) = x0 ∈ [x0, x0]. (13)
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Предположим, что для системы (12), (13) выполняются следующие условия:
1) при любых x0 ∈ [x0, x0] и αi(t) � 0, i = 1, 2, . . . , N , указанных выше, решение

x(t, t0, x0) определено при всех t � t0;
2) для любых ε > 0 и δ > 0 (δ < ε) существует t∗ > t0 такое, что

ΦT (t∗) + Φ(t∗)− 1

t∗ − t0
ln

(
ε

δ

)
En > 0, (14)

где (x0 ∈ [x0, x0])
⋂
(‖xT0 x0‖ < δ), а En — n × n-единичная матрица.

Тогда нулевое решение системы (12) интервально неустойчиво.
Утверждение о неустойчивости системы (12) сохраняется, если условие (14) заменить

следующим:

AT
i +Ai +KTBT

i +BiK − 1

t∗ − t0
ln

(
ε

δ

)
En > 0, i = 1, 2, . . . , N.

Докажем эти утверждения.
Для системы (12) рассмотрим множество

X(t) =

{
x(t) :

dx

dt
= Φ(t)x, x(t0) = x0, x0 ∈ [x0, x0], t0 ∈ [0,∞)

}
(15)

и функцию V (x) = xTx. Пусть существует положительная постоянная χ > 0 такая, что

ΦT (t) + Φ(t) > χEn, (16)

где E — n×n-единичная матрица. Очевидно, что dV (x(t))/dt > χV (x(t)) и, следовательно,

V (x(t)) > V (x(t0)) exp[χ(t− t0)]. (17)

или, что то же самое,

xT (t)x(t) > xT0 x0 exp[χ(t− t0)]. (18)

Неустойчивость нулевого решения системы (12) при интервальных начальных условиях (13)
будет показана, если для любых ε и δ (δ < ε) при (x0 ∈ [x0, x0])

⋂
(‖xT0 x0‖ < δ) найдется

t∗ > t0 такое, что xT (t∗)x(t∗) > ε.
Из неравенства (18) получим

δ exp[χ(t∗ − t0)] = ε, (19)

откуда

χ =
1

t∗ − t0
ln

(
ε

δ

)
. (20)

Из оценки (16) при значении χ из (20) получаем линейное матричное неравенство

ΦT (t∗) + Φ(t∗) >
1

t∗ − t0
ln

(
ε

δ

)
En,
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выполнения которого достаточно для интервальной неустойчивости нулевого решения сис-
темы (12).

Таким образом, показано, что управление указанного вида может не стабилизировать
движение неустойчивой линейной системы или разрушить существующее интервально ус-
тойчивое движение, если ее параметры такие, что выполняются условия (1), (2) из при-
мера 1.

Заключительные замечания. В работе [4] начато исследование проблемы устойчи-
вости движения при интервальных начальных условиях. Прямой метод Ляпунова является
эффективным средством анализа устойчивости движения такого рода. Теорема о неустой-
чивости, приведенная в данной работе, как и следствия 1–3, навеяны известными теоремами
о неустойчивости А.М. Ляпунова [3], Н. Г. Четаева [6] и В.И. Зубова [5]. Остановимся на
некоторых комментариях к приведенному определению неустойчивости при интервальных
начальных условиях.

1. Если 0 ∈ [x0, x0] и величина интервала покрывается δ-окрестностью (в терминах
(ε, δ)-определений Ляпунова), то определение 1 совпадает с определением неустойчивости
нулевого решения системы (1) в смысле Ляпунова.

2. Если интервальные значения такие, что x0 = 0 либо x0 = 0, тогда при покрытии
δ-окрестностью интервала [x0, x0] определение 1 обращается в определение неустойчивости
в конусе при условии, что множество решений системы (1) определено в конусе.
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Академiк НАН України А.А. Мартинюк

Про нестiйкiсть руху при iнтервальних початкових умовах

Дослiджується система рiвнянь збуреного руху загального вигляду при iнтервальних по-
чаткових умовах. Для цього класу систем рiвнянь за допомогою прямого методу Ляпунова
отримано достатнi умови нестiйкостi руху. Як приклад розглянуто лiнiйну систему iз
неточними значеннями параметрiв.

Academician of the NAS of Ukraine A.A. Martynyuk

On the instability of motion under interval initial data

We conseder a class of nonlinear systems under interval initial data. The sufficient conditions of
instability via direct Lyapunov functions are derived. As an example, we considered linear uncertain
systems of equations.
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УДК 539.3

Ю.А. Черняков, А. Г. Шевченко

Локализация пластической деформации в форме
ограниченной полосы разрыва перемещений

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В. С. Гудрамовичем)

Исследован вопрос о формировании ограниченной полосы разрыва перемещений (локали-
зации пластической деформации) для материалов с площадкой текучести. Для двух
моделей распределения напряжений вдоль полосы построено ограниченное поле напря-
жений на продолжении полосы. Установлено, что длина полосы конечная и определяет-
ся в зависимости от действующего в теле максимального касательного напряжения,
а также верхнего и нижнего пределов текучести, которые характерны для диаграмм
одноосного нагружения исследуемого материала при контроле деформации.

В классической теории пластичности одной из основных является схема идеально-пласти-
ческого поведения материала, имеющего явно выраженную площадку текучести на диа-
грамме одноосного нагружения. Однако в ряде экспериментальных работ показано, что
такое поведение реализуется только при “мягком” нагружении, тогда как при “жестком”
нагружении на диаграмме одноосного нагружения появляется “пик-зуб”, как показано на
рис. 1 (кривая OABCE ). Поведение материала на площадке текучести является неустойчи-
вым, причем потеря устойчивости происходит в результате “перескока” из упругого состоя-
ния (точка A) в состояние упрочнения (точка D). Известно, что в результате такой потери
устойчивости и появляются локализованные полосы сдвига Людерса–Чернова.

Явление локализации изучалось в ряде теоретических и экспериментальных работ [1–5].
Однако проблема локализации пластической деформации при однородном напряженном
состоянии изучена недостаточно.

В работе В.В. Новожилова [6] впервые дана трактовка хрупкого разрушения как потери
устойчивости “в большом” (подобно эффекту хлопка в оболочке) на уровне атомных связей,
в результате которой образуется трещина отрыва, равновесная длина которой зависит от
действующей нагрузки. Локализация пластической деформации также является результа-
том потери устойчивости подобного типа, которая в данном случае приводит к перескоку из

Рис. 1. Диаграмма материала
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Рис. 2. Система координат

однородного упругого состояния к локализованному пластическому сдвигу. В связи с этим
возникает вопрос: возможно ли образование ограниченной полосы локализации сдвига при
однородном напряженном состоянии?

В настоящей работе исследуется локализация пластической деформации в форме по-
лосы конечной длины в условиях плоского напряженного состояния. Получена формула,
связывающая длину локализованной области с верхним и нижним пределами текучести.

Постановка задачи. Рассмотрим для определенности бесконечную пластинку, находя-
щуюся в условиях однородного плоского напряженного состояния. Введем для пластинки
декартову систему координат OXY и будем считать известными компоненты тензора на-
пряжений σX , σY и τXY .

Материал пластинки характеризуется диаграммой чистого сдвига, показанной на рис. 1.
В зависимости от условий нагружения, имеется два вида диаграммы: с площадкой теку-
чести (кривая OADE) и с “пиком-зубом” (кривая OABCE). Напряжения, отвечающие то-
чкам A и B, будем называть верхним τups и нижним τ lows пределами текучести соответст-
венно.

Возникновение начальной области локализации, в принятой здесь трактовке, рассмат-
ривается как потеря устойчивости “в большом” однородной деформации тела в форме обра-
зования локализованной полосы пластического течения.

При достижении нижнего предела текучести τ lows пластинка может находиться в двух
состояниях равновесия — в упругом однородном или в упругом с локализованной полосой
пластической деформации, как показано на рис. 2.

Свяжем с полосой локализации систему координат Oxy, как показано на рис. 2. При-
мем, что направление оси Ox будет совпадать с направлением максимальных касательных
напряжений τmax для заданного напряженного состояния.

В пределах полосы локализации действуют только касательные напряжения, которые
оказывают наибольшее влияние. Учитывая диаграмму τ ∼ γ (рис. 1), можно допустить,
что на берегах полосы локализации на участке 0 � |x| � l действуют только касательные
напряжения τ lows , а на участках l � |x| � b касательные напряжения могут изменяться
от значения τ lows до τups . Рассмотрим две схемы распределения напряжений, характеризу-
ющих сопротивление движению разрывов перемещений вдоль берегов полосы: кусочно-по-
стоянную (рис. 3, a), и кусочно-линейную (рис. 3, б ). Первая из них напоминает модель
Леонова–Панасюка [7] и Dugdale [8], но с тем существенным отличием, что напряжения
τ lows в пределах полосы не равны нулю (τ lows > 0). Требуется определить длину полосы
локализации b.

Решение задачи. Для решения задачи воспользуемся методом разрывных смещений,
по которому полосу продольного сдвига представим в виде некоторой совокупности краевых
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Рис. 3. Распределение напряжений, характеризующих сопротивление движению разрывов перемещений
вдоль полосы

дислокаций с соответствующим вектором Бюргерса b0.
Известно [6], что если в начале координат существует разрыв смещений в форме краевой

дислокации с вектором Бюргерса b0, параллельным оси x, то поле напряжений в некоторой
точке (x, y) будет определяться следующими соотношениями:

�b ‖ x, σx = − μb0y(3x
2 + y2)

2π(1− ν)(x2 + y2)2
, σy = − μb0y(x

2 − y2)

2π(1− ν)(x2 + y2)2
,

τxy =
μb0x(x

2 − y2)

2π(1 − ν)(x2 + y2)2
,

(1)

где μ — упругий модуль сдвига; ν — коэффициент Пуассона.
Пусть линия разрыва перемещений расположена вдоль оси x и дислокации, распреде-

ленные вдоль этой линии, имеют плотность b0f(ξ). Разрыв перемещений, в пределах малого
отрезка dξ в точке (ξ, 0), вызывают напряжения в точке (x, 0), которые могут быть пред-
ставлены следующим образом:

dτxy =
μb0

2π(1 − ν)

f(ξ)

ξ − x
. (2)

На основании этого можно записать

b∫
−b

f(ξ)

ξ − x
dξ =

2π(1 − ν)τ(x)

μb0
, (3)

где τ(x) — распределение напряжений на оси x. В случае кусочно-постоянного распреде-
ления τ(x) задаем в виде:

τ(x) =

{−τ1 = τmax − τups , l < |x| < b,

τ0 = τmax − τ lows , 0 < |x| < l.
(4)

В случае кусочно-линейного распределения имеем:

τ(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−τ1 = τmax − τ lows − (τups − τ lows )

|x| − l

b− l
, l < |x| < b,

τ0 = τmax − τ lows , 0 < |x| < l.

(5)
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Уравнение (3) является сингулярным интегральным уравнением первого рода с ядром
Коши. Решение его при условии ограниченности функции f(ξ)

b∫
−b

τ(ξ)√
b2 − ξ2

dξ = 0 (6)

известно, и функция распределения разрывов смещений имеет вид:

f(x) =
2(1− ν)

√
b2 − x2

μπb0

b∫
−b

τ(ξ)

(ξ − x)
√
b2 − ξ2

dξ. (7)

После подстановки в уравнение (6) распределения напряжений τ(x) из условий (4) и (5)
получаем трансцендентное уравнение для определения размера θ = b/l:

π(β − α) + 2(α− 1)F (θ) = 0, (8)

где

β =
τmax

τups
, α =

τ lows

τups
,

F (θ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
arccos

1

θ
— для кусочно-постоянного распределения,√

θ + 1

θ − 1
− 1

θ − 1
arccos

1

θ
— для кусочно-линейного распределения.

Длина полосы локализации остается пока не определенной. Для формулировки дополни-
тельного условия, которое позволит определить искомую длину, вспомним, что деформация
в полосе должна быть ограничена величиной, связанной с длиной площадки текучести BC,
так как приведенное выше решение допустимо только до достижения деформацией учас-
тка упрочнения в точке C. Для реализации этого условия определим скачок перемещения
в полосе локализации.

Максимальный разрыв перемещений будет достигаться в средней точке полосы и опре-
делится по формуле

δ = b0

0∫
b

f(ξ) dξ. (9)

Если учесть построенные выше решения для функции распределения дислокаций, для
безразмерного разрыва перемещений δ = δ/b получим

δ =
4

π
(1− α)(1 − ν)γs

ln(θ +
√
θ2 − 1)

θ
(10)

для кусочно-постоянного распределения или

δ =
2(1− ν)γs

π

[
β − 1

θ(θ − 1)
(ln(θ +

√
θ2 − 1)− θ

√
θ2 − 1) + 2(β − α)

ln(θ +
√
θ2 − 1)

θ

]
(11)

для кусочно-линейного распределения.
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Рис. 4. Графики зависимости δ/(1−ν)/γs от параметра β = τmax/τ
up
s для различных значений α = τ low

s /τup
s .

Сплошные линии — результаты для кусочно-постоянного распределения, штриховые — для кусочно-линей-
ного

Здесь γs — предел текучести по деформациям.
На рис. 4 представлены зависимости величины безразмерного разрыва перемещений

δ/(1− ν)/γs от параметра нагрузки β = τmax/τ
up
s для некоторых фиксированных значений

параметра α = τ lows /τups , характеризующего различие верхнего и нижнего пределов теку-
чести. Из приведенных графиков следует, что для каждого α существует два различных
значения β для одного и того же отношения δ/(1− ν)/γs. Кроме того, кривые, отвечающие
фиксированному значению δ, имеют явно выраженный максимум. Это означает, что для
каждого α можно найти максимальное отношение δ/(1 − ν)/γs, которое определит мини-
мальную длину полосы локализации.

Дадим количественную оценку минимальной длины полосы локализации. Для этого
представим δ в следующем виде:

δ = hγC , (12)

где h — условная толщина полосы; γC — деформация сдвига на площадке текучести (де-
формация Людерса). В таком случае длина линии разрыва будет определяться по формуле

b =
1

(1− ν)δ

γC
γs
h. (13)

По данным для стали 1045, приведенным в работе [4], имеем γC = 1,5·10−2, γs = 2,5·10−3.
Сложнее обстоит дело с величиной h. Для ее определения будем исходить из того, что
характерная ширина полосы локализации материала определяется средним размером зерна
поликристаллического материала, поскольку размер зерна оказывает большое влияние на
деформацию Людерса и морфологию полос, особенно для малоуглеродистых сталей [4, 5].
В соответствии с данными, приведенными в работе [4], средний размер зерна стали 1045
h = 10 мкм. Тогда отношение δ/(1 − ν)/γs, к примеру для α = 0, будет порядка 0,848
и длина полосы b порядка 100 мкм, т. е. b ≈ 10h.
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Таким образом, представленные результаты показывают, что локализованная полоса
сдвига может иметь конечную длину, зависящую от соотношения между действующей на-
грузкой, верхним и нижним пределом текучести. Аналогичные выводы можно сделать и для
случая ограниченной длины полосы локализации при растяжении, только в этом случае
следует говорить не о локализации сдвига, а о локализации в форме шейки.
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Ю.А. Черняков, А. Г. Шевченко

Локалiзацiя пластичної деформацiї у формi обмеженої смуги
розриву перемiщень

Дослiджено питання про формування обмеженої смуги розриву перемiщень (локалiзацiї
пластичної деформацiї) для матерiалiв з площадкою текучостi. Для двох моделей розпо-
дiлу напружень вздовж смуги побудовано обмежене поле напружень на продовженнi сму-
ги. Встановлено, що довжина смуги кiнцева i визначається залежно вiд дiючого в тiлi
максимального дотичного напруження, а також верхньої i нижньої меж текучостi, якi
характернi для дiаграм одновiсного навантаження дослiджуваного матерiалу при контролi
деформацiї.

Y.A. Chernyakov, A.G. Shevchenko

The localization of a plastic strain in the form of the limited band of
a displacement gap

The question of the formation of the limited band of a displacement gap (plastic strain localization)
for materials with a yield plateau is considered. For two models of stress distribution along a strip,
a limited field of stresses on a continuation of the band is constructed. It is found that the length
of the strip is finite and is determined by the maximum shear stress of the body, as well as the
upper and lower yield stresses that are characteristic of the diagrams of uniaxial loading with a
control over strains.
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Особливостi виникнення нестiйкостi Хопфа
на зарядженiй границi плоскої, цилiндричної

та сферичної форми

(Представлено академiком НАН України Л.А. Булавiним)

Визначено вплив форми електрода на виникнення нестiйкостi Хопфа, що дає поча-
ток спонтанним перiодичним коливанням струму у модельнiй електрохiмiчнiй систе-
мi. Електрохiмiчна реакцiя у вибранiй моделi пов’язана з потенцiалозалежною адсорб-
цiєю/десорбцiєю електроактивних частинок на плоскiй, цилiндричнiй або сферичнiй
електроднiй поверхнi та попередньою хiмiчною реакцiєю у дифузiйному шарi Нернста
при потенцiостатичних умовах експерименту. Показано, що область потенцiалiв, де
в системi може виникнути нестiйкiсть Хопфа, є найбiльшою для випадку плоского
електрода. Така область потенцiалiв для сферичного електрода є найменшою.

У рiзноманiтних нерiвноважних системах можна спостерiгати спонтанне виникнення ко-
ливань та бiльш складних самоорганiзованих структур [1–3]. Основнi принципи їх форму-
вання та динамiки унiверсальнi, тобто не залежать вiд природи окремої системи. Одним
iз механiзмiв формування нерiвноважних структур є спiльна дiя локального нелiнiйного
процесу перетворення, що має позитивний зворотний зв’язок (автокаталiз, поверхневi фа-
зовi переходи та iншi), i транспортних процесiв, таких як дифузiя i мiграцiйнi струми, що
просторово зв’язують локальну реакцiйну динамiку системи. Зв’язок реакцiйно-дифузiйної
динамiки з ефектом границь до сьогоднi є предметом теоретичних i експериментальних
дослiджень [4–11].

Дана робота є продовженням бiфуркацiйних дослiджень модельної електрохiмiчної сис-
теми, що адекватно описує процес анодного розчинення — пасивацiї металiв або окислення
малих органiчних молекул на поверхнi благородних металiв [6–11]. У роботi наведено необ-
хiднi умови для реалiзацiї нестiйкостi Хопфа у вибраному модельному процесi на поверхнi
цилiндричного електрода та проведено порiвняння з ранiше отриманими нами результатами
для плоского та сферичного електродiв [8–11].

Умови реалiзацiї у системi динамiчної нестiйкостi Хопфа, що веде до появи перiодич-
них коливань струму, визначаються за iмпедансними дiаграмами [12–15]. Як вiдомо, iмпе-
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дансний спектр дає лiнiйну iнформацiю про електрохiмiчну систему у досить широкому
дiапазонi частот i пов’язаний iз бiфуркацiйним аналiзом її стiйкостi.

Теоретична частина. Схематично дослiджуваний модельний електрохiмiчний процес
можна подати у такому виглядi [8–11]:

Bbulk

k1
�
k2

Abulk → Asurf

ka
�
kd

Aads
Ke−→ P+ e, (1)

де k1, k2 — константи швидкостi прямої та зворотної хiмiчної реакцiї, а ka, kd, Ke — конс-
танти швидкостi адсорбцiї, десорбцiї i переносу електрона вiдповiдно.

Електроактивнi частинки одного сорту, що виникають у результатi попередньої хiмiчної
реакцiї, дифундують iз дифузiйного шару Нернста до поверхнi цилiндричного електрода, на
якiй вони адсорбуються та електрохiмiчно окислюються. Якщо знехтувати впливом омiчних
втрат i впливом подвiйного шару, кiнетичними рiвняннями електрокаталiтичної реакцiї на
поверхнi цилiндричного електрода будуть

Γ
dθ

dt
= ν1(t)− ν2(t), (2)

∂c(r, t)

∂t
= D

1

r

∂

∂r

(
r
∂c(r, t)

∂r

)
− kc(r, t), (3)

де c(r, t) — концентрацiя електроактивних частинок; θ(t) — ступiнь покриття електродної
поверхнi адсорбатом; Γ — максимальна поверхнева концентрацiя при θ(t) = 1, k = k1+k2 —
ефективна швидкiсть попередньої гомогенної хiмiчної реакцiї.

Запишемо граничнi умови, якi враховують той факт, що на поверхнi електрода дифу-
зiйний потiк дорiвнює швидкостi адсорбцiї–десорбцiї, а також те, що на вiдстанi, бiльшiй
за величину δ, об’ємна концентрацiя частинок A постiйна i дорiвнює c0:

c(δ, t) = c0, (4)

Jc(r0, t) = −D∂c(r, t)
∂r

∣∣∣∣
r=r0

= −ν1(t). (5)

Тут JC — дифузiйний потiк електроактивних частинок, що адсорбуються на поверхнi елект-
рода; D — коефiцiєнт дифузiї; δ = r0 + d, d — товщина дифузiйного шару Нернста, де
вiдбувається змiна концентрацiї електроактивних частинок; c0 — рiвноважна концентрацiя
хiмiчної реакцiї, що збiгається з об’ємною концентрацiєю. Початок координат збiгається
з центром цилiндричного електрода.

Швидкостi адсорбцiї-десорбцiї ν1(t) i переносу електрона ν2(t) задовольняють рiвняння

ν1(θ(t), c(r0, t)) = Γka exp

(
γθ(t)

2

)
c(r0, t)(1 − θ(t))− Γkd exp

(
−γθ(t)

2

)
θ(t), (6)

ν2(t) = ΓKe(t)θ(t) = Γke exp(αbE(t))θ(t), (7)

де α — фактор симетрiї електронного переносу в напрямку окислення; E — потенцiал елект-
рода; b = F/RT , F — число Фарадея, R — газова постiйна, T — абсолютна температура; γ —
атракцiйна постiйна в iзотермi Фрумкiна, що пов’язує ступiнь покриття електродної поверх-
нi адсорбатом з об’ємною концентрацiєю електроактивних частинок. Позитивне значення γ
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вiдповiдає притяганню, а негативне — вiдштовхуванню мiж адсорбованими частинками.
При γ = 0 iзотерма Фрумкiна переходить в iзотерму Ленгмюра.

Густина фарадеєвського струму задається рiвнянням

if (t) = FΓke exp[αbE(t)]θ(t) = Fν2(t). (8)

Стацiонарнi значення потенцiалу електрода Est i концентрацiї на поверхнi цилiндричного
електрода cst(r = r0) знаходили з рiвнянь (2), (3) з граничними умовами (4), (5)

Est = (αb)−1 ln

[
mc(c0 − cst(r0))

ΓkeθstΩ0

]
, (9)

cst(r0) =
mcc0 + ΓkdθstΩ0e

−γθst/2

mc + (1− θst)Ω0Γkaeγθst/2
. (10)

Тут введенi такi величини: mc = D/d, λ =
√
k/D, Ω0 =

1

λd

(
K0(x0)I0(xδ)−K0(xδ)I0(x0)

I0(xδ)K1(x0) + I1(x0)K0(xδ)

)
,

x0 = r0
√
k/D, xδ = (r0 + d)

√
k/D, I0(x), K0(x) — модифiкованi функцiї Бесселя нульового

порядку; I1(x),K1(x) — модифiкованi функцiї Бесселя першого порядку першого та другого
роду вiдповiдно.

Вирази для стацiонарних значень потенцiалу електрода i концентрацiї на поверхнi плос-
кого та сферичного електрода для модельного процесу (1), а також вiдповiднi вирази для
фарадеївського iмпедансу можна знайти в роботах [8–11].

Дослiдження лiнiйної стiйкостi електрохiмiчної системи поблизу стацiонарного стану
для потенцiостатичних умов базується на аналiзi змiн нулiв iмпедансу при змiнi потенцiалу
електрода [12–15]. Бiфуркацiя Хопфа може виникнути у системi, коли її iмпеданс дорiвнює
нулю при частотi, що не дорiвнює нулю. Як вiдомо, нестiйкiсть Хопфа є локальною, прос-
торово незалежною динамiчною нестiйкiстю, що можлива у нелiнiйнiй системi з кiлькома
часовими шкалами (швидкими та повiльними). У фазовому просторi системи вона викликає
появу нового атрактора — граничного циклу (замкненої орбiти).

Iмпеданс системи є вiдношенням вiдповiдi системи до її збурення. Тому для обчислен-
ня комплексного фарадеєвського iмпедансу даної системи розглянемо її поведiнку пiд дiєю
перiодичного сигналу малої амплiтуди, що накладався на стацiонарне значення поляриза-
цiйного потенцiалу.

Опускаючи розрахунки, наведемо кiнцевий вираз для фарадеєвського iмпедансу в прос-

торi зображень Лапласа
(
F (s) =

∞∫
0

f(t)e−stdt, де s = σ + jω, j =
√
−1

)
для цилiндричного

електрода

Zf (s) = Rct

{
1 +

∂θν2(1 + Ωs∂cν1)

Γs(1 + Ωs∂cν1)− ∂θν1

}
, (11)

де частиннi похiднi позначенi як ∂xu = ∂u/∂x та введенi такi позначення:

Ωs =
1

λsD

(
K0(x0s)I0(xδs)−K0(xδs)I0(x0s)

I0(xδs)K1(x0s) + I1(x0s)K0(xδs)

)
,

λs =

√
k + s

D
, x0s = r0

√
k + s

D
, xδs = (r0 + d)

√
k + s

D
,
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Рис. 1. Стацiонарнi поляризацiйнi кривi модельного процесу для рiзних форм електрода. Тут i на рис. 2–4:
1 — сфера; 2 — цилiндр; 3 — площина. Точки на кривих — бiфуркацiя Хопфа (див. табл. 1)

∂θν1 = Γ

{
kd exp

(
−γθst

2

)[
γθst
2

− 1

]
+ ka exp

(
γθst
2

)
cst(r0)

[
γ
1− θst

2
− 1

]}
,

∂cν1 = Γka(1− θst) exp

(
γθst
2

)
, ∂θν2 = Γke exp(αbEst),

Rct = 1/

(
∂if
∂E

)
st

=
1

FΓαbke exp(αbEst)θst
,

де Rct — опiр переносу заряду.
У випадку, коли швидкiсть попередньої хiмiчної реакцiї прямує до нуля, вираз iмпедансу

системи для цилiндричного електрода (11) збiгається з отриманим у роботах [6, 7].
Для визначення точок бiфуркацiї Хопфа дослiджували нулi iмпедансу зi змiною по-

тенцiалу електрода. Нулi iмпедансу модельного процесу (1) для цилiндричного електрода
знаходили з рiвняння (12)

Ψ(s) = Γs(1 + Ωs∂cν1)− ∂θν1 + ∂θν2(1 + Ωs∂cν1) = 0. (12)

Перехiд iз простору Лапласа у простiр Фур’є здiйснювався замiною s = jω. Для модельних
розрахункiв були прийнятi такi значення параметрiв системи: Γ = 10−9 моль · см−2; γ = 8;
Γka = 0,1 см ·с−1; Γkd = 10−5 моль/см2 ·с; ke = 10 с−1; D = 10−5 см2/c; d = 10−3 см; α = 0,5;
c0 = 10−5 моль/см3; F = 96484 Кл/моль; R = 8,314 Дж /моль К; T = 300 К; b = 38,7 В−1;
k = 10 c−1; r0 = 10−4 см.

Чисельнi розрахунки виконанi з використанням математичного пакету Mathematica TM .
Результати та їх обговорення. Стацiонарнi поляризацiйнi ifst−Est кривi модельного

процесу (1) для плоского, цилiндричного та сферичного електродiв при фiксованiй швид-
костi попередньої хiмiчної реакцiї iлюструє рис. 1. Вони мають N -подiбну форму з областю
негативного диференцiйного опору (NDR). На величину струму впливають два протилеж-
них фактори: збiльшення потенцiалу i зменшення концентрацiї електроактивних частинок
у приелектродному шарi за рахунок процесу адсорбцiї, що нелiнiйно залежить вiд потен-
цiалу. Коли швидкiсть дифузiї електроактивних частинок дорiвнює швидкостi процесiв, що
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вiдбуваються на електродi, на вольтампернiй кривiй з’являється максимум. Вiн є наслiдком
конкуренцiї мiж процесами адсорбцiї та дифузiї. Коли швидкiсть споживання реагуючих
частинок переважає, фарадеєвський струм зменшується через недостатню швидкiсть до-
ставки останнiх з дифузiйного шару у той час, коли потенцiал збiльшується. Це область
NDR, у якiй звичайно i виникають розглядуванi нестiйкостi. Така N-система може пово-
дити себе подiбно системам активатор — iнгiбiтор, де потенцiал вiдiграє роль активатора,
а концентрацiя електроактивних частинок у приелектродному шарi виступає як iнгiбiтор.
Як вiдомо, саме система активатор — iнгiбiтор є найпростiшою системою, що демонструє
спонтанну перiодичну самоорганiзацiю. Коливання у такiй системi виникають завдяки iсну-
ванню двох петель зворотного зв’язку — позитивної петлi у активатора, що прискорює
власне зростання, та негативної у iнгiбiтора, що в свою чергу пригнiчує наростання акти-
ватора. При цьому часова шкала у iнгiбiтора повинна бути повiльнiшою за таку у актива-
тора. У системi (1) взаємодiя процесiв масопереносу та адсорбцiї–десорбцiї, що залежать
вiд потенцiалу i вiдбуваються перед реакцiєю переносу заряду, забезпечують цю необхiдну
умову.

Як видно з рис. 1, густина струму модельного процесу є найбiльшою для випадку сфе-
ричного електрода i найменшою — для плоского електрода.

На рис. 2, а, б наведено параметричнi залежностi стацiонарної концентрацiї cst(θ) на
поверхнi електрода i стацiонарного ступеня покриття поверхнi електрода адсорбатом θst(θ)
вiд стацiонарного потенцiалу електрода Est(θ) для вибраних форм електрода. Як видно
з рисунка, величини cst(θ) та θst(θ) є найбiльшими для випадку сферичного електрода
i найменшими — для плоского електрода.

З аналiзу рiвняння (12), а саме нулiв функцiй Re[Ψ(s)] та Im[Ψ(s)], було встановлено, що
для вибраних значень параметрiв у системi завжди iснує двi точки бiфуркацiї Хопфа для
всiх розглянутих геометрiй електрода. В точцi бiфуркацiї Хопфа система продукує власнi
незатухаючi перiодичнi коливання з певною бiфуркацiйною частотою. У випадку впливу на
систему зовнiшнього сигналу з частотою, дорiвнює одному з бiфуркацiйних значень, отри-
маний вихiдний сигнал дорiвнюватиме вхiдному, тобто пройде через систему без опору [14].
Бiфуркацiйнi значення електрохiмiчних параметрiв для рiзних форм електрода наведенi
у табл. 1. Область потенцiалiв електрода, де спостерiгається нестiйкiсть Хопфа, є наймен-
шою для випадку сферичного електрода, та найбiльшою — для плоского електрода.

Iмпеданснi дiаграми Найквiста в 1, 3, 5 точках бiфуркацiї Хопфа (див. табл. 1) зображенi
на рис. 3. Як видно з рисунка, вони складаються з двох змiнених пiвкiл i проходять через
початок координат. В областi низьких частот на дiаграмi є петля з вiд’ємною реальною
частиною фарадеївського iмпедансу, саме вона вказує на наявнiсть у системi нестiйкостi.
Ця iндуктивна петля зменшується зi зменшенням симетрiї електрода, тобто для площи-

Таблиця 1. Значення параметрiв електрохiмiчної системи в точках бiфуркацiї Хопфа

Форма
електрода

Точки
бiфуркацiї ωH , Гц θ ifst А см−2 Est, В

Сфера 1 251,35 0,358 0,0524418 0,259511
2 241,49 0,309 0,0459342 0,260476

Цилiндр 3 277,20 0,465 0,030818 0,218618
4 290,96 0,235 0,0190487 0,229018

Площина 5 165,65 0,535 0,0103118 0,154732
6 213,07 0,199 0,00583002 0,176452
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Рис. 2. Параметричнi залежностi стацiонарної концентрацiї cst(θ) (а) на поверхнi електрода i стацiонарного
ступеня покриття поверхнi електрода адсорбатом θst(θ) (б ) вiд стацiонарного потенцiалу електрода Est(θ)
для вибраних форм електрода

ни ця петля є найбiльшою, а для сфери — найменшою. При такiй змiнi форми електрода
ємнiсна петля з позитивною реальною частиною фарадеївського iмпедансу неiстотно збiль-
шується. Точка на iмпеданснiй дiаграмi Найквiста, в якiй Re(Z(ω)) = Im(Z(ω)) = 0, вiдпо-
вiдає пороговому опору, коли в системi виникають коливання. При ω → ∞ фарадеївський
iмпеданс дорiвнює опору переносу заряду. Всi кривi сходяться у точцi Re[Z(ω)/Rct] = 1,
Im[Z(ω)/Rct] = 0.

Дiаграми Боде-залежностi модуля (а) i фазового кута (б ) фарадеївського iмпедансу
вiд логарифма частоти в точках бiфуркацiї з рис. 3 зображенi на рис. 4. При ω = ωH

модуль фарадеївського iмпедансу перетворюється на нуль. У точцi бiфуркацiї Хопфа вiд-
бувається змiна функцiональної залежностi фазового кута фарадеївського iмпедансу вiд
частоти ω.
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Рис. 3. Дiаграми Найквiста поведiнки фарадеївського iмпедансу в комплекснiй площинi в точках бiфуркацiї
Хопфа

Рис. 4. Дiаграми Боде поведiнки модуля Abs[Z(ω)/Rct] (а) i фазового кута Arg[Z(ω)/Rct] (б ) фарадеївського
iмпедансу вiд логарифма частоти в точках бiфуркацiї Хопфа

Таким чином, одержанi результати вказують на те, що форма електрода має велике зна-
чення у виникненнi нестiйкостi Хопфа в модельному електрокаталiтичному процесi з попе-
редньою хiмiчною реакцiєю у дифузiйному шарi Нернста. Зменшення симетрiї електрода
є причиною збiльшення областi розглядуваної нестiйкостi. Отриманi результати допомо-
жуть зрозумiти складну динамiку нерiвноважних систем i знайти шляхи її контролю.
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О.И. Гичан

Особенности возникновения неустойчивости Хопфа на заряженной
границе плоской, цилиндрической и сферической формы

Определено влияние формы электрода на возникновение неустойчивости Хопфа, которая
дает начало спонтанным периодическим колебаниям тока в модельной электрохимической
системе. Электрохимическая реакция в выбранной модели связана с потенциалозависимой
адсорбцией/десорбцией электроактивных частиц на плоской, цилиндрической или сферичес-
кой электродной поверхности и предшествующей химической реакцией в диффузионном слое
Нернста при потенциостатических условиях эксперимента. Показано, что область потен-
циалов, где в системе может возникнуть неустойчивость Хопфа, будет наибольшей для
случая плоского электрода. Такая область потенциалов для сферичного электрода является
наименьшей.

O. I. Gichan

Peculiarities of the Hopf instability onset on a charged interface of
planar, cylindrical, and spherical forms

The effect of the electrode shape on the onset of a Hopf instability giving rise to spontaneous periodic
current oscillations in a model electrochemical system is determined. An electrochemical reaction
in the chosen model is related to the potential-dependent adsorption/desorption of electroactive
particles on a planar, cylindrical, or spherical interface and to a preceding chemical reaction in the
Nernst diffusion layer under potentiostatic experimental conditions. It is shown that a potential
range where the Hopf instability can be realized in the system is the largest in the case of a planar
electrode. Such a potential range for a spherical electrode is the smallest.
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С.В. Кондович

Параметричний резонанс в антиферомагнiтнiй

наночастинцi

(Представлено академiком НАН України В.М. Локтєвим)

Експериментальнi данi припускають iснування впливу форми i розмiрiв зразка на влас-
тивостi антиферомагнiтного матерiалу. В роботi теоретично розглянуто вплив ефек-
тiв форми на резонанснi властивостi антиферомагнiтної наночастинки. Змодельова-
но параметричне пiдсилення коливань вектора антиферомагнетизму пiд дiєю перiодич-
ної в часi механiчної напруги. Продемонстровано можливiсть керування величинами
частотних смуг параметричного резонансу пiдбором геометричних параметрiв зразка,
проаналiзовано вплив зовнiшнього магнiтного поля.

Параметричне пiдсилення коливань — фундаментальне явище, яке зустрiчається майже
в кожнiй галузi науки i полягає в можливостi виникнення резонансу при перiодичнiй змiнi
параметрiв коливальної системи. Фiзичнi системи, якi можна створити i дослiдити, спираю-
чись на явище параметричного резонансу, використовуються для потреб спiнтронiки [1, 2],
магнiтометрiї [3], для дослiдження динамiки i керування наноелектромеханiчними систе-
мами [4, 5] тощо.

У данiй роботi розглядається нанорозмiрна система, виготовлена з антиферомагнiтного
(АФМ) матерiалу, для якої вплив перiодичної механiчної напруги може викликати парамет-
ричне пiдсилення коливань у магнiтнiй пiдсистемi. Ми припускаємо iснування двох меха-
нiзмiв взаємодiї пружної пiдсистеми з магнiтною: локальна магнiтопружнiсть, що виникає
при АФМ впорядкуваннi зразка, i ефекти форми, про iснування яких в АФМ матерiалах
свiдчать експерименти [6, 7].

Метою роботи є: а) дослiдження впливу деформацiй пружної пiдсистеми АФМ зразка
на рiвноважну орiєнтацiю АФМ вектора; б) моделювання виникнення параметричного резо-
нансу в АФМ наночастинцi пiд дiєю змiнної механiчної напруги в присутностi зовнiшнього
магнiтного поля; в) дослiдження можливостi впливу форми та розмiрiв зразка на ширину
смуги параметричного резонансу.

Модель. Як об’єкт для дослiджень розглянемо АФМ наночастинку малої товщини h,
прямокутної зi сторонами 2a i 2b (рис. 1, а) або елiптичної з пiвосями a i b (рис. 1, б)
форми. Припустимо, що кристалографiчнi осi АФМ матерiалу збiгаються з осями Ox та
Oy. Геометричнi розмiри a, b i h наноплiвки вважатимемо достатнiми для встановлення
рiвноважного магнiтного впорядкування, але досить малими, шоб розглядати систему як
монодоменну (з незначними неоднорiдностями).

Для моделювання властивостей зразка розглядатимемо поверхню наночастинки та її
об’єм окремо, вважаючи їх рiзними “фазами” матерiалу [8]. Властивостi верхньої та нижньої
граней частинки (z = 0, z = −h) припустимо незмiнними i несуттєвими для дослiдження
динамiки магнiтної системи.

Розглянемо найпростiший випадок колiнеарного АФМ з двома пiдграткамиM1 iM2, та-
кими що (|M1| = |M2|). При температурi, значно нижчiй за температуру Неєля, магнiтний

© С.В. Кондович, 2013
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Рис. 1. Схематичне зображення АФМ зразка прямокутної (а) та елiптичної форми (б ). Товстi стрiлки
позначають орiєнтацiю АФМ вектора L в частинцi (на поверхнi та в об’ємi)

стан такої системи однозначно описується АФМ вектором L ≡ M1 −M2 фiксованої довжи-
ни (для зручностi покладемо |L| = 1). Нехай в об’ємi наночастинки вектор L знаходиться
в площинi xOy (АФМ типу “легка площина”), а на поверхнi закрiплений вздовж границi
(“легка вiсь” вздовж краю зразка). Область неоднорiдного магнiтного впорядкування мiж
об’ємом i поверхнею вважатимемо малою порiвняно з розмiрами зразка.

Внаслiдок того, що поверхня АФМ зразка вiдрiзняється за фiзичними властивостями
вiд об’єму, в зразку з’являється поле “магнiтопружних зарядiв” [9]. Це призводить до ви-
никнення в частинцi пружних деформацiй, якi впливатимуть на орiєнтацiю АФМ вектора
в об’ємi зразка.

Для моделювання динамiчних властивостей АФМ вектора в деформованому зразку
застосуємо стандартний метод функцiй Лагранжа [10]. Густина функцiї Лагранжа АФМ
зразка:

LAFM =
2χ

g2
L̇
2 − 2χ

g
(L̇,L,H) +

1

2
ρu̇2 − w, (1)

де w — густина потенцiальної енергiї зразка; ρ — густина матерiалу; u — вектор змiщення;
χ — магнiтна сприйнятливiсть матерiалу; g — гiромагнiтне спiввiдношення.

При вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля густину потенцiальної енергiї АФМ шару
подамо у виглядi

w = wanis + wexch + wm−e + welas, (2)

де wanis — густина магнiтної енергiї анiзотропiї; wm−e — густина енергiї магнiтопружної
взаємодiї; welas — густина пружної енергiї, а густина обмiнної енергiї wexch враховує можливу
неоднорiднiсть розподiлу АФМ вектора в площинi зразка:

wexch =
1

2
α[(∇Lx)

2 + (∇Ly)
2], (3)

де α — коефiцiєнт неоднорiдного обмiну.
Для АФМ типу “легка площина” з тетрагональною симетрiєю магнiтного впорядкування

густину енергiї анiзотропiї можна змоделювати так:

wanis = K‖L
2
z −K⊥(L

4
x + L4

y), (4)

K‖ � K⊥ > 0 — константи анiзотропiї.
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Рис. 2. Поворот АФМ вектора L з рiвноважної орiєнтацiї L(0) на вектор l. Для дослiдження динамiки зручно
параметризувати АФМ вектор компонентами вектора вiдхилення l⊥ i l‖ (8 )

Враховуючи, що ми розв’язуємо “плоску” задачу (зразок не деформується вздовж Oz),
i вважаючи пружнi властивостi матерiалу iзотропними, запишемо густину магнiтопружної
енергiї у виглядi

wm−e = 2λanis

[(
L⊗ L− 1

2
Î

)(
û− 1

2
Î Tr û

)]
, (5)

де û — тензор деформацiй; Î — одинична матриця; λanis — магнiтопружна константа, що
вiдповiдає деформацiям зсуву. Тут ми не враховуємо енергiю, що вiдповiдає iзотропному
розширенню решiтки пiд час магнiтного впорядкування, оскiльки цей доданок не впливає
на динамiчнi властивостi АФМ.

Наведемо густину пружної енергiї [11]:

welas = μ

(
u2im +

ν

1− 2ν
u2jj

)
, (6)

де μ — модуль зсуву; ν — коефiцiєнт Пуассона, {i, j,m} = {x, y, z}.
Нехай при вiдсутностi зовнiшнiх полiв АФМ вектор знаходиться у площинi зразка пiд

кутом ϕ(0) вiдносно осi Ox: L(0) = (cosϕ(0), sinϕ(0), 0). Компоненти тензора деформацiї в рiв-
новажному положеннi позначимо як u(0)xx , u

(0)
yy , u

(0)
xy . Вираз для знаходження рiвноважних

положень АФМ вектора отримаємо, мiнiмiзуючи потенцiальну енергiю (2):

K⊥ sin 4ϕ(0) − 2λanis(u
(0)
xx − u(0)yy ) sin 2ϕ

(0) + 4λanisu
(0)
xy cos 2ϕ(0) = 0. (7)

Вважатимемо, що при вiдхиленнi вектора змiщення вiд рiвноважного значення, u =
= u(0) + ũ вiдбувається малий поворот АФМ вектора: L = L(0) + l, |l| � |L(0)|. Параме-
тризуємо вектор L таким чином:

Lx =

(
1− l2⊥

2
−
l2‖

2

)
cosϕ(0) − l⊥ sinϕ(0);

Ly =

(
1− l2⊥

2
−
l2‖

2

)
sinϕ(0) + l⊥ cosϕ(0); Lz = l‖.

(8)

Тут l⊥ i l‖ — компоненти вектора l у площинi та вздовж Oz вiдповiдно (рис. 2).
Динамiчнi рiвняння. Рiвняння коливань АФМ вектора отримаємо, записуючи функ-

цiю Лагранжа (1) в параметризацiї (8), тобто перейдемо до малих вiдхилень l⊥, l‖ i ũ
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вiд рiвноважних значень. Враховуючи вираз для рiвноважних станiв АФМ вектора (7),
знаходимо рiвняння Лагранжа:

l̈⊥ − αg2

4χ
Δl⊥ + 2γAFM l̇⊥ +Ω2

⊥l⊥ − g2λanis
χ

[(ũxx − ũyy) cos 2ϕ
(0) −

− 2ũxy sin 2ϕ
(0)]l⊥ − g2λanis

2χ
[(ũxx − ũyy) sin 2ϕ

(0) + 2ũxy cos 2ϕ
(0)] = 0; (9)

l̈‖ + 2γAFM l̇‖ +Ω2
‖l‖ −

g2λanis
2χ

[(ũxx − ũyy) cos 2ϕ
(0) − 2ũxy sin 2ϕ

(0)]l‖ = 0; (10)

üx −
μ

ρ
Δux −

μνef
ρ

∇x(∇u) +
2λanis
ρ

(
sin 2ϕ(0) ∂l⊥

∂x
− cos 2ϕ(0) ∂l⊥

∂y

)
= 0; (11)

üy −
μ

ρ
Δuy −

μνef
ρ

∇y(∇u)− 2λanis
ρ

(
sin 2ϕ(0) ∂l⊥

∂y
− cos 2ϕ(0) ∂l⊥

∂x

)
= 0. (12)

Тут νef = (1+ν)/(1−ν) — ефективний двомiрний коефiцiєнт Пуассона; γAFM —ширина АФМ
резонанса — моделює згасання коливань АФМ вектора. В (9), (10) введено позначення для
частот власних коливань вiдхилень l⊥,‖:

Ω2
⊥ =

g2

χ
{K⊥ cos 4ϕ(0) − λanis[(u

(0)
xx − u(0)yy ) cos 2ϕ

(0) − 2u(0)xy sin 2ϕ(0)]}; Ω2
‖ ≈

g2K‖

2χ
.

Зауважимо, що Ω‖ � Ω⊥ внаслiдок спiввiдношення для констант анiзотропiї K‖ � K⊥.
Енергiя роздеформування. Для знаходження впливу пружних деформацiй на рiв-

новажну орiєнтацiю АФМ вектора розв’язуємо рiвняння (11), (12), вважаючи розподiл ве-
ктора L в об’ємi наночастинки однорiдним. Неоднорiднiсть на поверхнi та в переходному
шарi врахуємо за допомогою граничних умов [9]. В результатi для рiвноважних кутiв (7)
отримаємо

(K⊥ + 2Ksh
⊥ ) sin 4ϕ(0) +Ksh

‖ sin 2ϕ(0) = 0; (13)

Магнiтопружнi константи Ksh
⊥ , K

sh
‖ залежать вiд форми зразка; в явному виглядi ця

залежнiсть, параметризована вiдношенням a/b, наведена у роботi [9] (для прямокутної ча-
стинки) та [12] (для елiптичної). Зауважимо, що для круглого зразка (a = b) ефект форми
вiдсутнiй, Ksh

⊥ = Ksh
‖ = 0. Для квадрата Ksh

‖ = 0, а константа Ksh
⊥ > 0 практично не впли-

ває на рiвноважну орiєнтацiю АФМ вектора. Для сильно витягнутих в одному напрямку
зразкiв (a � b) ефект форми максимальний, Ksh

⊥,‖ ∼ λ2anis/μ.

Доданки з Ksh
⊥ , K

sh
‖ в рiвняннi (13) можна розглядати як умову мiнiмуму потенцiальної

енергiї, яка ефективно враховує форму зразка. Ця енергiя має назву енергiї роздеформу-
вання [13], а її густину можна навести у виглядi

wdestr =
1

2
{Ksh

‖ (L2
y − L2

x)−Ksh
⊥ [〈L2

x − L2
y〉2 − 4〈LxLy〉2]} =

=
1

2
[Ksh

‖ (2l⊥ sin 2ϕ(0) − cos 2ϕ(0)) +Ksh
⊥ (4l⊥ sin 4ϕ(0) − cos 4ϕ(0))], (14)

〈. . .〉 позначає усереднення за об’ємом зразка.
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Область стiйкостi та характернi частоти. Нехай до АФМ частинки прикладена
вздовж осi Ox змiнна зовнiшня сила з частотою ωext, яка створює в зразку змiнну механiч-
ну напругу σ(t) = σ0 cosωextt з малою амплiтудою σ0. Ця напруга призведе до додаткової
деформацiї зразка з амплiтудою u0 = σ0/(2μ), де σ0 — компонента тензора напруг у на-
прямку дiї зовнiшньої сили. Деформацiя спричинить змiну форми частинки i виникнення
внеску в енергiю роздеформування (14): wdestr → wdestr + w̃destr(σ), де

w̃destr(σ) =
σ0
4μ

[(Ksh
‖ + K̃sh

‖ )(L2
y − L2

x)− (Ksh
⊥ + K̃sh

⊥ )(〈L2
x − L2

y〉2 − 4〈LxLy〉2)]. (15)

Поправки K̃sh
‖,⊥ залежать вiд геометричних параметрiв зразка (див. [14]). Вiдзначимо, що

при прикладеннi змiнної напруги вздовж Ox до квадратного або круглого зразка (a = b)
додаткова деформацiя враховується внеском K̃sh

‖ , а K̃
sh
⊥ → 0. Для витягнутого вздовж

одного напрямку зразка (a � b) змiна форми при деформацiї незначна, K̃sh
‖,⊥ → 0. Внесок

доданку з K̃sh
⊥ вiдiграє помiтну роль при прикладеннi зовнiшньої напруги пiд кутом до осей

зразка або кристалографiчних осей матерiалу.
У присутностi перiодичної механiчної напруги σ(t) рiвняння (9), (10) мають вигляд

l̈⊥,‖ + 2γAFM l̇⊥,‖ +Ω2
⊥,‖

(
1 +

σ0Φ⊥,‖

Ω2
⊥,‖

cosωextt

)
l⊥,‖ = 0, (16)

де Φ⊥, Φ‖ — функцiї магнiтопружних коефiцiєнтiв Ksh
⊥,‖, поправок K̃

sh
‖,⊥ i рiвноважної орi-

єнтацiї АФМ вектора ϕ(0), в околi якої вiдбуваються коливання (розв’язки (13)).
Кожне з рiвнянь в (16) має стандартний вигляд рiвняння Матьє [15]. Параметричний

резонанс для вiдхилень l⊥ i l‖ з найбiльшою шириною смуги виникає на частотах

ω = 2Ω⊥ ± Δω⊥

2
; ω = 2Ω‖ ±

Δω‖

2
(17)

з шириною першої смуги, вiдповiдно:

Δω⊥ = 2

√(
σ0Φ⊥

2Ω⊥

)2

− 4γ2AFM, Δω‖ = 2

√(
σ0Φ‖

2Ω‖

)2

− 4γ2AFM. (18)

Параметричний резонанс також виникає в околi частот ω = 2Ω⊥/n i ω = 2Ω‖/n, де n =

= 1, 2, 3, . . . . Ширина смуг при цьому зменшується як (Δω⊥)
2
n ∼ (σ0/Ω

2
⊥)

2n, (Δω‖)
2
n ∼

∼ (σ0/Ω
2
‖)

2n. Для коливань вздовж Oz ширина резонансних смуг Δω‖ є меншою порiвняно
з коливаннями у площинi в смугах частот Δω⊥ внаслiдок того, що дослiджуваний АФМ
типу “легка площина” i мода коливань вздовж Oz є бiльш жорсткою.

Вплив зовнiшнього магнiтного поля. Керування станом АФМ прошарку можна
здiйснювати за допомогою не тiльки механiчних напруг, але й магнiтного поля. У присут-
ностi магнiтного поля з’являється внесок до потенцiальної енергiї (2):

wmag−field = −χ
2
[L×H]2. (19)

Це призводить до переплутування мод коливань вектора L в площинi зразка та перпенди-
кулярно до неї (з’являються двi елiптично-поляризованi моди замiсть двох взаємно перпен-
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дикулярних). Якщо зовнiшнє постiйне магнiтне поле лежить в площинi xOy пiд кутом ψH

до осi Ox: H = H(cosψH, sinψH, 0), то рiвняння (16) набувають вигляду:

l̈⊥,‖ + 2γAFM l̇⊥,‖ ∓ ΩH l̇‖,⊥ +Ω2
⊥,‖

(
1 +

σ0Φ⊥,‖

Ω2
⊥,‖

cosωextt

)
l⊥,‖ = 0. (20)

Тут враховано змiну частоти власних коливань компоненти l⊥ у присутностi магнiтного
поля

Ω2
⊥ =

g2

4χ
[2(2K⊥ + 4Ksh

⊥ ) cos 4ϕ(0) + 2Ksh
‖ cos 2ϕ(0) − χH2 cos 2(ϕ(0) − ψH)]

та введено позначення для величини ΩH, що характеризує степiнь елiптичностi мод коли-
вань: ΩH = gHcos(ϕ(0) − ψH).

Для аналiзу системи (20) перейдемо до нормальних мод коливань Q1,2; власнi частоти
нормальних коливань дорiвнюють:

ω2
1,2 =

1

2

(
Ω2
⊥ +Ω2

‖ +Ω2
H ±

√
(Ω2

⊥ +Ω2
‖ +Ω2

H)
2 − 4Ω2

⊥Ω
2
‖

)
. (21)

Застосуємо теорему Флоке i шукаємо розв’язок у виглядi

Q1 ∼ exp(iβt)
∑
n

an exp(iωextnt); Q2 ∼ exp(iβt)
∑
n

bn exp(iωextnt). (22)

Одержуємо систему рiвнянь для коефiцiєнтiв an, bn:

an[(β + nωext)
2 − ω2

1 − 2iγAFM(β + nωext)] =

=
σ0Φ⊥

2

[
an−1 + an+1 + i

Ω2
‖ − ω2

2

ω2ΩH
(bn−1 + bn+1)

]
;

bn[(β + nωext)
2 − ω2

2 − 2iγAFM(β + nωext)] =

=
σ0Φ‖

2

[
bn−1 + bn+1 + i

ω2
1 −Ω2

⊥

ω1ΩH
(an−1 + an+1)

]
.

Дослiджуючи за допомогою цiєї системи параметричний резонанс в околi, наприклад, ω ≈
≈ 2ω1 i ω ≈ ω1, маємо для ширини резонансних смуг вiдповiдно:

Δω(n=1) ≈ 2

√(
σ0Φ⊥

2ω1

)2

− 4γ2AFM, Δω(n=2) ≈ 2

√(
σ20Φ

2
⊥

8ω3
1

)2

− 4γ2AFM. (23)

Аналогiчно можна отримати вирази для смуг параметричного резонансу поблизу частот
ω = 2ω1/n i ω = 2ω2/n, для n = 1, 2, 3, . . . , де ω1,2 даються виразом (21).

Функцiї Φ⊥,‖ залежать вiд форми i розмiрiв зразка; отже, пiдбираючи геометричнi па-
раметри наночастинки при її виготовленнi, можна регулювати ширину резонансної смуги
для коливань АФМ вектора. Наприклад, оцiнка в рамках запропонованої моделi дозволяє
припустити збiльшення першої резонансної смуги частот Δω(n=1) (23) майже в 1,5 раза для
елiптичного зразка з a/b = 4 порiвняно зi зразком, для якого a/b = 2.
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Таким чином, в роботi теоретично дослiджено вплив форми i розмiрiв АФМ наночасти-
нок на їхнi динамiчнi властивостi. Для моделювання динамiки АФМ вектора застосовано
формалiзм функцiй Лагранжа. Особливiсть пiдходу полягає у врахуваннi взаємодiї магнiт-
ної та пружної пiдсистем АФМ наночастинки. Рiвноважний розподiл АФМ вектора в об’ємi
зразка отримано у припущеннi вiдмiнностi магнiтних властивостей поверхнi частинки та
її об’єму; зокрема, для розглянутої системи АФМ вектор на поверхнi зразка закрiплений
вздовж краю (див. рис. 1).

Продемонстровано можливiсть збудження коливань АФМ вектора пiд дiєю перiодичної
механiчної напруги i виникнення параметричного резонансу. Для АФМ типу “легка площи-
на” за вiдсутностi зовнiшнiх полiв параметричне пiдсилення коливань в площинi зразка та
перпендикулярно до неї вiдбувається в рiзних смугах частот (18). Постiйне магнiтне поле
“переплутує” моди взаємно перпендикулярних коливань; параметричний резонанс можли-
вий i для отриманих елiптично-поляризованих мод. Ширина частотних смуг параметрично-
го резонансу залежить вiд амплiтуди створеної в зразку механiчної напруги, а також фор-
ми i розмiрiв зразка (23). Отже, пiдбираючи геометричнi параметри наночастинки, можна
контролювати частоти виникнення параметричного резонансу коливань АФМ вектора при
змiнних деформацiях зразка. Результати можуть бути застосованi для експериментальної
перевiрки ефекту форми в АФМ нанорозмiрних частинках.
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С.В. Кондович

Параметрический резонанс в антиферромагнитной наночастице

Экспериментальные данные позволяют предположить наличие влияния формы и размеров
образца на свойства антиферромагнитного материала. В работе теоретически рассмотре-
но влияние эффектов формы на резонансные свойства антиферромагнитной наночастицы.
Предложен подход для моделирования параметрического усиления колебаний вектора ан-
тиферромагнетизма под действием периодического во времени механического напряжения.
Продемонстрирована возможность управления величинами частотных полос параметри-
ческого резонанса подбором геометрических параметров образца; проанализировано влияние
внешнего постоянного магнитного поля.

S.V. Kondovych

Parametric resonance in an antiferromagnetic nanoparticle

Experimental data show that the shape and size of a sample can affect the properties of anti-
ferromagnetic materials. We give the theoretical description of the shape effects on resonant proper-
ties of an antiferromagnetic nanoparticle. We model the parametric amplification of magnetic osci-
llations in the presence of a periodic mechanical stress. The dependence of the resonance band width
on the shape constants allows us to control it by choosing a proper sample size and a geometry. The
external magnetic field effect on the frequency bands of a parametric resonance is also discussed.
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Термодинамiка формування та теплофiзичнi

властивостi нанокомпозитiв на основi епоксидного
полiмеру та карбонанотрубок

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Ю.Ю. Керчею)

Дослiджено теплофiзичнi властивостi нанокомпозитiв (НК) на основi епоксидного по-
лiмеру (ЕП) та багатошарових карбонанотрубок (БКНТ). Виявлено зменшення темпе-
ратури склування, розширення температурного iнтервалу склування у НК вiдносно ЕП,
пiдвищення вiльної енергiї Гiббса та зменшення ступеня завершеностi реакцiї зшиван-
ня ЕП з ростом вмiсту БКНТ. Встановлено, що максимальна питома енергiя взаємодiї
ЕП-БКНТ досягається при масовому вмiстi нанонаповнювача w = 0,1 ÷ 0,4%.

Для надання ряду нових специфiчних властивостей традицiйним полiмерним матерiалам
(високої мiцностi, електропровiдностi, теплопровiдностi тощо) використовують їх модифiка-
цiю нанонаповнювачами, зокрема, багатошаровими карбонанотрубками (БКНТ) [1]. У по-
переднiй нашiй роботi [2] було виявлено низький порiг перколяцiїї електричної провiдностi
у нанокомпозитах на основi ЕП та БКНТ та стрибкоподiбне пiдвищення теплопровiдностi
при масовому вмiстi БКНТ 0,1–0,5%. За результатами математичного моделювання в рам-
ках перколяцїйної моделi на основi тривимiрної прямокутної кубiчної гратки було показано,
що саме цi концентрацiї вiдповiдають появi у цих НК неперервного кластера iз частинок
БКНТ [3]. Метою даної роботи було вивчення енергетики взаємодiї ЕП та БКНТ для вияв-
лення термодинамiчно вигiдних умов формування НК на їх основi.

Об’єкти та методи дослiдження. Основою для формування НК слугував епоксидiа-
новий олiгомер (ЕДО) на основi бiсфенолу А з густиною ρ = 1150 кг/м3 при 293 К (торгова
марка DER 321 вiд DOW Chemical). Як отверджувач для ЕДО використовувався Polypox
H354 (виробник UPPC (ФРН)).

Як нанонаповнювач для приготування НК брали БКНТ з густиною 2100 кг/м3, зовнiш-
нiм дiаметром 20 нм та питомою поверхнею 196 000 м2/кг [4].

Вихiдний епоксидний полiмер отримували змiшуванням ЕДО з Polypox H354 у спiввiд-
ношеннi 100 : 52 вагових частин вiдповiдно. Сумiш витримували 24 год при кiмнатнiй тем-
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Рис. 1. Термограми ДСК дослiджених зразкiв. Свiтлi позначення — зразки серiї ЕП-I, темнi — зразки серiї
ЕП-II. Масовий вмiст БКНТ: 1 — 0%; 2 — 0,05% (термограми зсунутi по осi ординат на −0,4 кДж/(кг ·К));
3 — 0,1% (термограми зсунутi по осi ординат на −0,6 кДж/(кг ·К)); 4 — 0,5% (термограми зсунутi по осi
ординат на −0,9 кДж/(кг ·К)); 5 — 1,0% (термограми зсунутi по осi ординат на −1,2 кДж/(кг ·К))

пературi протягом часу, що вiдповiдав технологiчним вимогам виробника (ЕП-I). Подальше
термiчне зшивання проводили впродовж чотирьох годин при температурi 473 К (ЕП-II).

Формування НК здiйснювали сумiщенням розрахованої кiлькостi БКНТ з ЕДО, актив-
ного перемiшування та наступною обробкою ультразвуком при частотi 44 МГц протягом
однiєї години. Пiсля додавання Polypox H354 та перемiшування зразки ЕП-I+БКНТ форму-
вали на тефлоновiй пiдложцi при температурi 293 К протягом 24 год. Зразки ЕП-II+БКНТ
були отриманi високотемпературним доотвердженням зразкiв серiї ЕП-I+ БКНТ при тем-
пературi 473 К протягом 4 год.

Таким чином були отриманi зразки ЕП та серiї НК з масовим вмiстом БКНТ вiд 0,05
до 1,0% та дослiдженi їх властивостi.

Густина ρ зразкiв визначалася методом гiдростатичного зважування в еталонному iзо-
октанi. Термограми ДСК одержанi в температурному iнтервалi 253–443 К при швидкостi
нагрiвання 5 К/хв за допомогою калориметра Q2000. Термодинамiчнi функцiї розрахову-
валися з термограм ДСК у температурному iнтервалi 253–373 К. Змiна ентальпiї зразкiв
ΔH у процесi iзобаричного нагрiвання вiд температури T1 до T2 визначалася зi значень
теплоємностi при постiйному тиску Cp:

ΔH(T1 → T2)(P = const) =

T2∫
T1

Cp(T ) dT. (1)

Ентропiю при кожнiй температурi Ti (T1 � Ti � T2) знаходили як

ΔSTi
=

ΔHTi

ΔTi
. (2)

Змiна вiльної енергiї або енергiї Гiббса (ΔG) визначалася таким чином [5]:

ΔGTi
= ΔHTi

− TiΔSTi
. (3)

Результати та обговорення. Отриманi температурнi залежностi теплоємностi зразкiв
(рис. 1) є типовими для НК на основi ЕП [6].
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Ступiнь завершеностi реакцiї зшивання α епоксидного полiмера оцiнювали за рiвнянням
ДiБенедетто, яке ранiше пiдтвердило свою придатнiсть для багатьох сiтчастих полiмерних
систем, в тому числi i полiмерних сiток на епоксиднiй основi [7]:

α =

[
ΔCp

ΔCp0

Tg∞ − Tg
Tg − Tg0

+ 1

]−1

, (4)

де Tg0, ΔCp0 — температура склування та стрибок теплоємностi при склуваннi неотвер-
дженого ЕП; Tg, ΔCp — вiдповiднi значення для дослiджуваного зразка; Tg∞ — температу-
ра склування ЕП пiсля термiчного доотвердження (рис. 2, а). Слiд зазначити, що процес
формування ЕП цiлком вiдповiдає всiм критерiям сумiсностi компонентiв, тобто супровод-
жується зменшенням ентропiї (рис. 2, б ) та вiльної енергiї (рис. 2, в).

Отримане значення Tg = 305,7 К для ЕП-I значно перевищує вiдповiдну величину для
вихiдного незшитого ЕП (Tg0 = 242,0К), а стрибок теплоємностi ΔCp = 0,547 кДж/(кг·К) —
значно менший ΔCp0 = 0,951 кДж/(кг · К) — для ЕП (рис. 2, а). Для зразка, що зазнав
термообробки (ЕП-II), цi величини становлять Tg = 348,0 та ΔCp = 0,382 кДж/(кг · К)
вiдповiдно.

В табл. 1 наведенi теплофiзичнi властивостi дослiджених зразкiв.
На термограмi ДСК для ЕП-I чiтко вирiзняється стрибок теплоємностi при темпера-

турi склування Tg, на який накладається ендотермiчний релаксацiйний ефект в областi
температур 317–334 К (рис. 1). У термообробленому зразку (ЕП-II) ендотермiчний ефект
зникає, а Tg значно пiдвищується. На термограмах НК зразкiв серiї ЕП-I з ростом вмiсту
БКНТ ендотермiчний ефект стає значно меншим, а стрибок теплоємностi при склуваннi
ΔCp зменшується. У зразках серiї ЕП-II як Tg, так i ΔCp з ростом wн проявляють тенден-
цiю до зниження (рис. 1).

Подальше обговорення отриманих результатiв будемо проводити шляхом аналiзу кон-
центрацiйних залежностей теплофiзичних властивостей за результатами табл. 1.

Таблиця 1. Теплофiзичнi характеристики дослiджених зразкiв

Зразок Tg, К ΔTg, К ΔCp, Дж/(кг ·К) ρ, кг/м3 α

EП-I 305,7 39,4 0,547 1166,0 0,724
EП-I+ 0,05%БКНТ 306,6 45,2 0,530 1166,5 0,737
EП-I+ 0,08%БКНТ 307,5 47,0 0,445 1167,0 0,776
ЕП-I+ 0,1%БКНТ 309,3 48,6 0,408 1167,2 0,802
ЕП-I+ 0,2%БКНТ 308,5 39,0 0,371 1168,0 0,812
ЕП-I+ 0,3%БКНТ 308,8 39,6 0,358 1169,5 0,819
ЕП-I+ 0,4%БКНТ 308,6 39,2 0,305 1170,5 0,840
EП-I+ 0,5%БКНТ 308,7 39,4 0,291 1170,0 0,847
ЕП-I+ 1,0%БКНТ 308,7 39,4 0,263 1168,0 0,912
EП-II 348,0 26,2 0,382 1167,0 1,000
EП-II+ 0,05%БКНТ 346,5 25,3 0,454 1167,5 0,993
EП-II+ 0,08%БКНТ 346,2 25,4 0,510 1168,0 0,991
EП-II+ 0,1%БКНТ 345,5 25,3 0,530 1168,0 0,987
EП-II+ 0,2%БКНТ 344,5 27,5 0,424 1169,0 0,985
EП-II+ 0,3%БКНТ 342,0 30,2 0,420 1170,0 0,974
EП-II+ 0,4%БКНТ 338,1 36,4 0,414 1171,0 0,957
EП-II+ 0,5%БКНТ 336,0 40,4 0,410 1172,0 0,948
EП-II+ 1,0%БКНТ 333,2 48,3 0,339 1168,2 0,945
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Рис. 2. Еволюцiя термограм ДСК при формуваннi епоксидного полiмеру (а), змiна ентропiї в процесi фор-
мування ЕП (б ), змiна вiльної енергii Гiббса в процесi формування ЕП (в)

Пiдвищення температури склування зразкiв Tg серiї ЕП-I разом з вiдповiдним розширен-
ням температурного iнтервалу склування ΔTg i значним зменшенням ΔCp при збiльшеннi
вмiсту БКНТ до wн = 0,1% свiдчать про те, що в данiй областi складiв БКНТ виступає
як армуючий наповнювач щодо ЕП i приводить до збiльшення гетерогенностi НК. При
подальшому пiдвищеннi w значення Tg i ΔTg проходять через максимум при wн = 0,1%
i залишаються приблизно однаковими при вищих wн. На нашу думку, при wн > 0,1% тер-
модинамiчний стан ЕП-I залишається сталим, а зменшення ΔCp вiдбувається за рахунок
зростання кiлькостi контактiв полiмер–НН внаслiдок пiдвищення валової питомої поверхнi
БКНТ.
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Для зразкiв серiї ЕП-II температура склування у всьому iнтервалi складiв знижується
з ростом wн. Це свiдчить про те, що у нанокомпозитах БКНТ утворюють стеричнi пере-
шкоди для формування полiмерної сiтки, якi дiють на структуру НК подiбно до пласти-
фiкатора. Iнтервал склування ΔTg, проходячи через мiнiмум при wн = 0,1%, залишаєть-
ся приблизно сталим. Значення стрибка теплоємностi ΔCp зростають при вмiстi БКНТ
wн < 0,1%, проходять через свiй максимум при wн = 0,1% i тяжiють до зменшення при
wн > 0,1%.

Обговорення результатiв впливу термiчного доотведнення на теплофiзичнi властивостi
НК проведемо з аналiзу складових рiвняння (4). Рiзниця температур (Tg −Tg0) формально
вiдображає загальний ефект зшивання НК. Нижчi значення цiєї рiзницi у ЕП-I вiдносно
до ЕП-II свiдчать про неповне зшивання компонентiв у них. Зменшення значень (Tg − Tg0)
у ЕП-II зi збiльшенням wн свiдчить про вплив БКНТ як стеричних перешкод для утворення
сiтки зв’язкiв навiть у цiлком сформованому НК.

Значення δTg = Tg∞ − Tg у рiвняннi (4) може бути мiрою завершеностi процесу зши-
вання (табл. 1). При w � 0,1 у ЕП-I δTg зменшується i залишається приблизно сталим
при подальшому збiльшеннi w. Для зразкiв серiї ЕП-II величину δTg приймали як сталу.
Оскiльки пiсля термообробки НК залишаються дещо недошитими вiдносно ЕП-II, то змен-
шення рiзницi TgЕП∞−TgНК∞ (де TgЕП∞ — температура склування повнiстю сформованого
ЕП, TgНК∞ − НК) слiд сприймати як зменшення щiльностi зшивки внаслiдок виникнення
стеричних обмежень при збiльшеннi вмiсту БКНТ. Комбiнацiя цих складових формули (4)
цiлком вiдзеркалює характер залежностi ступеня завершеностi реакцiї зшивання у ЕП зi
змiною складу НК (табл. 1).

Аналiз процесу термiчного зшивання ЕП та НК будемо проводити в рамках класичної
термодинамiки [5].

Оскiльки функцiєю стану термодинамiчної системи є внутрiшня енергiя U , то перехiд
iз стану I у стан II супроводжується змiною δUI,II = UII − UI = δQI,II − δAI,II(δQI,II —
кiлькiсть теплоти, що надана системi, δAI,II — робота, зроблена проти дiї зовнiшнiх сил).
У нашому випадку δAI,II ≈ 0. Звiдси δUI,II = UII − UI = δQI,II = δHI,II = (HII − HI).
У НК зi змiною спiввiдношення компонентiв енергiя взаємодiї полiмер–наповнювач може
бути розрахована як (δHI,II)ЕП−БКНТ = (δHI,II)НК−(δHI,II)ЕП (рис. 3, а). Тодi змiна ентропiї
δSЕП−БКНТ та вiльної енергiї Гiббса δGЕП−БКНТ (рис. 3, б ) обчислюється за формулами (2)
та (3). Згiдно з термодинамiкою [8], зростання δHЕП−БКНТ слiд сприймати як збiльшення
енергiї, необхiдної для формування НК при пiдвищеннi wн, збiльшення δSЕП−БКНТ — як
супутнє зростання гетерогенностi. Зростання δGЕП−БКНТ добре корелює зi зниженням Tg∞
при пiдвищеннi вмiсту БКНТ (табл. 1).

Якщо при термодозшиваннi ЕП ступiнь завершеностi реакцiї змiнюється на δαЕП = αII−
−αI i сумарна витрата енергiї при цьому становила δHI,II, то загальна енергiя формування
термодинамiчної системи дорiвнюватиме δH∞ = δHI,II/(αII − αI). Енергiя, що має бути
втрачена на термiчне дозшивання НК, дорiвнює δHНКзш = δHЕПзш(δαНК/δαЕП). Внесок
вiд взаємодiї ЕП i БКНТ розраховується як рiзниця мiж енергiями, якi затраченi на фор-
мування ЕП та НК, тобто δHЕП−БКНТ = δHНК− δHЕП. Рис. 3, в свiдчить, що максимальна
енергiя взаємодiї полiмер–нанонаповнювач досягається при wн = 0,1 ÷ 0,4. Очевидно це i
є одним iз факторiв, що забезпечують досягнення оптимальних електро- та теплопровiдних
властивостей дослiджених НК [2].

Таким чином, в результатi проведених дослiджень при збiльшеннi вмiсту БКНТ вияв-
лено зменшення температури склування, розширення температурного iнтервалу склування
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Рис. 3. Температурна залежнiсть ентальпiї взаємодiї полiмер БКНТ (а) та змiни вiльної енергiї Гiббса
δGЕП−БКНТ (б ). Масовий вмiст БКНТ: 1 — 0,05%; 2 — 0,08%; 3 — 0,1%; 4 — 0,2%; 5 — 0,3%; 6 — 0,4%;
7 — 0,5%; 8 — 1,0%. Концентрацiйна залежнiсть внеску енергiї взаємодiї полiмер–наповнювач у загальну
енергетику формування НК (в)

у НК вiдносно ЕП-II, пiдвищення вiльної енергiї Гiббса та зменшеня ступеня завершеностi
реакцiї зшивання ЕП. Встановлено, що максимальна питома енергiя взаємодiї ЕП-БКНТ
досягається при масовому вмiстi нанонаповнювача вiд 0,1 до 0,4%.
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В.В. Корсканов

Термодинамика формирования и теплофизические свойства
нанокомпозитов на основе эпоксидного полимера и карбонанотрубок

Исследованы теплофизические свойства нанокомпозитов (НК) на основе эпоксидного по-
лимера (ЭП) и многослойных карбонанотрубок (МКНТ). Обнаружено снижение темпера-
туры стеклования, расширение температурного интервала стеклования в НК по отно-
шению к ЭП, повышение свободной энергии Гиббса и уменьшение степени завершенности
реакции сшивания с ростом содержания МКНТ. Установлено, что максимальная удельная
энергия взаимодействия ЭП-МКНТ достигается при массовом содержании нанонаполни-
теля w = 0,1 ÷ 0,4%.

V.V. Korskanov

Thermodynamics of formation and thermophysical properties of the
nanocomposites based on epoxy polymer and carbon nanotubes

The thermophysical properties of the nanocomposites (NC) based on epoxy polymer (EP) and multi-
walled carbon nanotubes (MWCNTs) have been investigated. Reduction of the glass temperature,
expansion of the glass transition interval, increase of the Gibbs free energy, and reduction of the
degree of crosslinking, as MWCNTs content increases, are found. It is established that the maxi-
mum specific energy of interaction of EP-MWCNTs has been reached at the mass content of a
nanofiller w = 0.1 ÷ 0.4%.
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Електронний стан атомiв кисню в ядрi дислокацiї
в кремнiї

Електронний спектр надкомiрки з 64 атомiв Si, що мiстить домiшковий атом O в мiж-
вузловому положеннi, розрахований методом функцiоналу густини в узагальненому гра-
дiєнтному наближеннi. Атомнi позицiї в надкомiрцi моделюються шляхом числового
вiдпалу. Розраховано атомну структуру та електроннi спектри ядра крайової дислока-
цiї, що мiстить домiшковий кисень. Обговорюються змiни густини електронних ста-
нiв, а також можливiсть формування магнiтних моментiв на дислокацiйних обiрваних
зв’язках. Розглядається можливiсть виникнення магнiтної взаємодiї мiж диcлокацiєю
та домiшкою кисню в кремнiї. Аналiзуються парцiальнi електроннi спектри домiшки
кисню в мiжвузловому положеннi та в ядрi дислокацiї.

Електроннi процеси в напiвпровiдникових структурах значною мiрою визначаються дефек-
тами та їх взаємодiєю мiж собою. Кисень — домiнуюча домiшка в монокристалах крем-
нiю, вирощених методом Чохральського, яка в основному обумовлює їх електрофiзичнi та
механiчнi властивостi. Домiшковi атоми О визначають поведiнку термодонорiв, термоста-
бiльнiсть часу життя носiїв струму, утворення мiкродефектiв [1]. За певних умов кисень
може бути джерелом зародження дислокацiйних колон, якi слугують центрами захоплен-
ня для атомiв важких металiв. Таке явище, що отримало назву внутрiшнього гетерування,
є прикладом позитивного впливу домiшок на якiсть кремнiєвих пластин [1]. Вiдомо, що
взаємодiя дислокацiй з точковими домiшками, зокрема киснем, визначає швидкiсть руху
дислокацiй, а отже, i механiчнi властивостi вказаних пластин. Останнiм часом з’явилися но-
вi експериментальнi данi про вплив магнiтного поля на взаємодiю мiж домiшковим киснем
та дислокацiєю в кремнiї [2].

Зважаючи на вищесказане, мета даної роботи полягала в установленнi особливостей
електронних станiв домiшок кисню в монокристалах кремнiю в мiжвузловому положеннi
та в околi ядра дислокацiї, а також в аналiзi можливостi виникнення магнiтної взаємодiї
мiж диcлокацiєю та домiшкою атома О в кристалi кремнiю.

Для з’ясування електронного стану домiшок кисню в кремнiї нами було розраховано
кривi густини електронних станiв надкомiрки з 64 атомiв Si, яка мiстила домiшковий атом
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Рис. 1. Енергетична залежнiсть густини електронних станiв: а — кристалiчного кремнiю, б — надкомiрки
з 64 атомiв Si та атома О в мiжвузловому положеннi; в — атома О в мiжвузловому положеннi. Рiвень Фермi
позначений стрiлкою

О в мiжвузловому положеннi. Вiдповiдна концентрацiя домiшки ∼1,5% (1020 см−3). Розра-
хунок проводили методом функцiоналу густини [3] в узагальненому градiєнтному набли-
женнi [4] за допомогою пакета програм ABINIT [5].

Попереднiми дослiдженнями [6, 7] особливостей електронного стану домiшок кисню
в кремнiї доведено, що домiнуючим станом кисню в кремнiї є мiжвузлове положення; спо-
стерiгається перерозподiл електронної густини вiд атома О до оточуючих атомiв Si (до-
мiшковий атом набуває локального позитивного заряду); згiдно з критерiєм Стонера, на
домiшковому атомi О в мiжвузловому положеннi може формуватися магнiтний момент.
Однак слiд вiдзначити, що попереднi дослiдження були проведенi без врахування можли-
востi змiни положення атомiв Si навколо домiшки атома, тобто без розгляду деформацiї
гратки навколо домiшки. В представленому повiдомленнi проведено числовий вiдпал по-
ложень атомiв за алгоритмом, наведеним у статтi [8]. Положення атомiв Si навколо до-
мiшкового атома O змiнювались у вiдповiдностi з силами, розрахованими з перших прин-
ципiв. Вiдповiдно проведених розрахункiв, атоми першої координацiйної сфери навколо
кисню в мiжвузловому положеннi змiщуються до домiшкового атома на 6,9%, атоми ж
другої i третьої координацiйних сфер, навпаки, змiщуються вiд домiшкового атома на 3,1
i 0,9% вiдповiдно. Змiщення атомiв подальших координацiйних сфер (всього наша надко-
мiрка мiстить атоми до 9 координацiйної сфери включно) незначнi та затухають у мiру
вiддалення вiд домiшкового атома. Виграш енергiї електронної пiдсистеми надкомiрки за
рахунок релаксацiї атомних позицiй навколо зануреного кисню становить 0,2 eВ (7 · 10−3

Хартрi).
Енергетичну залежнiсть густини електронних станiв n(E) надкомiрки з 64 атомiв Si,

яка мiстить один мiжвузловий атом O, iлюструє рис. 1, б. Для порiвняння на рисунку а
наведений електронний спектр монокристала кремнiю без домiшок. У цiлому отриманi спе-
ктри пiдтверджують нашi попереднi результати, але без урахування релаксацiї гратки [6].
У спектрi спостерiгається формування вузького додаткового пiка в забороненiй зонi без-
посередньо над валентною зоною. Аналiз локального спектра атома О (див. в на рис. 1)

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №11 91



Рис. 2. Парцiальнi електроннi спектри атома О в мiжвузловому положеннi (а — s-, б — p- та в — d-електро-
ни).
Тут i на рис. 4 — масштаб на всiх графiках однаковий

дозволяє зв’язати пiк, що обговорюється, саме з електронними станами домiшкового ато-
ма О. Принциповим є те, що домiшкова пiдзона електронних станiв кисню в мiжвузловому
станi дуже вузька (плоска) i частково заповнена. Останнє, згiдно з критерiєм Стонера, може
привести до виникнення магнiтного моменту на домiшковому атомi.

Парцiальнi електроннi спектри атома О в мiжвузловому положеннi демонструє рис. 2.
Валентна орбiталь iзольованого атома О складається з 6 електронiв — 2s22p4. У випадку
атома О, помiщеного у мiжвузлове положення монокристала кремнiю, по-перше, майже
всi електрони перебувають в p-станi i, по-друге, їх загальна кiлькiсть становить приблиз-
но 5 (2p5). Останнє збiгається з нашими попереднiми результатами [7], згiдно яких атом
О в кристалi кремнiю набуває локального позитивного заряду, тобто електронна густина
змiщується до атомiв Si.

За попереднiми спiн-полярiзованими розрахунками [6], магнiтний момент розглянутої
системи становить 0,5 μБ на атом О, що добре узгоджується з даними результатами, оскiль-
ки валентний стан 2p5 передбачає один неспарений електрон.

Ранiше нами були розрахованi електроннi спектри та магнiтний момент крайової дисло-
кацiї в кристалiчному кремнiї [9, 10]. Особливостi розрахунку та вибору надкомiрки доклад-
но розглянуто в статтi [9]. На рис. 3, а представлено електронний спектр надкомiрки, що
мiстить дислокацiйний диполь. Основною вiдмiннiстю розрахованого електронного спектра
надкомiрки, що мiстить дислокацiйний диполь у порiвняннi зi спектром монокристалiчно-
го кремнiю (див. а на рис. 1), є наявнiсть гострого асиметричного пiка в забороненiй об-
ластi пiд зоною провiдностi. Рiвень Фермi, позначений на рисунках стрiлками, потрапляє
в область вказаного пiка. Аналiз локальних електронних спектрiв дозволяє зв’язати цей
субпiк з обiрваними ненасиченими зв’язками на атомах Si в ядрi дислокацiї.

Наявнiсть частково заповненого гострого пiка (дислокацiйної пiдзони) в електронному
спектрi надкомiрки, згiдно з критерiєм Стонера, може приводити до виникнення магнiтного
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Рис. 3. Енергетична залежнiсть густини електронних станiв: а — надкомiрки кремнiю, що мiстить дис-
локацiйний диполь; б — надкомiрки кремнiю, що мiстить дислокацiйний диполь та два атоми О в ядрi
дислокацiї

впорядкування за зонною схемою. Для перевiрки цього припущення нами був проведений
ab initio спiн-поляризований розрахунок дислокацiйної надкомiрки [10], яким пiдтвердже-
но, що основним буде дiйсно спiн-поляризований стан електронної пiдсистеми з виграшем
по енергiї 0,015 еВ (5 · 10−4 Хартрi) на надкомiрку та магнiтним моментом 1,25 μБ на над-
комiрку, що мiстить два вiдрiзки (диполь) крайової дислокацiї одиничної довжини.

Таким чином, нами теоретично показано можливiсть формування магнiтних моментiв
на обiрваних зв’язках крайової дислокацiї в кремнiї та на домiшковому атомi О в мiжвуз-
ловому положеннi, що може спричинити додатковi магнiтнi взаємодiї мiж дислокацiєю та
домiшковими атомами О. Останнє, як вже вiдзначалося, має експериментальне пiдтверд-
ження [2].

Для з’ясування особливостей електронного стану атомiв О в ядрi крайової дислокацiї
в кремнiї нами проведено моделювання надкомiрки з 180 атомiв Si, що мiстила диполь з двох
крайових дислокацiй та два атоми О, помiщених в область ядра дислокацiї. Попередньо був
проведений числовий вiдпал атомних положень за алгоритмом [8], що дозволило атомам О
зайняти стабiльне положення в ядрi дислокацiї.

Електронний спектр указаної надкомiрки представлений на рис. 3, б. Можна зазначи-
ти, що додавання атомiв О та релаксацiя структури спричинює часткове вiдокремлення
дислокацiйної пiдзони бiля дна зони провiдностi з потраплянням рiвня Фермi в утворену
локальну псевдощiлину. Останнє є досить характерною поведiнкою. Релаксацiя атомних по-
зицiй, як правило, призводить до формування локальної псевдощiлини в околi рiвня Фермi,
що вiдповiдає зменшенню енергiї електронної пiдсистеми.

Парцiальнi електроннi спектри атома О в ядрi крайової дислокацiї демонструє рис. 4.
Як i у випадку кисню у мiжвузловому положеннi, можна бачити, що майже всi електрони
перебувають в p-станi, кiлькiсть s- й d-електронiв незначна. Електронний спектр атома
кисню в цiлому якiсно збiгається з попереднiм випадком, але має iншу форму. Кiлькiсть
p-електронiв 4,4, що дещо менше, нiж у випадку мiжвузлового положення, але якiсно ми
все одно маємо локальний позитивний заряд на атомi О.
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Рис. 4. Парцiальнi електроннi спектри атома О в ядрi крайової дислокацiї (а — s-, б — p- та в — d-електрони)

Таким чином, проведенi нами першопринципнi розрахунки електронних спектрiв атомiв
О в мiжвузловому положеннi та в ядрi крайової дислокацiї в кремнiї виявили такi спiльнi
риси: в обох випадках домiшковий атом О набуває локального позитивного заряду та майже
всi електрони перебувають в p-станi. Електронний спектр атома О, помiщеного в ядро кра-
йової дислокацiї, вiдрiзняється по формi. Останнє, очевидно, пов’язане зi змiною симетрiї
локального оточення домiшкового атома О.

Магнiтнi моменти, що можуть формуватися як на мiжвузлових атомах О, так i на обiр-
ваних зв’язках в ядрi крайової дислокацiї в кремнiї, згiдно з критерiєм Стонера, повиннi
спричиняти додатковi магнiтнi взаємодiї мiж цими дефектами, тобто появу так званого
магнiтомеханiчного ефекту [11].
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Электронное состояние атомов кислорода в ядре дислокации
в кремнии

Электронный спектр суперячейки из 64 атомов Si содержащей примесный атом O в меж-
узловом положении рассчитан методом функционала плотности в обобщенном градиент-
ном приближении. Атомные позиции в суперячейке моделируются путем числового отжи-
га. Рассчитаны атомная структура и электронные спектры ядра краевой дислокации, содер-
жащего примеси кислорода. Обсуждаются изменения плотности электронных состояний,
а также возможность образования магнитного упорядочения на дислокационных оборван-
ных связях. Рассматривается возможность возникновения магнитного взаимодействия
между дислокацией и примесью кислорода в кремнии. Анализируются парциальные элект-
ронные спектры примеси кислорода в межузловом положении и в ядре дислокации.

I. V. Plyushchay, Corresponding Member of the NAS of Ukraine V.A. Makara,
A. I. Plyushchay, T.V. Volkova

Electronic state of oxygen atoms in a dislocation core in silicon

The electronic spectrum of a supercell with 64 Si atoms and the oxygen impurity in the interstitial
position is calculated by the density functional theory in the generalized gradient approximation.
The atomic positions of atoms in the supercell are modeled by simulating annealing. The atomic
structure and the electronic spectra of an edge dislocation core containing the oxygen impurity
are calculated. Changes in the density of electronic states, as well as the possible formation of
a magnetic ordering on the dislocation core dangling bonds, are discussed. The possibility of the
formation of a dislocation-oxygen impurity magnetic interaction in silicon is considered. The partial
electronic spectra of the oxygen impurity in the interstitial position and in the dislocation core are
analyzed.
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Исследование климатических тенденций Аравийского

моря

По данным ре-анализа, результатов многолетних стационарных измерений и палеоре-
конструкций исследовано пространственно-временное распределение ∼60-летнего коле-
бания гидрометеорологических, гидрофизических и гидробиологических параметров Ара-
вийского моря и Индийского океана. Выявлена его ведущая роль в изменчивости режи-
ма муссонной циркуляции Индийского океана на протяжении последних двух столетий.
Показаны особенности изменчивости указанных параметров и их спектральных струк-
тур для разных частей региона.

Недостаток данных контактных измерений по Аравийскому морю на масштабах десяти-
летий приводит к заметным различиям в оценках климатических тенденций межгодовых
колебаний его различных параметров [1, 2]. В публикации [3] было показано, что за исследо-
ванный в этой работе период 1985–2008 гг. величины межгодовых колебаний атмосферного
давления, температуры воды и концентрации хлорофилла “а” в поверхностном слое Ара-
вийского моря в основном не выходили за пределы их средних климатических вариаций
последних 30–40 лет. Там же был сделан предварительный вывод, что основные воздей-
ствия, существенно меняющие режим муссонной циркуляции Аравийского моря, связаны
не только с большими, чем размеры моря, масштабами по пространству (5000–8000 км),
но и с большими, чем исследованный период, масштабами по времени (40–60 и более
лет). Основную роль в такой изменчивости в пределах столетия играет ∼60-летнее ко-
лебание.

Цель настоящего сообщения — проверка этого предположения на наиболее протяженных
по времени рядах из массивов ре-анализа и стационарных измерений параметров атмосфе-
ры и гидросферы, а также отдельных палеореконструкциях Аравийского моря и Индий-
ского океана. Аналитическая основа работы — ритмодинамический (резонансно-волновой)
подход [4]. В нем для описания изменчивости природных процессов используется модель
полифонического, фрактально-волнового вибратора.
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Такую полифоническую систему колебаний с их фрактальными свойствами можно рас-
сматривать как средство передачи (трансформации) энергии и взаимодействий между раз-
ными масштабами изменчивости; ∼60-летнее колебание является существенной частью это-
го фрактально-волнового механизма в планетарных масштабах. Поиск колебаний осуществ-
лялся посредством преобразования Фурье, а их выделение — цифровыми низкочастотными
и полосовыми фильтрами скользящего среднего (ФСС и ПФСС соответственно).

Использованные в работе среднемесячные данные стационарных измерений атмосфер-
ного давления (Pатм, гПа), температуры атмосферы в приземном слое (taтм, ◦С) и осад-
ков (R, мм) были взяты из базы NCDC (http://dss.ucar.edu/datasets/-ds570.0). Источ-
ником аналогичных данных по уровню моря (SSH) (η, мм) была база данных PSMSL
(http://www.psmsl.org/). Также были использованы массивы ре-анализа среднемесячных
значений Pатм (http://index-of/pub/reanalysis-1/month/grb2d.lola/), taтм за 1948–2007 гг.,
tw,

◦С (воды), U , V , м/с (скорости ветра) из базы NCEP/NCAR (http://www.esrl.
noaa.gov/psd/data/reanalysis-/reanalysis.shtml), осадков GPCC (http://gpcc.dwd.de).

С учетом результатов [3], для анализа был выбран фрагмент поверхности в преде-
лах 40,0◦ с.ш. — 40,0◦ ю.ш., 20,0–90,0◦ в. д. Для осреднения временных рядов массивов
ре-анализа использовались четверти выбранного фрагмента — северо-запад (СЗ), севе-
ро-восток (СВ), юго-запад (ЮЗ) и юго-восток (ЮВ) с границами между севером и югом
по 0◦ с.ш., западом и востоком — по 59◦ в. д.

Для анализа были использованы ряды палеореконструкций по содержанию изотопа 18O
(δ 18O, %�) в коралловых рифах из баз данных World Data Center A — Paleoclimatology
(http://medias.obsmip.fr/paleo/datalist.html#coral) в Малинди (Кения) и на о. Маэ (Сей-
шельские острова), побережье западной Австралии — Нингалоо и скалы Хаутмен, в Акаба
(Иордания) и Рас-Умм-Сидд (Египет) — на северо-западе Красного моря.

Запад и северо-восток Аравийского моря представляют ряды донных отложений фора-
минифер Globigerina bulloides (Оман) в процентах относительно всех других видов фора-
минифер (ftp://ftp.ncdc.noaa.gov/pub/data/-paleo/contributions_by_author/anderson2002/
anderson2002.txt) и ряды логарифма толщины годовых слоев донных отложений на шель-
фе Пакистана.

Из базы данных World Data Center A были получены дендрохронологические данные
(http://medias.obs-mip.fr/paleo/ftp-treering.html) в виде толщины годовых колец деревьев
(мм) для района г. Симла (Индия) и городов Аквиран и Эфляни (Турция). Аналогичные
ряды по годовым кольцам деревьев в Австралии (о. Тасмания) и Индии (Кашмир, Гималаи)
были взяты из Time Series Data Library by R. Hyndman and M. Akram (http://robjhyndman.
com/TSDL/tree-rings/). В качестве наиболее длинной реконструкции использован ряд со-
держания 18O в кернах ледника горы Килиманджаро (Танзания) за 450–1950 гг. [5].

Ряды ре-анализа были обработаны ПФСС в диапазоне 20–30 лет и сглажены ФСС дли-
ной 10 лет. На рис. 1 показана часть кривых, осредненных для приведенных выше четвертей
исследуемого фрагмента. По полученным результатам видно, что основная роль в низкочас-
тотной (НЧ) области исследованных величин принадлежит 60–70-летним квазипериодичес-
ким колебаниям. Есть определенная разница в фазах и периодах этих колебаний у разных
параметров и в различных четвертях исследуемого фрагмента. Росту атмосферного дав-
ления, температуры воздуха и воды в этот период сопутствует снижение модуля скорости
ветра для всех четвертей, кроме юго-восточной.

Для обеих температурных кривых, также как и для низкочастотных составляющих ря-
дов скорости ветра (см. б на рис. 1) и количества осадков, заметно наличие другого коле-
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Рис. 1. НЧ-составляющие рядов среднегодовых значений (ре-анализ) атмосферного давления (а), модуля
скорости ветра (б ) для СЗ (�), СВ (◦) (левая ось Y ), ЮЗ (�) и ЮВ (�) (правая ось Y ) четвертей иссле-
дуемого фрагмента. НЧ-составляющие рядов среднегодовых значений (NCDC) температуры воздуха для
Порт-Элизабет (�), Лахора (�) (1-я правая ось Y ) и Тируванантапурама (◦) (2-я правая ось Y ) (в) и уровня
моря (PSMSL) для Мумбаи (�), Калькутты (�) (1-я правая ось Y ), а также индекса NAO (◦) (г)

бания с периодом ∼30 лет. Практически во всех полученных спектрах, помимо ∼60-летней
гармоники, заметны еще две группы гармоник 10–15 и 3–5 лет.

Аналогичные примеры для температуры воздуха в Порт-Элизабет (ЮАР), Лахоре и Ти-
руванантапураме (Индия) приведены по данным NCDC (см. в на рис. 1). Длина этих рядов
близка к полутора периодам исследуемого колебания. Как видно, все три представленные
кривые имеют хорошо выраженную форму, но с разными значениями амплитуд и фаз ко-
лебания до и после 50-х гг. прошлого столетия. Близкие результаты получены для рядов
атмосферного давления и осадков.

Примеры НЧ-составляющих рядов среднегодовых значений уровня моря по данным
PSMSL для Мумбаи и Калькутты (Индия) иллюстрирует рис. 1, г. Как видно, они пред-
ставляют собой колебания с периодами 60–80 лет, причем находящиеся в противофазе.
Изменения уровня моря в Мумбаи близки по фазе к Фремантлу (запад Австралии), а
в Калькутте — к Легаспи (Филиппины). Там же представлена НЧ-составляющая ряда
индекса NAO (http://climatedataguide.ucar.edu/guidance/), выделенная ПФСС в диапазо-
не 50–70 лет и сглаженная ФСС с периодом 15 лет.

Этот результат и другие [6–8] указывают на то, что климатические изменения в ре-
гионах Северной Атлантики, Черного и Аравийского морей по ∼60-летнему колебанию
происходят преимущественно в одной фазе, а, например, с Бенгальским заливом — в про-
тивофазе. Описание возможного механизма, объясняющего такое явление дальних связей
(teleconnections), дано ниже.
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Рис. 2. ∼60-Летние составляющие после ФСС рядов палеореконструкций содержания δ 18O в коралловых
рифах в Малинди (�) (ось Y слева) и по годовым кольцам деревьев в Кашмире (�) (справа) (а), по годовым
кольцам деревьев в Австралии (в), δ 18O в кернах ледника г. Килиманджаро (д) и их спектры (б — Кашмир)

Для изучения пространственно-временных особенностей действия ∼60-летнего цикла
аналогичная процедура была проведена и над палеоклиматическими рядами. Для выделе-
ния в них этого цикла использовались последовательные сглаживания ФСС с периодами
25 лет и 10–15 лет. Примеры сглаженных рядов приведены на рис. 2, а, в, д, их спектры —
на рис. 2, б, г, е. Как видно, в диапазоне от 40 до 70–80 лет действует не одно или два,
а группа междекадных колебаний с достаточно близкими частотами. При этом между кри-
выми на рис. 2, а, в, д также наблюдаются заметные фазовые различия, которые на разных
временных участках могут меняться в широких пределах от синфазности до противофаз-
ности.

Палеоклиматические ряды дают возможность увидеть амплитудную модуляцию
∼60-летнего колебания, как это показано в [9]. На рис. 2, в ∼60-летнее колебание выделено
из ряда по годовым кольцам деревьев в Австралии из Time Series Data Library последо-
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Рис. 3. Отрезок палеореконструкции чисел Вольфа за последние∼3000 лет после обработки ФСС (а) и высо-
кочастотная часть его спектра (б ); отрезок ряда логарифма толщины донных отложений на шельфе Па-
кистана за последние ∼2040 лет после обработки ФСС (в) и высокочастотная часть его спектра (г)

вательно ПФСС диапазонами 400–700 и 40–80 лет, после чего сглажено ФСС с периодом
20 лет. Кривая (см. в на рис. 2) имеет двухстороннюю модуляцию и ее огибающая в сгла-
женном виде близка к колебанию с периодом 400–600 лет.

В спектре отфильтрованного посредством ФСС с периодами 400, 100 и 30 лет ряда
ледника г. Килиманджаро (см. д на рис. 2) доминирует гармоника с периодом ∼75 лет.
Он также модулирован по амплитуде, т. е., как и исходный ряд г. Килиманджаро и боль-
шинство других климатических рядов, он, следуя терминологии [6], может быть назван
композиционным или полифоническим.

Полученные результаты с учетом большой пространственной удаленности друг от дру-
га пунктов наблюдений — побережья Африки, Австралии, предгорья Гималаев — указы-
вают на общепланетарный характер выявленных колебаний. В статье [10] была показана
связь ∼ 60-летней изменчивости муссона с солнечной активностью. Но по другим публика-
циям, например в [11], видно, что наличие ∼100-летнего и более НЧ-колебаний затрудняет
обнаружение ∼60-летней изменчивости в солнечной активности. Нами использован более
длинный, чем в [11], ряд палеореконструкции чисел Вольфа за последние ∼11000 лет [12].
Отрезок этого ряда (с 1000 г. до н. э. по 1895 г. н. э.) после последовательной обработки ФСС
периодами 410, 110 и 50 лет иллюстрирует рис. 3. В его спектре (см. б на рис. 3) проявля-
ются три группы доминант в диапазонах 42–46, 55–65, 70 и 80–90 лет. Последний диапазон
относится к циклу Глейсберга. Более очевидный результат был получен после аналогичной
обработки ряда донных отложений на шельфе Пакистана с 4509 г. до н. э. по 1950 г. н. э.
(см. в). В его спектре доминанты находятся в диапазонах 50–60, 70–80 и 90–100 лет (см. г).
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Заметные отличия в пространственно-временной реализации одних и тех же междекад-
ных колебаний наблюдаются у всех геофизических параметров. Можно предположить, что
образование и динамика таких локальных областей, например, в поле атмосферного дав-
ления, во многом являются следствием существования общепланетарного волнового поля
(ОВП) ортогональных стоячих и бегущих волн и изменений, происходящих в нем на меж-
годовых масштабах в зависимости от фаз доминирующих циклов [6, 13].

Видимо, наиболее низкочастотные ячейки ОВП и образуют пространственные области
синфазности или противофазности отдельных временных колебаний. Такая структура ОВП
не статична, поскольку зависит от результатов суперпозиции бегущих волн. Это приводит
к постоянным изменениям формы и положения областей одного фазового знака в виде
колебаний относительно средних климатических величин [3].

Таким образом, согласно изложенным результатам исследований, можно утверждать
следующее: ведущую роль в изменчивости режима циркуляции муссонной области Индийс-
кого океана в пределах последних двух столетий играет квазипериодическое колебание с
периодом, близким к 60 годам; наличие в нем нескольких групп колебаний с близкими пе-
риодами в диапазонах 42–46, 55–65 и 70 лет приводит к его модуляции и, как следствие,
к отличию фаз этого цикла в разных районах Индийского океана, причем эти свойства
исследованного колебания устойчиво прослеживаются по разным типам данных палеоре-
конструкций на протяжении последних 2000–5000 лет; кроме ∼60-летнего колебания, на
межгодовых масштабах действует еще одна значимая группа колебаний с периодами менее
30 лет на фоне более низкочастотных с периодами �90 лет.
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А.О. Сизов

Дослiдження клiматичних тенденцiй Аравiйського моря

За даними ре-аналiзу, результатiв багаторiчних стацiонарних вимiрювань i палеорекон-
струкцiй дослiджено просторово-часовий розподiл ∼60-рiчного коливання гiдрометеороло-
гiчних, гiдрофiзичних i гiдробiологiчних параметрiв Аравiйського моря та Iндiйського океа-
ну. Виявлено його провiдну роль в мiнливостi режиму мусонної циркуляцiї Iндiйського океа-
ну протягом останнiх двох столiть. Показано особливостi мiнливостi зазначених пара-
метрiв та їх спектральних структур для рiзних частин регiону.

Academician of the NAS of Ukraine V.N. Eremeev, A.N. Zhukov, N. E. Lebedev,
A.A. Sizov

Investigation of Arabian Sea’s climatic trends

According to the data of re-analysis, long-term stationary measurements, and paleo reconstructions,
the spatio-temporal distribution of ∼60-year oscillation in hydrometeorological, hydrophysical, and
hydrobiological parameters of the Arabian Sea and the Indian Ocean is investigated. The leading
role of this oscillation in the variability of a monsoon circulation mode over the Indian Ocean for
last two centuries is found. The features of the variability of these parameters and their spectral
structures for different parts of the region are shown.
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УДК 550.312(477)

П.Я. Куприенко, И.Б. Макаренко, О.В. Легостаева,
А.С. Савченко

Средняя плотность земной коры Кировоградского
рудного района и слагающих его структур (центральная

часть Украинского щита)

(Представлено академиком НАН Украины В.И. Старостенко)

Изучены особенности распределения и взаимоотношения средней плотности в земной
коре Кировоградского рудного района (КРР) и слагающих его структур. Результаты
исследований могут быть использованы при построении комплексной геолого-геофизи-
ческой модели земной коры КРР, а также при поисках полезных ископаемых в этом
районе.

Кировоградский рудный район (КРР) расположен в центральной части Ингульского мега-
блока Украинского щита. С запада КРР ограничен Звенигородско-Братской, а с востока —
Кировоградской зонами разломов [1]. В состав его структур вошли Корсунь-Новомиргород-
ский анортозит-рапакиви-гранитный плутон на севере и Новоукраинский массив порфиро-
видных гранитов и монциноидов на юге [2]. Широтной границей этих структур является
Субботско-Мошоринская зона разломов, а осью — тектонический шов Херсон — Смоленск.

Новоукраинский массив относительно однороден, на 80% сложен гранат-биотитовыми
и биотитовыми трахитоидными гранитами новоукраинского типа. Корсунь-Новомиргород-
ский плутон гетерогенен, на 75–80% сложен гранитами рапакиви, на 10–15% — основными
породами (габбро-анортозиты), на 3–5% — монцоитоидами и другими образованиями. Пред-
ставлен двумя массивами рапакививидных гранитов: Корсунь-Шевченковским (северным)
и Шполянским (южным). Основные и средние породы образуют массивы габбро-анорто-
зитов: в северной части Межиричанский, в центре Городищенский, Смелянский и Рус-
скополянский, на юге — Новомиргородский. Анортозиты в этих массивах составляют 70–
80% [2].

Целью настоящего сообщения является изучение особенностей пространственного взаи-
моотношения средней плотности земной коры Кировоградского рудного района и его струк-
турных составляющих. Для этого использовались данные трехмерного плотностного моде-
лирования [3]. Для основных структур КРР — массивов рапакививидных гранитов и габ-
бро-анортозитов, а также Кировоградской, Звенигородско-Братской и Субботско-Мошорин-
ской зон разломов — рассчитана средняя плотность на кровле каждого слоя земной коры
мощностью 1 км. В результате сопоставления полученных значений со средней плотно-
стью земной коры КРР установлено отклонение суммарной средней плотности массивов
и разломных зон от его средней плотности, представленное на графиках, до глубины за-
легания раздела Мохо. Аналогичные расчеты проведены также на отдельных пикетах (пк)
профилей глубинного сейсмического зондирования (ГСЗ) XXIV, XXV, XXX и геотраверса
(ГТ) IV (рис. 1, 2).

Кривые распределения средней плотности с глубиной в Корсунь-Шевченковском (см. а
на рис. 2), Шполянском (см. б ) и Новоукраинском (см. в) массивах рапакививидных гра-

© П.Я. Куприенко, И.Б. Макаренко, О.В. Легостаева, А.С. Савченко, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №11 103



Рис. 1. Схема участка исследований: 1 — межрегиональный тектонический шов Херсон — Смоленск (Х–С);
2 — зоны разломов (цифры в квадратах): 1 — Тальновская, 2 — Первомайская, 3 — Звенигородско-Братская,
4 — Кировоградская, 5 — Субботско-Мошоринская; 3 — линии сейсмических профилей; 4 — точки (пк) на
профиле, для которых построены графики отклонения средней плотности отдельных структур от средней
плотности в земной коре КРР.
Корсунь-Новомиргородский плутон: массивы рапакививидных гранитов: А1 — Корсунь-Шевченковский,
А2 — Шполянский. Б — Новоукраинский массив; массивы габбро-анортозитов: а — Межиричанский, б —
Городищенский, в — Смелянский, г — Русскополянский, д — Новомиргородский

нитов по отношению к средней плотности пород КРР в верхней части земной коры (до
12–13 км) расположены в отрицательной области, т. е. средняя плотность рудного района
в этом интервале глубин имеет большие значения. Следует отметить, что средняя плотность
массивов незначительно меньше, чем в отдельных точках по профилям ГСЗ XXIV — пк 80,
100, 120 (см. г на рис. 2), ГСЗ XXX — пк 250 и ГСЗ XXX пк 270 (см. соответственно д иж
на рис. 2) и ГТ IV — пк 230, 250, 270 (см. з), расположенных в пределах этих структур.
В точках виден резкий скачок плотности (уплотнение) на глубине 12 км в Корсунь-Шевчен-
ковском и Шполянском массивах, а также в Новоукраинском массиве на глубине 17 км, что
координируется с сейсмическими данными, согласно которым мощность гранитов рапаки-
ви в пределах Корсунь-Новомиргородского плутона составляет 10–12 км, а новоукраинских
трахитоидных гранитов в пределах Новоукраинского массива — до 17 км. Эти глубины кор-
релируют с положением внутрикоровой отражающей поверхности К2 [4].

В средней и нижней частях земной коры (глубже 12–17 км — раздел Мохо) кривые сред-
ней плотности, характеризующие Корсунь-Шевченковский и Шполянский массивы рапаки-
вивидных гранитов, практически совпадают с кривой средней плотности пород КРР (см. со-
ответственно а, б на рис. 2). Кривая, соответствующая средней плотности Новоукраинского
массива, незначительно отклонена в этом интервале в положительную область (см. в).
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Рис. 2. Соотношение средней плотности в земной коре КРР (сплошная линия) и средней плотности (штри-
ховая линия) в массивах рапакививидных гранитов: Корсунь-Шевченковский (а), Шполянский (б ), Но-
воукраинский (в), а также в отдельных точках профилей ГСЗ XXIV — пк 80, 100, 120 (г), ГСЗ XXX —
пк 250 (д), ГСЗ XXX — пк 270 (ж) и ГТ IV — пк 230, 250, 270 (з).
Расположение пикетов на профилях ГСЗ и ГТ IV см. на рис. 1

Представляет интерес отклонение в диапазоне 5–12 км, которое присутствует на пк 250
(Шполянский массив) профиля ГСЗ XXX (см. д на рис. 2). В этом интервале, находясь
в отрицательной области, кривая скачкообразно стремится в положительную, а затем та-
ким же образом возвращается в исходное положение, т. е. присутствует “перевернутая” ин-
версия плотности. Причина такого отклонения не ясна.

Кривые распределения средней плотности с глубиной в Межиричанском, Русскополянс-
ком и Новомиргородском массивах габбро-анортозитов по отношению к средней плотности
пород КРР с поверхности фундамента подобны и расположены в положительной области до
глубины 2–4 км (см. рис. 1, 3). Затем они уходят в отрицательную область до глубины 12 км,
где наблюдается резкий скачок плотности в сторону ее увеличения по отношению к средней
плотности КРР. Кривые средней плотности Смелянского и Городищенского массивов нахо-
дятся в отрицательной области до 10–12 км, а глубже характеризуются положительными
значениями. В Смелянском массиве переход кривой средней плотности в положительную
область (в интервале 5–20 км) плавный без резкого скачка плотности. Как видно из гра-
фиков, приведенных на рис. 3, массивы габбро-анортозитов уплотнены до максимальной
глубины 5 км; ниже их средняя плотность незначительно больше, чем средняя плотность
в земной коре КРР.
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Рис. 3. Блок-диаграмма, показывающая распределение плотности (г/см3) на поверхности фундамента и глу-
бинные плотностные неоднородности в земной коре Корсунь-Новомиргородского плутона и Новоукраинско-
го массива в сечении профиля ГСЗ XXIV и ГТ IV.
На графиках — соотношение средней плотности в земной коре КРР (сплошная линия) и средней плотности
массивов габбро-анортозитов (штриховая линия): Межиричанского, Русскополянского, Новомиргородского,
Городищенского, Смелянского

Неглубокое распространение габбро, габбро-норитов и габбро-анортозитов подтвержде-
но и другими методами. Так, по геологическим данным в разрезе коры изучаемых массивов
присутствуют тела основных пород, мощность которых составляет первые километры, уве-
личиваясь до 5–6 км лишь в районах краевых разрывных нарушений [2], что хорошо видно
на геологических разрезах в работе [5]. По сейсмическим данным в пределах Корсунь-Ново-
миргородского плутона выявлено залегание нерасслоенных (массивных) интрузий на глуби-
нах 1–4 км [6]. По данным метода обменных волн землетрясений (МОВЗ), на глубине 4–5 км
прослежен горизонт, соответствующий, по-видимому, контакту пород кислого и основного
составов [4].

Кривая распределения средней плотности с глубиной в Звенигородско-Братской зоне
разломов расположена в положительной области от поверхности фундамента до глубины
20 км (см. а на рис. 4). В средней и нижней частях земной коры она практически совпадает
с кривой средней плотности пород КРР.
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Рис. 4. Соотношение средней плотности в земной коре КРР (сплошная линия) и средней плотности в зонах
разломов (штриховая линия).
Зона разломов: Звенигородско-Братская (а), Кировоградская (б ), Субботско-Мошоринская (в)

Кривая средней плотности для Кировоградской зоны разломов расположена в отри-
цательной области от поверхности фундамента до глубины 30 км, далее она практически
совпадает с кривой средней плотности пород КРР, как и кривая Звенигородско-Братской
зоны разломов (см. б на рис. 4).

Расположение кривых средней плотности зон разломов в разных областях по знаку
(зеркальное отображение) подтверждает увеличение основности пород в КРР с востока на
запад по всей глубине земной коры.

Кривая распределения средней плотности с глубиной в Субботско-Мошоринской зоне
разломов по отношению к средней плотности пород КРР расположена в отрицательной
области до глубины 17 км, где наблюдается резкий скачок увеличения плотности и кривая
отклоняется в положительную область (см. в на рис. 4).

В районе раздела Мохо большинство кривых плавно приближаются к среднему зна-
чению плотности КРР или даже незначительно возвращаются в отрицательную область
(см. рис. 2–4).

Таким образом, в результате сопоставления средней плотности пород КРР и его струк-
турных подразделений установлено следующее:

расхождения кривых в верхней части земной коры (12–17 км) имеют значительно боль-
шие значения (максимальное отклонение достигает 0,173 г/см3) по сравнению с отклоне-
ниями в средней и нижней коре, которые колеблются в пределах 0–0,062 г/см3;

плотность габбро, габбро-норитов и габбро-анортозитов в Межиричанском, Городищен-
ском, Смелянском, Русскополянском и Новомиргородском массивах габбро-анортозитов на
глубине 5 км нивелируется, совпадая с плотностью вмещающих пород, что указывает на
неглубокое их распространение;

анализ отклонения кривых средней плотности Звенигородско-Братской и Кировоградс-
кой зон разломов позволяет предположить, что земная кора этих разломных структур отли-
чается своими геологическими характеристиками.
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П.Я. Купрiєнко, I. Б. Макаренко, О. В. Легостаева, О.С. Савченко

Середня густина земної кори Кiровоградського рудного району та
складових його структур (центральна частина Українського щита)

Вивчено особливостi розподiлу i взаємовiдношення середньої густини в земнiй корi Кiро-
воградського рудного району (КРР) та складових його структур. Результати дослiджень
можуть бути використанi при побудовi комплексної геолого-геофiзичної моделi земної кори
КРР, а також при пошуках корисних копалин у цьому районi.

P.Ya. Kuprienko, I.B. Makarenko, O.V. Legostaeva, A. S. Savchenko

Earth’s crust middle density of the Kirovograd ore district and its
structures (central part of the Ukrainian shield)

The features of distribution and interrelation of the middle density in Earth’s crust of the Ki-
rovograd ore district and its structures are studied. The results of researches can be used in the
construction of a complex 3-D geological-geophysical model of the Kirovograd ore district of Earth’s
crust and at the searches of minerals of this area.
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УДК 553.98:551.49

С.В. Кушнiр, М.В. Кость

Газовий осмос i його роль у формуваннi газових

родовищ Передкарпаття (Україна)

(Представлено академiком НАН України Є.Ф. Шнюковим)

Встановлено, що помiтна диференцiацiя складу газiв можлива лише при вертикальнiй
мiграцiї через достатньо ущiльненi пласти глин. Для пояснення цього ефекту запропо-
нована i теоретично обгрунтована концепцiя газового осмосу в нанопористих глинах.
Вiдзначено, що в частково обезводнених глинистих пластах бароосмос i газовий осмос
можуть спiвiснувати. На прикладi Залужанського газоконденсатного родовища показа-
но, що при появi в розрiзi осмотичних бар’єрiв бароосмотичний профiль для пластових
вод i крива змiни концентрацiї метану в газах розбиваються на кiлька незалежних дiля-
нок. Заповнення покладiв родовища глибинними газами проходило поетапно, починаючи
з колекторiв верхнiх горизонтiв.

Вiльнi природнi гази мають високу схильнiсть до латеральної i вертикальної мiграцiї в оса-
дових породах [1–5]. Мiграцiя газiв через глинистi пласти залежить вiд їх водонасиченостi
i часто супроводжується помiтною диференцiацiєю. Основним результатом диференцiацiї
звичайно є зменшення в газах вмiсту метану i збiльшення вмiсту вуглеводнiв С2–С5 (ВВ) зi
збiльшенням глибини залягання газових покладiв [3]. Для пояснення цього явища запропо-
новано кiлька iдей (гравiтацiйне роздiлення, дифузiя, хроматографiчний ефект), але жодна
з них не може визначити умови, що необхiднi для реальної диференцiацiї.

У новiтнiй науковiй лiтературi з нафтогазової геологiї вже вiдзначається можливiсть
протiкання в ущiльнених породах не тiльки дифузiї, а й ефузiї газiв [5]. Однак причини
ефузiї в осадових породах та її геологiчнi наслiдки досi залишаються невiдомими.

Мета нашої роботи полягала у виявленнi умов, необхiдних для виникнення диферен-
цiацiї газiв при їх вертикальнiй мiграцiї та встановленнi природи цього процесу на основi
аналiзу змiн складу газiв по покладах i бароосмотичних умов у пластових водах газових
родовищ Передкарпаття.

Об’єкт дослiдження — Залужанське газоконденсатне родовище (ГКР), де 13 газових по-
кладiв розташованi на глибинах понад 1 км при температурах вiд 36 до 111 ◦C. На рис. 1
зображено контури головних газових покладiв та геологiчний розрiз родовища, що засвiд-
чує його пiднасувне положення i наводить на думку, що заповнення його покладiв газом
повинно було вiдбуватися з пiвденно-схiдного боку через зону розущiльнених пiднасувних
порiд. Данi про газовi поклади родовища та розрахованi нами бароосмотичнi характерис-
тики пластових вод демонструє табл. 1. Загальна тенденцiя до збiльшення вмiсту метану
в газах iз зменшенням глибини їх залягання виражається тут у виглядi трьох незалежних
хвиль збiльшення в iнтервалах вiд 3280 до 2700 м (НД-15 — НД-12Б), вiд 2800 до 2510 м
(НД-12А — НД-10) та вiд 1840 до 1080 м (НД-6 — ВД-13), де початковi концентрацiї метану
становлять вiдповiдно 94,3, 93,1 та 92,3%. В iнтервалi вiд 2350 до 1970 м (НД-9 — НД-7)
вмiст СН4 практично незмiнний ((96,2±0,5)%). За даними ДП “Захiдукргеологiя”, домiшки
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Рис. 1. Залужанське газоконденсатне родовище, за [6]:
а — контури головних газових покладiв; б — геологiчний розрiз I — I

водню i гелiю в газах родовища виявленi лише в окремих горизонтах розрiзу: гелiю в по-
кладах горизонтiв НД-6 (0,004%) та НД-7 (0,007%), а водню — в горизонтах НД-5 (0,01%)
та НД-9 (0,47%). Це засвiдчує, що породи навколо цих покладiв мають надзвичайно низьку
газопровiднiсть. Газовий конденсат є лише в горизонтi НД-15

Схожу з газами хвилеподiбну динамiку змiн має величина мiнералiзацiї пластових вод.
Осмотичний же напiр у водах (Pо.н) з глибиною послiдовно зростає, але ступiнь їх вiд-
хилення вiд стану бароосмотичної рiвноваги явно збiльшується. На наш погляд, це можна
вважати доказом того, що поклади верхньої частини розрiзу сформувались ранiше вiд ниж-
нiх, а умови для бароосмотичного концентрування їх вод виникали майже одночасно.

Геотермiчний профiль родовища на рис. 2 зображено прямою лiнiєю з градiєнтом 3,2 ◦C
на 100 м, а пластовi тиски (Pпл) є близькими до умовно гiдростатичних (Pгiдр) лише до гли-
бини 2800 м. На бiльших глибинах рiзко видiляється зона високих надгiдростатичних тискiв,
якi наростають з явним прискоренням. Вважаємо його наслiдком збiльшення концентра-
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Рис. 2. Змiни пластового тиску, температури i бароосмотичного напору у пластових водах Залужансько-
го ГКР.
На лiнiї tпл нанесено точки замiрiв для газiв (×) та води (◦)

цiї газу i об’єму води у вiдповiдних покладах за рахунок нових надходжень. Очевидно, що
формування Залужанського родовища ще не закiнчилось, i до нього знизу продовжують по-
вiльно надходити глибиннi або i сингенетичнi гази термокаталiтичного розкладу залишкової
розсiяної органiчної речовини навколишнiх порiд при достатньо ще високих температурах
(>90 ◦C).

Подiбно до кривої Pпл, крива Pо.н також дiлиться на двi незалежнi частини. До гори-
зонту НД-12А (89,5 ◦С; 29,3 МПа) це типовий бароосмотичний профiль, на якому видно

Таблиця 1. Характеристика покладiв газу Залужанського ГКР, за [6]

Горизонт
Глибина,

м
Мнвод,
г/дм3

Пористiсть,
%

Запаси газу,
млн м3

Вмiст
СН4, %

Pпл,
МПа t, ◦C

Pо.н,
МПа α, %

ВД-13 1080 21,9 21,7 2531 98,38 10,7 36,5 9,0 84
НД-5 1700 38,1 18,0 4624 96,70 16,8 54 13,86 83
НД-6 1840 35,4 13,6 68 92,31 19,2 59,5 16,39 85
НД-7 1920 42,4 16,3 1416 95,87 20,0 61,5 16,5 83
НД-8 2050 23,3 14,7 1760 96,78 21,7 67,5 19,76 91
НД-9 2350 20,1 15,3 5008 96,08 24,3 77 22,62 93
НД-10 2510 17,1 13,5 365 97,58 25,9 81,5 24,44 94
НД-11 2670 18,06 13,4 345 96,70 27,5 86 25,94 94
НД-12А 2800 15,1 14,0 200 93,14 29,3 89,5 27,99 96
НД-12Б 2700 16,0 14,1 2026 98,47 32,5 93 31,1 96
НД-13А 2990 17,8 13,0 2250 95,73 39,5 97 37,95 96
НД-13Б 3150 21,4 13,3 2285 94,81 47,0 101,5 45,09 96
НД-15 3280 30,01 14,0 5062 94,33 55,1 111 52,55 95

Сумарно, млн м3 27940 26863
Сумарно, % 100 96,10

Пр им i т ка. Мн — Мiнералiзацiя; Pпл — пластовий тиск у водi; Pо.н — осмотичний напiр води; α — сту-
пiнь вiдхилення вiд стану бароосмотичної рiвноваги. Розрахунки Pо.н й α проведено за методикою [7] з
урахуванням реальних пластових тискiв й температур.
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i дiлянки концентрування пластових вод, i їх розведення. Це означає, що в пластових умо-
вах бароосмос не припиняється при 60–70 ◦C [7], а може iснувати i при 90 ◦C. Очевидно,
що друга частина кривої Pо.н (вiд НД-12Б) до бароосмосу вже не вiдноситься.

Неочiкувано рiзний характер змiн складу горючих газiв на Залужанському ГКР спону-
кав нас перевiрити (за даними [4]) цi самi параметри покладiв на iнших родовищах пiвнiч-
но-захiдної частини Зовнiшньої зони Передкарпатського прогину (ЗЗПП). Виявилось, що
за вмiстом СН4 у газах усi багатопластовi родовища можна розбити на двi групи:

1. Родовища з практично однаковим вмiстом СН4 в усiх покладах: Свидницьке, Хiд-
новицьке, Садковицьке, Рудкiвське, Бiльче-Волицьке, Угерське, Опарiвське, Дашавське,
Вишнянське (тобто усi неглибоко залягаючi (до ∼1 км)). На деяких з них проявляється
слабке збiльшення вмiсту СН4 уверх по розрiзу на всiх або частинi покладiв.

2. Родовища з рiзним складом газiв в окремих покладах: Залужанське, Пинянське, Лет-
нянське, Вижомлянське i Никловецьке (тобто глибоко залягаючi (понад 1 км)). На них
простежується тенденцiя до зменшення кiлькостi СН4 та збiльшення вмiсту ВВ униз по
розрiзу, аж до появи в нижнiх горизонтах покладiв з газовим конденсатом. Iнодi у розрiзах
зустрiчаються дiлянки з практично незмiнним складом газiв.

Наведенi факти пiдтверджують, що зменшення концентрацiї метану i збiльшення вмiсту
ВВ у газах з глибиною реалiзується тiльки в певних геологiчних умовах, однiєю з яких є дос-
татня глибина залягання покладiв, тобто i певне ущiльнення глинистих порiд [8]. Оскiльки
фiльтрацiя через породи-колектори викликати диференцiацiю газiв не може, а їх дифузiя
через водонасиченi породи дуже повiльна, то необхiдно визнати, що роздiлення газiв може
вiдбуватись лише при їх мiграцiї через достатньо ущiльненi сухi (або частково обезводненi)
глинистi товщi. Це означає, що глини можуть вiдiгравати роль напiвпроникних перегородок
не тiльки при мiграцiї молекул Н2О iз розчинiв (бароосмос), а й при емiграцiї молекул
СН4 iз газових сумiшей. Тому роздiлення вуглеводневих газiв на глинистих перегородках
можна назвати газовим осмосом. Уперше на можливiсть такого процесу ми вказували в пуб-
лiкацiї [9].

З точки зору молекулярної фiзики [10] газовий осмос може бути наслiдком переходу
мiграцiї газiв у глинах вiд фiльтрацiйного до ефузiйного режиму [11]. При фiльтрацiї через
малоущiльненi глини гази зберiгають свiй склад i невпорядкований хаотичний рух молекул,
якi постiйно зiштовхуються мiж собою. При молекулярнiй ефузiї (наприклад, у вакуумi)
рух молекул стає прямолiнiйним i зiштовхуються вони практично лише зi стiнками посуди-
ни. Такий режим руху газiв можна створити в дуже тонких капiлярах або в нанопористих
сухих матерiалах [12]. Очевидно, що в таких умовах параметри руху газiв будуть визнача-
тись уже їх молекулярними характеристиками (табл. 2). При 25 ◦C рiзнi молекули мають
рiзнi характеристики, але однаковi значення середньої кiнетичної енергiї. Обчислена нами

Таблиця 2. Деякi молекулярнi характеристики природних газiв [13, с. 143 ]

Газ d, нм ῡ, км/с при 25 ◦С L̄, нм при н. у. Z̄ · 10−28, n/c

H2 0,274 1,772 118,0 20,40
He 0,218 1,257 176,5 9,13
N2 0,375 0,475 59,6 10,22

C2H6 0,530 0,448 29,8 19,70
O2 0,361 0,434 64,4 8,87

Прим i т ка. d — Дiаметр молекули; ῡ — середня швидкiсть руху; L̄ — середня довжина вiльного проход-
ження; Z̄ — середнє число зустрiчей з iншими молекулами за секунду.
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швидкiсть руху молекули метану дорiвнює ∼0,614 км/с, тобто значно менша, нiж у водню
i гелiю, але бiльша, нiж у етану (С2Н6). Якщо прийняти швидкiсть СН4 за одиницю, то
вiдноснi швидкостi виявляться такими:

ῡ(H2) : ῡ(He) : ῡ(CH4) : ῡ(C2H6) = 2,82 : 2,0 : 1,0 : 0,71.

Отже, в умовах ефузiї з газової сумiшi рiвних об’ємiв Н2, Не, СН4 й С2Н6 найшвидше
будуть емiгрувати Н2 й Не, найповiльнiше — С2Н6. Тому вiдносно до СН4 водень i гелiй
будуть зменшувати, а етан — збiльшувати свою концентрацiю. Саме це i вiдбувається на
газових родовищах, де, на нашу думку, реалiзується газовий осмос. Очевидно, що в нано-
пористих глинах з їх складною системою наскрiзних пор, реальна швидкiсть руху молекул
буде значно меншою вiд наведених у табл. 2 значень ῡ, але набагато бiльшою, нiж при
звичайнiй дифузiї в мiкропорах, де виникає опiр зустрiчних молекул.

Отже, для виникнення газового осмосу потрiбнi такi основнi умови:
наявнiсть пластiв сухих (або частково обезводнених) нанопористих глин;
розташування цих пластiв мiж газовими покладами;
достатньо високi температури i тиски, якi прискорюють ефузiю.
Iз цього випливає, що нанопористими глинистi пласти стають на глибинах близько 1 км,

де загальна пористiсть їх <20%. У водонасичених глинах залишається тiльки осмотично
зв’язана вода, а це надає матерiалу високу бароосмотичну провiднiсть [7]. Отже, є всi пiд-
стави припустити, що в глинистому пластi над кожним газовим покладом спрямований
вверх бароосмотичний потiк молекул Н2О буде поступово “осушувати” поровий простiр
глин i створювати тим самим умови для появи газового осмосу [14].

Проведений аналiз дозволяє стверджувати, що диференцiацiя газiв на газових родо-
вищах при вертикальнiй мiграцiї можлива лише при наявностi умов для газового осмосу.
Очевидно, що в частково обезводнених глинистих пластах бароосмос i газовий осмос можуть
спiвiснувати. Таке спiвiснування, на наш погляд, вiдбувається на Хiдновицькому газовому
родовищi i викликає постiйне зростання його розрахункових запасiв газу. Зона такого спiв-
iснування рiзних типiв осмосу — це гребенi складок, де розмiщенi найтоншi пласти глин,
що легко обезводнюються. Для пiскуватих i слабко ущiльнених глин характернi вже на-
скрiзнi пори мiкронних розмiрiв, по яких можлива i фiльтрацiя газiв [8]. В такому випадку
результати газового осмосу можуть стати малопомiтними, як це спостерiгалося на газових
родовищах неглибокого залягання. Внаслiдок рiзних механiзмiв процесiв роль бароосмосу
з глибиною послаблюється [7], а газового осмосу — посилюється.

Зiбранi данi для Залужанського ГКР дозволяють припускати, що його поклади запов-
нювались глибинними газами поетапно, починаючи з колекторiв верхнiх горизонтiв. Така
гiпотеза узгоджується з вiдомою циклiчнiстю тектонiчних процесiв на територiї ЗЗПП в се-
редньосарматський час [15], коли закiнчувалось формування Карпатської гiрської системи
i консолiдована осадова товща мiоценових порiд почала повiльно i ритмiчно пiднiматись. Це
спричинило поступове розущiльнення i гiдрогеологiчне розкриття глибших колекторських
структур та заповнення їх глибинними газами. Гiдрогеологiчна вiдкритiсть пiзнiше була
зафiксована епiгенетичними процесами цементацiї у виглядi близьких до умовно гiдроста-
тичних пластових тискiв аж до нашого часу, коли всi газоноснi горизонти стали гiдрогео-
логiчно закритими. Ступiнь закритостi у рiзних дiлянках розрiзу був рiзним, що пов’язано
з рiзною чистотою глин i рiзними темпами їх цементацiї. За даними табл. 1, основнi бар’єри
для бароосмосу сформувались у горизонтах НД-12А, НД-10, НД-6 й ВД-13, а для газового
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осмосу — в горизонтах НД-12Б, НД-10 й ВД-13. Мiж подiбними бар’єрами виникали пiзнi-
ше окремi дiлянки концентрування пластових вод та газоосмотичного збагачення метаном
газiв окремих покладiв.

Таким чином вiдзначимо, що газовий осмос не може виникати на багатопластових ро-
довищах з пропластковими колекторами, де хоч один iз пропласткiв залишається водо-
насиченим. У цьому випадку при невеликих градiєнтах пластових тискiв можлива лише
повiльна дифузiя газiв через водний розчин, а при великих градiєнтах — видавлювання
води iз мiкропор та струйна мiграцiя газу без змiни його хiмiчного складу.
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С.В. Кушнир, М.В. Кость

Газовый осмос и его роль в формировании газовых месторождений
Предкарпатья (Украина)

Установлено, что заметная дифференциация состава газов возможна лишь при вертикаль-
ной миграции через достаточно уплотненные пласты глин. Для объяснения этого эффекта
предложена и теоретически обоснована концепция газового осмоса в нанопористых глинах.
Отмечено, что в частично обезвоженных глинистых пластах бароосмос и газовый осмос
могут сосуществовать. На примере Залужанского газоконденсатного месторождения по-
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казано, что при появлении в разрезе осмотических барьеров бароосмотический профиль для
пластовых вод и кривая изменения концентрации метана в газах разбиваются на несколько
независимых участков. Заполнения залежей месторождения глубинными газами проходило
поэтапно, начиная с коллекторов верхних горизонтов.

S.V. Kushnir, M.V. Kost’

Gas osmosis and its role in the formation of gas fields of the
Ciscarpathian region (Ukraine)

It is established that the noticeable differentiation of a gas composition is possible only with vertical
migration throughout rather consolidated seams of clays. To explain this effect, we have proposed
and theoretically grounded a concept of gas osmosis in nanoporous clays. It is noted that, in the
partly water-free clay layers, baroosmosis and gas osmosis can coexist. By the example of the
Zaluzhany gas-condensate field, it is shown that, with the appearance of osmotic barriers in the sec-
tion, a baroosmotic profile for formation waters and a curve of change in the methane concentration
in gases are divided into several independent plots. It is noted that the filling of the reservoir by
deep-seated gas was held in stages, starting from the collectors of the upper horizons.
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УДК 548.4:553.983:551.73(477.8)

I.М. Наумко, I.М. Куровець, С.С. Куровець, Б.Е. Сахно,
П.С. Чепусенко

Леткi компоненти флюїдних включень у мiнералах

i закритих пор порiд перспективно сланцевогазоносних
комплексiв палеозою Волино-Подiлля

(Представлено академiком НАН України Є.Ф. Шнюковим)

Встановлено перевагу метану (до 100% за об’ємом) та наявнiсть етану, дiоксиду вуг-
лецю та азоту в летких компонентах флюїдних включень у мiнералах i закритих пор
аргiлiтiв, перспективних на “сланцевий” газ вiдкладiв палеозою Волино-Подiлля (згiдно
з вперше отриманими даними мас-спектрометричного хiмiчного аналiзу). Низькi зна-
чення вiдносної газонасиченостi в аргiлiтах можуть свiдчити про перетворення орга-
нiчної речовини як джерела летких сполук при невисоких (переважно лiтостатичних)
тисках, водночас на порядок вищi її величини в прожилковому кальцитi вказують на
приплив глибинних мiгрувальних палеофлюїдiв. Запропоновано ймовiрний механiзм га-
зогенерацiї в поровому просторi порiд перспективно сланцевогазоносних комплексiв.

Аналiз проблеми так званого сланцевого газу (“сланцевого” газу, shale gas) показав [1], що
на вiдмiну вiд традицiйних покладiв природного газу для порiд-колекторiв якого (неза-
лежно вiд типу) характерна висока вiдкрита пористiсть i наявнiсть суцiльної газової фази,
“сланцевий” газ як дискретна газова фаза знаходиться у газоносних сланцях — осадових
дуже щiльних низькопроникних пелiтоморфних породах з пiдвищеним вмiстом органiчної
речовини (�1%, для прикладу — у пiвнiчноамериканських родовищах 0,6–8,5%) у межах
чорносланцевих формацiй.

У межах пiвденно-захiдної окраїни Схiдноєвропейської платформи, включаючи й тери-
торiю України, перспективно сланцевогазоноснi комплекси — це морськi глибоководнi тери-
геннi вiдклади, переважно граптолiтовi аргiлiти нижнього палеозою (ордовик, силур) [2, 3].
Збагаченiсть цих шарiв органiчною речовиною дає пiдставу розглядати їх як газоутворю-
вальнi [4].

Представницький розрiз чорносланцевих вiдкладiв силуру Волино-Подiлля (захiд Украї-
ни) iз достатнiм для аналiзiв вiдбором керна розкрито параметричними свердловинами Лi-
щинська-1 i Бучач-3 у Львiвському прогинi.

Як свiдчить свiтовий досвiд, перспективнi на “сланцевий” газ породнi комплекси загалом
повиннi характеризуватися такими показниками:

вмiст органiчної речовини не менше нiж 1%;
ступiнь термiчної зрiлостi органiчної речовини за вiдбивною здатнiстю вiтринiту бiльше

вiд одиницi;
вмiст глинистого матерiалу не бiльше нiж 50%.
Виконанi нами в цьому планi [5] дослiдження граптолiтових аргiлiтiв силуру за розрiзом

параметричної свердловини Лiщинська-1, зокрема, показали таке.
Цi породи — типовi чорнi масивнi аргiлiти, що збагаченi органiчною речовиною (рис. 1),

зустрiнутi в iнтервалi 2278–3537 м i розбитi множиною субвертикальних, рiдше горизон-
тальних, трiщин, залiкованих переважно кальцитом з утворенням прожилково-вкрапленої
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Рис. 1. Типовий вигляд чорних масивних граптолiтових аргiлiтiв силуру, збагачених органiчною речовиною,
в кернi за розрiзом параметричної свердловини Лiщинська-1 (зр. № 61, iнт. 3402–3406 м). Натур. величина

Рис. 2. Cубвертикальнi та горизонтальнi трiщини в граптолiтових аргiлiтах, що залiкованi кальцитом
з утворенням прожилково-вкрапленої мiнералiзацiї у кернi за розрiзом параметричної сверловини Лiщинсь-
ка-1:
а — зр. № 48, iнт. 2800–2804 м. Натур. величина; б — зр. № 46, iнт. 2800–2804 м. Натур. величина

мiнералiзацiї (рис. 2). Згiдно з результатами лабораторних петрофiзичних дослiджень, вiд-
крита пористiсть аргiлiтiв змiнюється в межах вiд 0,6 до 2,4% i вони практично непроникнi
(менше 0,001 · 10−3 мкм2). Вмiст карбонатного матерiалу досягає 20%. Найменша об’єм-
на вага (2,64–2,70 г/см3) характерна для аргiлiтiв з вуглефiкованою речовиною, а найвища
(2,75–2,8 г/см3) — для аргiлiтiв масивних гiдрослюдистих з включеннями пiриту. За даними
термiчного аналiзу 21 проби встановлено, що вмiст ТОС (total organic carbon) змiнюється
вiд 0,75 до 2,38%. Вмiст кремнезему, за результатами хiмiчного аналiзу, становить в серед-
ньому 50% незалежно вiд глибини. Проби пiсля подрiбнення добре просiвалися, що (разом
з указаними даними) свiдчить про перевагу кремнеземистої складової над глинистою; це,
вiрогiдно, сприятиме гiдророзривним явищам.

Оскiльки для вiдкладiв Волино-Подiлля загалом витримуються всi необхiднi критерiї
перспективних на “сланцевий” газ породних комплексiв, що узгоджується з даними, отри-
маними на прилеглiй територiї Польщi [4], то прiоритетне завдання сучасного етапу їхнього
вивчення в регiонi вбачається у визначеннi вмiсту i особливостей просторового розподiлу
в них “сланцевого” газу. Вiдтворенню флюїдного режиму процесiв мiнералогенезу при фор-
муваннi перспективно сланцевогазоносних шарiв сприятимуть дослiдження складу летких
компонентiв флюїдних включень у мiнералах i закритих пор порiд як релiктiв флюїдного
середовища формування та перетворення осадових товщ, до яких приуроченo “сланцевий”
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газ. З цiєю метою нами вперше застосовано мас-спектрометричний хiмiчний аналiз складу
летких компонентiв флюїдних включень у мiнералах i закритих пор порiд.

Склад летких компонентiв, вiдноснi газонасиченiсть ΔP (прирiст тиску в напускнiй
системi мас-спектрометра вiдносно залишкового тиску порядку 1 · 10−3 Па, внаслiдок ви-
вiльнення летких компонентiв) та водонасиченiсть CН2О (вмiст пари води (поглинач —
Р2О5) у загальному об’ємi вивiльнених летких компонентiв) визначали на часопролiтному
мас-спектрометрi МСХ-3А (1–200 а. о. м.) [6]. Характерною особливiстю цього методичного
пiдходу є вивiльнення летких компонентiв з флюїдних включень у мiнералах i закритих пор
порiд при механiчному подрiбненнi проби шляхом роздавлювання зразка у спецiально скон-
струйованiй металевiй цилiндричнiй ступцi мiж двома плоскопаралельними побiдитовими
поверхнями (неважка 200 мг, фракцiя +1 −2), що наближає процес до умов подрiбнення
порiд у зонi штучного гiдравлiчного розриву.

У складi летких компонентiв флюїдних включень у мiнералах i закритих пор вмiсних
порiд (аргiлiтiв) з усiх дослiджених iнтервалiв за розрiзом св. Лiщинська-1 переважає метан
(до 100% за об’ємом в iнтервалах, м: 2750–2755, 2800–2804, 2998–3003), однак на глибших го-
ризонтах (iнтервали, м: 3402–3406, 3500–3504) за рахунок спаду вмiсту метану (СН4) (79,2,
62,1% за об’ємом вiдповiдно) зростає концентрацiя дiоксиду вуглецю (СО2) (3,9, 12,0% за
об’ємом) i азоту (N2) (11,5, 25,9% за об’ємом), а також, що важливо, з’являється етан (С2Н6)
(5,4% за об’ємом) (табл. 1, рис. 3). Привертає увагу вiдсутнiсть пари води, що може свiдчити
про “сухiсть” вуглеводневмiсних систем, присутнiх в аргiлiтовiй товщi, тобто про перевагу
метанiзацiї над вуглефiкацiєю. Дуже високою є сумарна вагова концентрацiя компонентiв
(12,440–61,600·10−6 г/г проби). Для її визначення подрiбнену проаналiзовану пробу просiва-
ли через 0,25 мм сито i результати вiдносили до просiяної частини. Оскiльки вакуумування
проб вiдбувалося повiльнiше порiвняно з iншими зразками, а дегазацiя у вакуумi продов-
жувалася i пiсля аналiзу, то природний вмiст газу, вiрогiдно, пiдвищується. Зазначимо, що
в межах впливу штучного гiдравлiчного розриву порода при потужному гiдродинамiчно-
му ударi може бути подрiбнена до ще нижчих величин, тому при розкриваннi менших за
об’ємом пор (аж до, можливо, нанорозмiрних на рiвнi структури мiнералiв) вмiст летких
компонентiв зростатиме i кiлькiсть газу, яку можна видiлити з порiд, вiрогiдно, досягатиме
вищих значень.

Низькi значення вiдносної газонасиченостi у вмiсних аргiлiтах (0,08–0,27 Па) пiдтверд-
жують традицiйнi уявлення про те, що джерелом летких, насамперед вуглеводневих, сполук
“сланцевого” газу є органiчна речовина, перетворення якої проходило при невисоких (пере-
важно лiтостатичних) тисках. Це вiдповiдає даним термодинамiчних розрахункiв Е.Б. Че-
калюка [6] про граничнi тиски генерацiї газiв у процесi дегiдратацiї органiчної речовини
в земнiй корi.

Водночас загальний баланс “сланцевого” газу в свiтi [7] переконливо засвiдчує необ-
хiднiсть припливу глибинних флюїдiв незалежно вiд джерела [8]. У нашому випадку це
фiксується iзотопним складом вуглецю кальциту (δ 13C = −3,88%� (PDB) пiсля про-
травлення соляною кислотою −8,34 %� [9]), метановим складом летких речовин (100%
за об’ємом), на порядок вищою їх вiдносною газонасиченiстю (1,07 Па) порiвняно з вмi-
сними аргiлiтами наявнiстю пари води у включеннях у кальцитi прожилково-вкрапле-
ної мiнералiзацiї (див. табл. 1), що залiковував потужнi системи сполучених мiгруваль-
них субвертикальних i горизонтальних трiщин в аргiлiтових шарах (див. рис. 2). Подi-
бними показниками характеризується i розрiз параметричної свердловини Бучач-3 [10]
(див. рис. 3).
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Таблиця 1. Склад летких компонентiв флюїдних включень у мiнералах i закритих пор у породах за розрiзом свердловини Лiщинська-1 (за даними
мас-спектрометричного хiмiчного аналiзу, анатiлик Б. Е. Сахно (мас-спектрометр МСХ-3А))

Номер
з/п

Номер
зразка
свердло-
вини

Глибина
вiдбору,

м
Мiнерал

Компоненти∗ Вiдносна
газонаси-
ченiсть

ΔP , Па∗∗

Водонаси-
ченiсть
CН2О, %

за об’ємом∗∗∗

Сумарна вагова
концентрацiя,
n · 10−6 г/г
проби∗∗∗∗СО2 N2 СН4 С2Н6

1 39 2750–2755 Аргiлiт — — 100,0 — 0,08 — 19,200
3,900

2 46 2800–2804 Аргiлiт — — 100,0 — 0,27 — 61,600
61,600

3 46 Там само Кальцит — — 100,0 — 1,07 8,5 49,360
49,360

4 56 2998–3003 Аргiлiт — — 100,0 — 0,07 — 15,400
15,400

5 61 3402–3406 Аргiлiт 3,9 11,5 79,2 5,4 0,16 — 42,232
0,233 1,333 40,333 0,333

6 69 3500–3504 Аргiлiт 12,0 25,9 62,1 — 0,10 — 12,400
0,800 2,600 9,000

∗Над рискою — об’ємна частка, %, пiд рискою — ваговi концентрацiї n·10−6 г/г проби. Пробу мiнералу (породи) наважкою 200 мг фракцiї +1–2
подрiбнювали шляхом роздавлювання в спецiально сконструйованiй ступцi, перед аналiзом напускну систему мас-спектрометра вакуумували до
величин порядку 1 · 10−3 Па; ∗∗вiдносна газонасиченiсть ΔP , Па — прирiст тиску в напускнiй системi мас-спектрометра (вiдносно залишкового
тиску порядку 1 · 10−3 Па у нiй), який створюється в результатi вивiльнення летких компонентiв (без урахування пари води, сорбованої на
P2O5, помiщеному в напускну систему) iз включень та закритих пор при подрiбненнi проби i може бути порiвняльною величиною для однакових
наважок; ∗∗∗вiдносна водонасиченiсть CН2О, % за об’ємом — вiдсотковий вмiст пари води, яку сорбували на P2O5, помiщеному в напускну систему,
в загальному об’ємi вивiльнених летких компонентiв; ∗∗∗∗для визначення вагової концентрацiї подрiбнену проаналiзовану пробу просiювали через
0,25 мм сито i результати вiдносили до просiяної частини наважки.
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Рис. 3. Змiна складу летких компонентiв флюїдних включень у мiнералах i закритих пор у породах за
розрiзами параметричних свердловин Лiщинська-1 i Бучач-3 (за даними мас-спектрометричного хiмiчного
аналiзу (див. табл. 1))

На пiдставi даних про склад летких компонентiв (див. табл. 1) i даних про сорбцiй-
но-генерацiйнi процеси утворення метану у вугiллi [11, 12] висловимо деякi мiркування
щодо походження “сланцевого” газу, виходячи з принципової єдностi перетворення розсiя-
них i концентрованих форм органiчної речовини, адже вивченi нами граптолiтовi аргiлiти
i вугiлля вiдрiзняються лише кiлькiсним вмiстом органiчної речовини: розсiяної у виглядi
керогену в аргiлiтах i концентрованої у вугiллi вiдповiдно.

Зокрема, за даними растрової електронної мiкроскопiї [11] встановлено, що сорбцiя i ге-
нерацiя метану у вугiллi проходять одночасно у кiлька етапiв:1) вихiдна метаногенерацiя —
видiлення радикалiв СН3 з матрицi вихiдного вугiлля та її орамлення й утворення моле-
кули СН4; 2) сорбцiя метану — утворення рiвноважної системи сорбат (змiненi вугiльна
матриця та її орамлення) — сорбент (молекули метану); 3) десорбцiя — руйнування сис-
теми сорбат — сорбент; 4) фiльтрацiя газу, який вiдокремився, — його перенесення через
навколишнє пористе середовище.
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За механiзмом, запропонованим у статтi [12], генерацiя метану в поровому просторi
вугiлля проходить при розкладi високомолекулярної органiчної речовини внаслiдок лан-
цюгових вiльнорадикальних реакцiй метильного радикала у поровому просторi лiтобази зi
збiльшенням об’єму та з локальними проявами високого ступеня розрiдження, яке ство-
рюється шляхом комбiнацiї нано-, мiкро- й макроструктур у гетерогеннiй системi газ —
вугiлля (сильно подрiбнене).

Екстраполюючи данi дослiджень процесiв сорбцiї i генерацiї метану в мiкро- й нано-
структурах вугiлля [11, 12] на перетворення органiчної речовини перспективно сланцево-
газоносних комплексiв i доповнюючи їх отриманими нами даними, можна запропонувати
ймовiрний механiзм газогенерацiї у поровому просторi порiд з подальшим захопленням га-
зу у вiльному станi у флюїднi включення в мiнералах i закритi пори, каверни i трiщини,
а також сорбованого керогеном вже власне як “сланцевий” газ.

На початку перетворення осадових товщ за спокiйних геодинамiчних умов в захороненiй
органiчнiй речовинi вiдбуваються повiльнi структурнi перебудови i, як наслiдок, хiмiчнi змi-
ни у напрямi карбонiзацiї з утворенням як СН4, так i вiльних радикалiв, насамперед СН3,
для утворення С2Н6 й iнших вуглеводнiв — у процесi дiагенезу утворюється бiогенний газ
верхньої зони газогенерування. Надалi на вiдповiдних стадiях катагенезу при термодестру-
кцiї порiд за умов пiдвищених температури i тиску структурнi змiни органiчної речовини
iнтенсифiкуються, що сприяє посиленню газогенерацiї й утворенню термобаричного газу.

При досягненнi ж певної критичної концентрацiї вiльних радикалiв настає ланцюгова
реакцiя. Умовою створення критичної концентрацiї вiльних радикалiв стає раптове мит-
тєве порушення локальної динамiчної рiвноваги у пластi. Це призводить до новоутворень
газу в мiкро- i макропорах, аж до, можливо, нанорозмiрних на рiвнi структури мiнера-
лiв [11, 12]. До таких чинникiв належать: 1) природно створений чинник — гiдродинамiчний
удар (наприклад, трансформацiя сейсмiчного удару в гiдравлiчний у розумiннi В.П. Лiнець-
кого [13]) в зонi проникання глибинного високотемпературного флюїду [6] i вiдповiдного
припливу глибинного газу [8]; 2) штучно створений чинник — гiдродинамiчний удар у зонi
штучного гiдравлiчного удару при гiдравлiчнiй стимуляцiї трiщинуватостi — стимульова-
не газоутворення.

Зазначимо, що саме за умов впливу глибинних флюїдiв надзвичайно посилюються ката-
лiтичнi властивостi глинистих мiнералiв [14], iнтенсифiкуючи газогенерацiйнi процеси, якi
проявлялися й на попереднiх етапах формування “сланцевого” газу при iнтенсивному дiаге-
нетичному утвореннi метану, адсорбцiї органiчних сполук поверхнею породоутворювальних
мiнералiв, гiдрофобiзацiї порового простору порiд як на мiкро-, так i на макрорiвнях [15]
тощо, що сприяє перманентному пiдтоковi природного газу [15], в т. ч. глибинного поход-
ження незалежно вiд джерела [6].

На наш погляд, саме такi наведенi вище процеси й чинники, що вiдбуваються при форму-
ваннi та перетвореннi осадових товщ, сукупно сприятимуть перебiгу процесiв газогенерацiї
та утворенню “сланцевого” газу.

Отже, на пiдставi аналiзу та обговорення наведених в повiдомленнi даних можна дi-
йти таких висновкiв щодо складу та умов формування “сланцевого” газу в перспективно
газоносних комплексах Волино-Подiлля.

1. Домiнування метану (до 100% за об’ємом) i поява на глибших горизонтах етану, а та-
кож дiоксиду вуглецю i азоту (першi вiдсотки) у флюїдних включеннях у мiнералах та
поровому просторi порiд свiдчить про наявнiсть умов для генерацiї вуглеводневої складо-
вої в процесах перетворення органiчної речовини дослiджених шарiв.
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2. Вiдсутнiсть пари води може свiдчити про “сухiсть” вуглеводневмiсних систем, присут-
нiх в аргiлiтовiй товщi, а низькi значення вiдносної газонасиченостi — про те, що перетворен-
ня органiчної речовини як джерела летких, насамперед вуглеводневих, сполук проходило
при невисоких (переважно, лiтостатичних) тисках.

3. Водночас на порядок вища вiдносна газонасиченiсть прожилкового кальциту, яким
залiкована множина субвертикальних i горизонтальних трiщин в аргiлiтовiй товщi, i поя-
ва пари води вказує на можливе надходження цими трiщинними системами (потужними
системами сполучених трiщин) мiгрувальних флюїдiв.

Таким чином, у межах вивчених породних комплексiв палеозою Волино-Подiлля iсну-
вали умови для перебiгу процесiв газогенерацiї на рiзних етапах перетворення органiчної
речовини у “сланцевий” газ. Кiлькiснi показники його вмiсту, як показують вперше отри-
манi нами данi, досить високi, що пiдтверджує потенцiйну вуглеводневу перспективнiсть
вивчених товщ, однак потребують уточнення на основi подальших науково-дослiдних робiт
геохiмiчного i мiнералофлюїдологiчного спрямування. Природно, що дослiдженням тако-
го плану повиннi передувати ревiзiйнi геологiчнi роботи у перспективнiй чорносланцевiй
формацiї Волино-Подiлля та аналiз i переiнтерпретацiя наявних петрофiзичних параметрiв
порiд перспективно сланцевогазоносних товщ регiону.
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И.М. Наумко, И.М. Куровець, С.С. Куровець, Б.Э. Сахно,
П.С. Чепусенко

Летучие компоненты флюидных включений в минералах
и закрытых пор пород перспективно сланцевогазоносных
комплексов палеозоя Волыно-Подолии

Установлено преобладание метана (до 100% по объему) и наличие этана, диоксида угле-
рода и азота в летучих компонентах флюидных включений и закрытых пор аргиллитов,
перспективных на “сланцевый” газ отложений палеозоя Волыно-Подолии (согласно впер-
вые полученным данным масс-спектрометрического химического анализа). Низкие значения
относительной газонасыщенности в аргиллитах могут свидетельствовать о преобразова-
нии органического вещества как источника летучих соединений при невысоких (преиму-
щественно литостатических) давлениях, в то же время на порядок высшие ее величини
в прожилковом кальците указывают на приток глубинных мигрирующих палеофлюидов.
Предложен вероятный механизм газогенерации в поровом пространстве пород перспектив-
но сланцевогазоносных комплексов.

I.М. Naumko, I.М. Кurovets’, S. S. Кurovets’, B. Е. Sakhno,
P. S. Chepusenko

Volatile components of fluid inclusions in minerals and closed pores of
rocks in Paleozoic complexes promising for shale gas of the
Volyn-Podillya

The methane predominance has been distinguished (up to 100 vol.%), as well as the presence of
ethane, carbon dioxide, and nitrogen in volatile components of fluid inclusions and closed pores of
argillites in Paleozoic complexes promising for “shale” gas of the Volyn-Podillya (based on data of
mass-spectrum chemical analysis obtained for the first time). Low values of relative gas saturation
in argillites can testify to the transformation of organic matter as a source of volatile components
at low (mainly lithostatic) pressure. At that time, the values of relative gas saturation, being by one
order higher, in the veinlet calcite indicate the influx of deep-seated migrating paleofluids. We have
proposed a possible mechanism of gas generation in a porous space of rocks of complexes promising
for “shale” gas.
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Екстракцiя урану (VI) поруватим кополiмером
стирен-дивiнiлбензен, iмпрегнованим

калiксарен-тетрафосфiноксидом

Iмпрегнуванням поруватого кополiмеру стирен-дивiнiлбензен розчином 5,11,17,23-тет-
ракiс-(дипропiлфосфiноїлметил)-25,26,27,28-тетрапропоксикалiкс[4]арену в нелеткому
полярному водонерозчинному метанiтротрифлуорометилбензенi отримано твердий
екстрагент ТВЕКС–калiксарен. Вивчено сорбцiйно-селективнi властивостi ТВЕКС–
ТБФ i ТВЕКС–калiксарену щодо урану (VI) залежно вiд кислотностi розчину. Показано,
що екстракцiйна здатнiсть ТВЕКС-калiксарену вiдносно урану (VI) значно перевищує
екстракцiйну здатнiсть ТВЕКС–ТБФ.

Аналiтичне визначення урану (VI) та його вилучення з водних розчинiв рiзноманiтного по-
ходження (радiохiмiчнi виробництва, атомнi електростанцiї, чорнобильська зона) є важли-
вою технiчною та екологiчною проблемою. Для її розв’язання використовують екстракцiй-
нi та сорбцiйнi методи. В останнiй час зрiс iнтерес до розробки та використання твердих
екстрагентiв — ТВЕКСiв [1].

ТВЕКСи — це поруватi матерiали, що iмпрегнованi певним рiдким екстрагентом, здат-
ним зв’язувати катiони металiв, в тому числi радiонуклiдiв, при контактi з їх водними розчи-
нами. Перевагою ТВЕКСiв є висока ємнiсть, яка характерна для екстрагентiв, та простота
оформлення технологiчного процесу вилучення солей металiв, яка характерна для сорбен-
тiв. Серед найбiльш поширених ТВЕКСiв для зв’язування радiонуклiдiв, зокрема урану,
є поруватий кополiмер стирену та дивiнiлбензену, iмпрегнований поширеним промисловим
екстрагентом трибутилфосфатом (ТБФ) [1]. Недолiком ТВЕКС–ТБФ є недостатньо високi
комплексоутворююча здатнiсть i селективнiсть до урану та iнших актинiдiв. Тому створен-
ня високоселективних комплексоутворювачiв актинiдiв та розробка технологiй їх застосу-
вання розглядаються як найбiльш рацiональний пiдхiд до розв’язання цiєї проблеми [2, 3].
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Рис. 1. Калiксарен-тетрафосфiноксид (а), комплекс калiксарен-тетрафосфiноксиду з катiоном металу (б )

До таких комплексоутворювачiв належать калiксарени [4] — легко доступнi макроциклiч-
нi продукти конденсацiї паразамiщених фенолiв з формальдегiдом, якi функцiоналiзованi
фосфiноксидними катiоноакцепторними групами (рис. 1). У калiксаренах фосфiноксиднi
групи утворюють порожнини за розмiрами та топологiєю, комплементарними катiонам
актинiдiв (див. б на рис. 1), що забезпечує їх селективне (кооперативне) зв’язування на
фонi iнших елементiв [5]. Такi калiксарени є ефективними комплексоутворювачами в про-
цесах рiдинної екстракцiї актинiдiв з азотнокислих розчинiв [6, 7] та урану i трансуранових
елементiв при очистцi рiдких радiоактивних вiдходiв [8, 9].

Метою даного повiдомлення було зiставлення екстракцiйної здатностi ТВЕКС, iмпре-
гнованого трибутилфосфатом (ТВЕКС–ТБФ) та 5,11,17,23-тетракiс-(дипропiлфосфiноїлме-
тил)-25,26,27,28-тетрапропоксикалiкс[4]ареном (ТВЕКС–калiксарен), щодо урану (VI).

Об’єктами дослiдження були ТВЕКС–ТБФ, ТВЕКС–калiксарен та уран (VI) у вигля-
дi модельних розчинiв уранiлнiтрату UO2(NO3)2. ТВЕКС–ТБФ отримували за описаною
ранiше [10] iнiцiйованою пероксидом бензоїлу суспензiйною кополiмеризацiєю стирену з ди-
вiнiлбензеном у присутностi ТБФ як пороутворювача. Синтезований ТВЕКС мiстив п’ят-
десят вагових вiдсоткiв ТБФ. Для подальших дослiджень використовували його фракцiю
розмiром 0,63–1,25 мм. Поруватi характеристики ТВЕКС–ТБФ: питому поверхню (S) та пи-
томий об’єм пор (V ) визначали за допомогою ртутного порозиметра “Carlo Erba” серiї 2000
з використанням дилатометра з дiаметром капiляра 3 мм. Отримано поруватий кополiмер
стирену та дивiнiлбензену (рис. 2) — твердi бiлi гранули з дiаметром +0,63. . .1,25 мм, ме-
ханiчна мiцнiсть яких становить 99%. Кополiмер має питомий об’єм пор V = 1,33 см3/г;
питому площу поверхнi пор S = 164,9 м2/г; середнiй радiус пор r = 16,1 нм. ТВЕКС–ТБФ
мiстить 50% (ваг.) комплексоутворювача ТБФ, який одночасно слугує розчинником його
комплексу з уранiлнiтратом.

ТВЕКС–калiксарен синтезували iмпрегнуванням описаного вище поруватого кополi-
меру калiксарен-тетрафосфiноксидом. Для цього поруватий кополiмер (5,0 г) помiщали
в скляну круглодонну колбу об’ємом 50 см3 i додавали розчин калiксарен-тетрафосфiн-
оксиду (1,0 г) у сумiшi метанiтротрифлуорометилбензену (4,0 г) та ацетону (15,0 см3). Сус-
пензiю перемiшували при кiмнатнiй температурi 30 хв, потiм витримували 3 год у вакуумi
12 мм рт. ст. при 50 ◦С до повного видалення ацетону. Отримували твердий екстрагент як
бiлi гранули (10,0 г).
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Рис. 2. Фотографiя поруватого кополiмеру стирену з дивiнiлбензеном

Рис. 3. Кiнетичнi кривi сорбцiї урану (VI) у системi ТВЕКС–калiксарен — розчин залежно вiд концентрацiї
азотної кислоти: 1 — 0 моль/л HNO3; 4 — 1 моль/л HNO3

Синтезований ТВЕКС–калiксарен мiстить 10% (ваг.) калiксаренового комплексоутво-
рювача та 40% (ваг.) розчинника метанiтротрифлуорометилбензену.

Результати та їх обговорення. Екстракцiйну здатнiсть ТВЕКС–ТБФ та ТВЕКС–
калiксарен до урану (VI) вивчали в статичних умовах методом обмеженого об’єму при
температурi 25 ◦С та при рiзнiй кислотностi розчинiв. В експериментах використовували
водний розчин UO2(NO3)2·6H2O з вихiдною концентрацiєю урану 46,88 мг/дм

3. Кислотнiсть
розчинiв регулювали додаванням HNO3.

Для дослiдження екстракцiї до наважки ТВЕКСiв масою 0,1 г додавали 10 мл водного
розчину уранiлнiтрату (спiввiдношення рiдкої та твердої фаз дорiвнює 100) i перемiшу-
вали за допомогою магнiтної мiшалки до встановлення термодинамiчної рiвноваги. Час,
необхiдний для встановлення термодинамiчної рiвноваги в системi ТВЕКС–розчин, визна-
чався з кiнетики екстракцiї. Кiнетичнi кривi при рiзних концентрацiях азотної кислоти були
отриманi методом послiдовного вiдбору проб та визначення залишкової концентрацiї урану
в розчинi.

Аналiз кiнетичних кривих обмiну урану (VI) у системi ТВЕКС–калiксарен — розчин
(рис. 3) показав, що сорбцiйна рiвновага мiж рiдкою та твердою фазами достягається прак-
тично вже через 6 год.
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Початкову та рiвноважну концентрацiї урану (VI) визначали люмiнесцентним мето-
дом [11], який знайшов широке застосування для аналiзу, природних вод i технологiчних
об’єктiв з малим вмiстом урану. Вимiрювання проводили за допомогою спектрофлуори-
метра “Hitachi F-4010” (Японiя). Слiд зазначити, що в бiльшостi випадкiв люмiнесцентнi
методи мають дуже високу вибiрковiсть i на сьогоднi є одними з найбiльш чутливих мето-
дiв визначення урану (VI). Вiдноснi похибки вимiрювань при довiрчiй вiрогiдностi 0,95 не
перевищували 1%. Для визначення концентрацiї урану (VI) люмiнесцентним методом бу-
дували калiбрувальний графiк. Для цього готували серiю розчинiв нiтрату уранiлу з кон-
центрацiями, мг/дм3: 0,001, 0,005, 0,01, 0,05, 0,1 у 5%-й фосфорнiй кислотi, записували
спектри люмiнесценцiї iонiв уранiлу при їх збудженнi ультрафiолетовим випромiнюванням
ксенонової лампи при довжинi хвилi збудження 254 нм. Визначали iнтенсивнiсть пiка люмi-
несценцiї з максимальною довжиною хвилi 563 нм. За отриманими результатами будували
калiбрувальний графiк у координатах концентрацiя урану — iнтенсивнiсть люмiнесценцiї.
Потiм алiквоту розчину, яка мiстить уран (VI) пiсля екстракцiї ТВЕКСом, помiщали в ко-
нiчну колбу, послiдовно додавали 15 см3 5%-ї фосфорної кислоти та 3 см3 пероксиду водню.
Пробу ретельно перемiшували i помiрно нагрiвали до припинення розкладання пероксиду
водню (припинення бурхливого скипання проби) i кип’ятили пiсля цього ще 5–6 хв. Отри-
маний розчин переносили в мiрну колбу i доводили об’єм 5%-ю фосфорною кислотою до
100 см3. Записували спектр люмiнесценцiї розчину пiдготовленої проби при довжинi хвилi
збудження 254 нм. Визначали iнтенсивнiсть пiка люмiнесценцiї з довжиною хвилi 563 нм.
Вимiрювання повторювали 3 рази. Далi за даними калiбрувального графiка знаходили кон-
центрацiю урану.

Екстракцiйна здатнiсть ТВЕКСiв характеризувалася коефiцiєнтами розподiлу (Kd,
мл/г) та екстракцiї (Ks, %) урану (VI), якi розраховували за такими формулами:

Kd =
(C0 − Cp) · V

Cp ·m
, (1)

Ks =
(C0 − Cp)

C0
· 100%, (2)

де C0 i Cp — початкова i рiвноважна концентрацiї урану; V — загальний об’єм розчину,
мл; m — маса ТВЕКС, г.

Коефiцiєнти розподiлу Kd та коефiцiєнти екстракцiї Ks урану (VI) залежно вiд спiввiд-
ношення фаз та кислотностi демонструє табл. 1.

Порiвняльний аналiз коефiцiєнтiв розподiлу та екстракцiї (див. табл. 1) свiдчить, що
екстракцiйна здатнiсть ТВЕКС–калiксарену щодо урану (VI) при всiх спiввiдношеннях P :T
та кислотностi його водних розчинiв перевищує екстракцiйну здатнiсть ТВЕКС–ТБФ. Цi
данi узгоджуються з вiдомими уявленнями [12, 13] про пiдвищення екстракцiйної здатностi
рiдких екстрагентiв при переходi вiд фосфатiв до фосфiноксидiв. У такiй самiй послiдов-
ностi в iнтервалi дослiдженої кислотностi водних розчинiв збiльшується вплив кислотностi.
Зi зростанням кислотностi розчину екстракцiя урану зростає як для ТВЕКС–ТБФ, так
i для ТВЕКС–калiксарену (рис. 4). Але для ТВЕКС–калiксарену коефiцiєнт розподiлу ура-
ну (VI) зростає з пiдвищенням кислотностi розчину значно бiльше, нiж для ТВЕКС–ТБФ.
Це може бути пов’язане зi змiною складу комплексiв урану (VI) з ТБФ та калiксареном
з пiдвищенням кислотностi водного розчину.

Таким чином, твердий екстрагент, отриманий iмпрегнуванням поруватого кополiмера
стирен-дивiнiлбензен розчином 5,11,17,23-тетракiс-(дипропiлфосфiноїлметил)-25,26,27,28-
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Таблиця 1

ТВЕКС
Маса

ТВЕКСу, г
Об’єм

розчину, см3 P : T
Концентрацiя
HNO3, моль/л

Kd Ks, %

ТВЕКС–ТБФ 0,1 10 100 0 268 73
Те саме 0,1 5 50 0 136 73
” 0,1 10 100 0,1 330 77
” 0,1 10 100 0,3 371 79
” 0,1 10 100 1,0 399 80

ТВЕКС–калiксарен 0,1 10 100 0 790 89
Те саме 0,1 5 50 0 389 89
” 0,1 10 100 0,1 1279 93
” 0,1 10 100 0,3 2804 97
” 0,1 10 100 1,0 3502 97

Рис. 4. Залежнiсть Kd при екстракцiї урану (VI) у системах ТВЕКС–ТБФ (1 ) та ТВЕКС–калiксарен (2 )
вiд концентрацiї азотної кислоти

тетрапропоксикалiкс[4]арену в нелеткому полярному водонерозчинному метанiтротрифлуо-
рометилбензенi, ефективно вилучає уран (VI) з водних розчинiв. За ефективнiстю екстрак-
цiї синтезований матерiал перевершує аналогiчний твердий екстрагент на основi ТБФ i може
знайти застосування для аналiтичного визначення урану (VI) та його вилучення з водних
розчинiв рiзноманiтного походження.
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Экстракция урана (VI) пористым сополимером
стирол-дивинилбензен, импрегнированным
каликсарен-тетрафосфиноксидом

Импрегнированием пористого сополимера стирол-дивинилбензола раствором 5,11,17,23-
тетракис-(дипропилфосфиноилметил)-25,26,27,28-тетрапропоксикаликс[4]арена в нелету-
чем полярном водонерастворимом метанитротрифторметилбензоле получен твердый екс-
трагент ТВЭКС-каликсарен. Изучены сорбционно-селективные свойства ТВЭКС–ТБФ
и ТВЭКС–каликсарена относительно урана (VI) в зависимости от кислотности раствора.
Показано, что экстракционная способность ТВЭКС–каликсарена относительно урана (VI)
значительно превышает экстракционную способность ТВЭКС–ТБФ.

A.P. Krasnopyorova, G.D. Yukhno, D. S. Ternova, S. I. Miroshnichenko,
V.Yu. Korovin, Yu. F. Korovin,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine V. I. Kalchenko

Uranium (VI) extraction by porous styrene-divinylbenzene co-polymer
impregnated with calixarene tetraphosphineoxide

Solid extractant TVEХ–calixarene was prepared by an impregnation of the porous co-polymer
styrene-divinylbenzene with a solution of 5,11,17,23-tetrakis-(dipropylphosphinoylmethyl)-25,26,27,
28-tetrapropoxy-calix[4]arene in not volatile, polar, water insoluble metanitrotrifluoromethylbenzene.
Sorption-selective properties of TBP–TVEХ and TVEХ–calixarene against uranium (VI) depen-
ding on the acidity of a solution are studied. It is shown that the extraction ability of TVEХ–
calixarene for uranium (VI) is much higher than that of TVEХ–TBP.
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Д.С. Мiлохов, О.В. Хиля, О.В. Туров, Т.Д. Кiндер,
Ю.М. Воловенко

Дослiдження реакцiй

2-гетарил-2-(тетрагiдро-2-фуранiлiден)ацетонiтрилiв
з С-нуклеофiлами

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В.П. Хилею)

Вивчено реакцiї 2-гетарил-2-(тетрагiдро-2-фуранiлiден)ацетонiтрилiв з метиленактив-
ними сполуками як С-нуклеофiлами та запропоновано механiзм їх перебiгу. Розроблено
новий препаративний метод отримання полiфункцiональних похiдних конденсованих цi-
анопiридинiв на основi рециклiзацiї продуктiв приєднання за Мiхаелем замiщених аце-
тонiтрилiв до 2-гетарил-2-(тетрагiдро-2-фуранiлiден)ацетонiтрилiв. Структуру син-
тезованих сполук дослiджено на основi даних ЯМР спектроскопiї.

Використання 1,3-дикарбонiльних сполук знаходить широке застосування в практицi орга-
нiчного синтезу. Особливо цiкавими є сполуки, що мiстять приховану карбонiльну групу
в складi насиченого гетероциклiчного фрагмента. Взаємодiя останнiх з нуклеофiльними
агентами дозволяє синтезувати ω-функцiоналiзованi алкiлзамiщенi гетероцикли [1–4].

До перспективних синтонiв 1,3-дикарбонiльних сполук належать 2-гетарил-2-(тетрагiд-
ро-2-фуранiлiден)ацетонiтрили 1 [5, 6]. Наявнiсть акрилонiтрильного фрагмента в струк-
турi фуранiлiденiв 1 дає змогу цiлеспрямовано їх модифiкувати нуклеофiльними агента-
ми [7, 8].

Авторами цього повiдомлення дослiджено взаємодiю фуранiлiденiв 1 з метиленактивни-
ми сполуками як С-нуклеофiлами. Реакцiя замiщених ацетонiтрилiв 2 з фуранiлiденами 1
проходить через утворення промiжного адукту Мiхаеля 3. Подальша внутрiшньомолеку-
лярна взаємодiя атома нiтрогену гетероциклiчного замiсника та нiтрильної групи супро-
воджується розкриттям фуранового циклу з утворенням конденсованих 1-амiно- й 1-iмi-
но-4-цiанопiридинiв 4–7:
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Рис. 1. Вигляд областi поглинання ароматичних протонiв у спектрi 1Н ЯМР сполуки 7 у розчинi ДМСО-d6

(а) та в сумiшi розчинникiв ДМСО-d6 — дейтеротолуен-d8 (б )

Будову конденсованих пiридинiв 4–7 було встановлено за даними спектрiв 1Н ЯМР,
13С ЯМР та IЧ. Деталi будови сполуки 7 додатково з’ясовано за допомогою експеримен-
тiв двовимiрної спектроскопiї 1Н ЯМР (COSY-90) та селективного гомоядерного ефекту
Оверхаузера (ЯЕО).

Спектр 1Н ЯМР сполуки 7 мiстить двi однаковi чотириспiновi системи AMRX, тому вiд-
несення сигналiв у спектрi є дещо ускладненим. Крiм того, низка iнформативних сигналiв
у розчинi ДМСО-d6 дають складнi нероздiленi мультиплети. Нами знайдено, що в сумiшi
розчинникiв ДМСО-d6 — дейтеротолуен-d8 у спiввiдношеннi 2 : 1 збiг сигналiв виявився
мiнiмальним (рис. 1).

Один iз сигналiв ароматичних протонiв поглинає в бiльш слабкому полi (9,67 м. ч.), нiж
iншi сигнали. Логiчно припустити, що даний сигнал вiдповiдає протону 9-Н, який потрап-
ляє в область дезекранування неподiленої електронної пари iмiногрупи. Грунтуючись на
цьому припущеннi, при аналiзi координат кроспiкiв у спектрi COSY-90 (рис. 2) було вста-
новлено положення всiх iнших сигналiв протонiв (рис. 3). Експеримент з селективного ЯЕО
пiдтвердив вiрнiсть вiднесення вказаних сигналiв. Величини ЯЕО для розчину сполуки 7
у сумiшi ДМСО-d6 — дейтеротолуен-d8 показано стрiлками на рис. 3.

Наявнiсть ЯЕО мiж сигналом 3-НHet протона (7,58 м. ч.) хiнолiнового замiсника та сиг-
налом метиленових протонiв (2,43 м. ч.) свiдчить про просторову наближенiсть даних фраг-
ментiв. Водночас iснування ЯЕО мiж сигналом 3-НHet протона хiнолiну та сигналом про-
тона NH-групи (7,74 м. ч.) пiридобензтiазолу вказує на некомпланарнiсть зазначених вище
гетероциклiчних систем у сполуцi 7.
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Рис. 2. Область поглинання ароматичних протонiв у спектрi COSY-90 сполуки 7

Рис. 3. Будова сполуки 7 за даними спектроскопiї ЯМР та виявленi ЯЕО-вiдгуки

Величина ЯЕО мiж сусiднiми ароматичними протонами, що перебувають на вiдстанi
близько 0,2 нм, становить 6–7% (див. рис. 3). На вiдмiну вiд цього, величина ЯЕО мiж
сигналами протона 1-NH (7,74 м. ч.) та ароматичним протоном 9-Н (9,67 м. ч.) є значно
меншою i близькою до 1%. Цей факт означає, що вiдстань мiж протонами 1-NH й 9-Н
значно бiльша за 0,2 нм. У першому наближеннi величина ЯЕО є обернено пропорцiйною до
шостого ступеня вiдстанi мiж протонами. Отже, виходячи з експериментальних показникiв
ЯЕО, вiдстань мiж протонами 1-NH й 9-Н дорiвнює 0,3–0,4 нм, що вказує на E-орiєнтацiю
iмiногрупи.
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У спектрах 1Н ЯМР синтезованих сполук характерним є наявнiсть слабопольного си-
гналу протона 9-Н гетероциклу: 9,4–9,6 м. ч. (пiридобензтiазоли 5b, 6, 7) i 8,9 м. ч. (пi-
ридо-N -метилбензимiдазол 5c). Водночас положення сигналу NH-протона iмiногрупи за-
лежить як вiд природи гетероциклу, так i вiд замiсника в другому положеннi, тому його
сигнал у спектрi має бiльший дiапазон хiмiчних зсувiв — вiд 7,0 до 8,1 м. ч.

Таким чином, реакцiя 2-гетарил-2-(тетрагiдро-2-фуранiлiден)ацетонiтрилiв iз сполука-
ми, що мiстять активну метиленову групу, є новим зручним методом отримання полi-
функцiональних похiдних конденсованих цiанопiридинiв. З огляду на потенцiйну бiологiчну
активнiсть пiридобензимiдазолiв [9], синтезованi сполуки є перспективними об’єктами для
бiоскринiнгу.

Експериментальна частина. Температури плавлення вимiряно на малогабаритно-
му нагрiвальному столi типу Боецiус зi спостережним пристроєм РНМК 05 фiрми “VEB
Analytik”. Спектри 1Н ЯМР й 13С ЯМР, експерименти COSY-90 та селективного ЯЕО
вимiряно на спектрометрi “Varian Mercury-400” при частотi 400 МГц для 1Н й 100 МГц
для 13С. Розчинники ДМСО-d6, ДМСО-d6 — дейтеротолуен-d8 , внутрiшнiй стандарт ТМС.
В експериментi COSY-90 релаксацiйний промiжок становив 1 с, кiлькiсть iнкрементiв 128.
IЧ-спектри записано на приладi “FTIR Spectrometer Perkin Elmer BX II” в таблетках KBr.
Елементний аналiз виконано на аналiзаторi “CHNOS elementar vario MICRO Cube”. Конт-
роль за перебiгом реакцiй та чистотою синтезованих сполук здiйснено за допомогою ТШХ
на пластинках Silufol UV-254 у системi хлороформ — метанол (9 : 1).

Загальна методика синтезу конденсованих цiнопiридинiв 4–7. До суспензiї
2,0 ммоль фуранiлiдену 1 та 2,5 ммоль ацетонiтрилу 2 у 10 мл абсолютного дiоксану до-
давали при перемiшуваннi 2,5 ммоль гiдриду натрiю. Реакцiйну сумiш перемiшували при
кiмнатнiй температурi впродовж 1–2 год, потiм виливали в 100 мл води та нейтралiзували 1
N НСl до pH 7,0–7,5. Утворений осад вiдфiльтровували, сушили та перекристалiзовували
з вiдповiдного розчинника.

1-Амiно-3-(3-гiдроксипропiл)пiридо[1,2-a]бензимiдазол-2,4-дикарбонiтрил (4).
IЧ-спектр (KBr): ν, см−1: 3394, 3329, 3213, 2211, 1644, 1618, 1585, 1561, 1055, 761. 1H ЯМР
(400 MHz, DMSO-d6): δ, м. ч.: 1,86 (м, 2H, 2-CH2), 2,94 (т, J = 7,9 Hz, 2H, 1-CH2), 3,56 (м,
2H, 3-CH2), 4,50 (т, J = 4,6 Hz, 1H, OH), 7,33 (т, J = 7,9 Hz, 1Н, 8-Н), 7,51 (т, J = 7,9 Hz,
1Н, 7-Н), 7,75 (д, J = 7,9 Hz, 1Н, 6-Н), 8,48 (уш. с, 2H, NH2), 8,53 (д, J = 7,9 Hz, 1Н,
9-Н). 13C ЯМР (100 MHz, DMSO-d6): δ, м. ч.: 31,54, 33,34, 61,15, 77,29, 86,70, 115,24, 115,39,
115,86, 119,34, 122,17, 126,74, 128,80, 145,22, 147,70, 152,55, 155,70.

Вихiд 0,53 г (91%). Безбарвнi кристали (дiоксан). T.пл. 293–294 ◦C. Обчислено для
C16H13N5O: C 65,97; H 4,50; N 24,04. Знайдено: C 65,68; H 4,38; N 24,27.

7-(3-Гiдроксипропiл)-5-iмiно-3-метил-5Н-[1,3]тiазоло[3,2-a]пiридин-6,8-ди-
карбонiтрил (5а). IЧ-спектр (KBr): ν, см−1: 3421, 3272, 2929, 2199, 1613, 1489, 1072. 1H
ЯМР (400 MHz, DMSO-d6): δ, м. ч.: 1,76 (м, 2H, 2-CH2), 2,67 (т, J = 7,6 Hz, 2H, 1-CH2),
2,82 (с, 3Н, Me), 3,50 (м, 2H, 3-CH2), 4,48 (т, J = 5,2 Hz, 1H, OH), 7,20 (с, 1Н, 2-H), 7,59
(с, 1H, NH). 13C ЯМР (100 MHz, DMSO-d6): δ, м. ч.: 20,11, 31,31, 32,75, 60,94, 81,58, 93,42,
110,99, 115,60, 115,85, 141,99, 155,50, 156,04, 163,05.

Вихiд 0,40 г (73%). Жовтi кристали (етанол). T.пл. 183–184 ◦C. Обчислено для
C13H12N4OS: C 57,34; H 4,44; N 20,57; S 11,77. Знайдено: C 57,47; H 4,63; N 20,78; S 11,60.

3-(3-Гiдроксипропiл)-1-iмiно-1Н-пiридо[2,1-b][1,3]бензтiазол-2,4-дикарбонiт-
рил (5b). IЧ-спектр (KBr): ν, см−1: 3422, 3301, 2208, 1610, 1501, 1020, 762. 1HЯМР (400 MHz,
DMSO-d6): δ, м. ч.: 1,83 (м, 2H, 2-CH2), 2,78 (т, J = 7,6 Hz, 2H, 1-CH2), 3,55 (м, 2H, 3-CH2),
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4,54 (т, J = 4,6 Hz, 1H, OH), 7,54 (м, 2Н, 7,8-H), 8,10 (д, J = 7,3 Hz, 1Н, 6-Н), 8,14 (с, 1H,
NH), 9,54 (д, J = 8,1 Hz, 1Н, 9-Н). 13C ЯМР (100 MHz, DMSO-d6): δ, м. ч.: 31,25, 32,37, 60,62,
82,60, 96,18, 114,78, 114,89, 121,68, 122,92, 125,31, 127,23, 127,46, 139,12, 154,66, 155,20, 160,56.

Вихiд 0,53 г (86%). Жовтi кристали (дiоксан). T.пл. 233–234 ◦C. Обчислено для
C16H12N4OS: C 62,32; H 3,92; N 18,17; S 10,40. Знайдено: C 62,12; H 4,03; N 18,19; S 10,52.

3-(3-Гiдроксипропiл)-1-iмiно-5-метил-1,5-дигiдропiридо[1,2-a]бензимiдазол-
2,4-дикарбонiтрил (5с). IЧ-спектр (KBr): ν, см−1: 3506, 3313, 2207, 1618, 1598, 1576,
1532, 1071, 786. 1H ЯМР (400 MHz, DMSO-d6): δ, м. ч.: 1,85 (м, 2H, 2-CH2), 2,78 (т,
J = 7,9 Hz, 2H, 1-CH2), 3,54 (м, 2H, 3-CH2), 4,12 (с, 3Н, NMe), 4,49 (т, J = 5,2 Hz, 1H,
OH), 7,40 (т, J = 7,9 Hz, 1Н, 8-Н), 7,53 (т, J = 7,9 Hz, 1Н, 7-Н), 7,58 (с, 1H, NH), 7,70
(д, J = 7,9 Hz, 1Н, 6-Н), 8,94 (д, J = 7,9 Hz, 1Н, 9-Н). 13C ЯМР (100 MHz, DMSO-d6):
δ, м. ч.: 31,80, 32,01, 33,04, 61,10, 69,10, 88,29, 110,70, 116,73, 116,88, 118,24, 124,51, 126,99,
127,75, 133,52, 145,70, 153,58, 158,68.

Вихiд 0,56 г (92%). Безбарвнi кристали (н-бутанол). T.пл. 258–259 ◦C. Обчислено для
C17H15N5O: C 66,87; H 4,95; N 22,94. Знайдено: C 66,60; H 5,06; N 22,81.

3-(3-Гiдроксипропiл)-1-iмiно-2-фенiл-1Н-пiридо[2,1-b][1,3]бензтiазол-4-кар-
бонiтрил (6). IЧ-спектр (KBr): ν, см−1: 3401, 3308, 2200, 1611, 1594, 1525, 1054, 756. 1H
ЯМР (400 MHz, DMSO-d6): δ, м. ч.: 1,60 (м, 2H, 2-CH2), 2,24 (т, J = 7,8 Hz, 2H, 1-CH2),
3,25 (м, 2H, 3-CH2), 4,20 (т, J= 5,0 Hz, 1H, OH), 7,01 (с, 1H, NH), 7,21 (д, J = 7,3 Hz, 1H,
2,6-HAr), 7,44 (м, 2Н, 7,8-H), 7,48 (т, J = 7,3 Hz, 1H, 4-HAr), 7,54 (т, J = 7,3 Hz, 1H, 3,5-HAr),
7,92 (дд, J = 5,6, 3,2 Hz, 1Н, 6-Н), 9,48 (дд, J = 5,6, 3,7 Hz, 1Н, 9-Н). 13C ЯМР (100 MHz,
DMSO-d6): δ, м. ч.: 29,40, 32,77, 60,93, 82,12, 116,73, 121,50, 122,35, 124,51, 125,00, 126,36,
126,62, 128,76, 129,74 (2C), 130,41 (2C), 134,62, 139,85, 140,65, 155,37, 159,62.

Вихiд 0,61 г (85%). Жовтi кристали (i-пропанол). T.пл. 162–163 ◦C. Обчислено для
C22H19N3O2S: C 67.84; H 4,92; N 10,79; S 8,23. Знайдено: C 67,75; H 5,04; N 10,70; S 8,17.

3-(3-Гiдроксипропiл)-1-iмiно-2-хiнолiн-2-iл-1Н-пiридо[2,1-b][1,3]бензтiазол-
4-карбонiтрил (7). IЧ-спектр (KBr): ν, см−1: 3423, 3322, 2201, 1612, 1522, 1058, 757.
1H ЯМР (400 MHz, DMSO-d6 : толуол-d8 = 2 : 1): δ, м. ч.: 1,88 (м, 2H, 2-CH2), 2,43 (т,
J = 7,6 Hz, 2H, 1-CH2), 3,39 (м, 2H, 3-CH2), 4,68 (т, J = 5,2 Hz, 1H, OH), 7,44 (м, 2Н, 7,8-H),
7,58 (д, J= 8,3 Hz, 1H, 3-HHet), 7,69 (т, J = 8,1 Hz, 1H, 6-НHet), 7,74 (с, 1H, NH), 7,83 (т,
J = 8,1 Hz, 1H, 7-НHet), 8,03 (м, 1Н, 6-Н), 8,08 (д, J = 8,1 Hz, 1H, 5-HHet), 8,20 (д, J= 8,1 Hz,
1H, 8-HHet), 8,53 (д, J= 8,3 Hz, 1H, 4-HHet), 9,67 (м, 1Н, 9-Н). 13C ЯМР (100 MHz, DMSO-d6):
δ, м. ч.: 29,12, 32,57, 60,76, 81,78, 117,25, 121,21, 123,05, 123,38, 123,82, 125,17, 126,76, 127,02,
127,38, 127,56, 128,46, 129,29, 130,39, 138,16, 139,80, 141,94, 148,30, 154,71, 156,69, 158,43.

Вихiд 0,74 г (90%). Жовтi кристали (дiоксан). T.пл. 197–198 ◦C. Обчислено для
C24H18N4OS: C 70,22; H 4,42; N 13,65; S 7,81. Знайдено: C 70,05; H 4,37; N 13,71; S 7,75.

Таким чином, у данiй роботi дослiджено взаємодiю 2-гетарил-2-(тетрагiдро-2-фуранiл-
iден)ацетонiтрилiв iз замiщеними ацетонiтрилами, що дозволило запропонувати новий син-
тетичний пiдхiд для отримання функцiоналiзованих потенцiйно бiологiчно активних похiд-
них конденсованих цiанопiридинiв.
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Исследование реакций
2-гетарил-2-(тетрагидро-2-фуранилиден)ацетонитрилов
с С-нуклеофилами

Изучены реакции 2-гетарил-2-(тетрагидро-2-фуранилиден)ацетонитрилов с метиленак-
тивными соединениями в качестве С-нуклеофилов и предложен механизм их проте-
кания. Разработано новый препаративный метод получения полифункциональных про-
изводных конденсированных цианопиридинов на основе рециклизации продуктов присое-
динения по Михаэлю замещенных ацетонитрилов к 2-гетарил-2-(тетрагидро-2-фуранил-
иден)ацетонитрилам. Структура синтезированных соединений исследована на основании
данных ЯМР спектроскопии.

D. S. Milokhov, O.V. Khilya, A.V. Turov, T.D. Kinder, Yu.M. Volovenko

Study of reactions of 2-hetaryl-2-(tetrahydro-2-furanyliden)acetonitriles
with C-nucleophiles

The reaction of 2-hetaryl-2-(tetrahydro-2-furanyliden)acetonitriles with methylene active compounds
as C-nucleophiles has been investigated, and the mechanism of the reaction has been suggested. The
base promoted Michael addition of substituted acetonitriles to 2-hetaryl-2-(tetrahydro-2-furanyli-
den)acetonitriles followed by ring transformations has provided a novel convenient synthetic route
to functionalized fused cyanopyridines. The structure of compounds obtained has been established
based on NMR spectroscopy.
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Т.В. Руденчик, П.О. Бондаренко, Р.А. Рожнова, Н.А. Галатенко,
Т.О. Кiсельова

Властивостi кополiмерiв на основi
олiгооксипропiленфумарату, диметакрилат

триетиленглiколю та N-вiнiлпiролiдону

(Представлено академiком НАН України Є.В. Лебедєвим)

За механiзмом радикальної полiмеризацiї методом термостверднення отримано ко-
полiмери на основi олiгооксипропiленфумарату та реакцiйноздатних мономерiв з по-
двiйними зв’язками (N-вiнiлпiролiдон, диметакрилат триетиленглiколю). Методом IЧ
спектроскопiї дослiджена їх структура та пiдтверджено проходження кополiмериза-
цiї ненасичених сполук. Встановлений вплив N-вiнiлпiролiдону в системi на мiцнiсть
при розривi, вiдносне подовження при розривi та водопоглинання отриманих кополiме-
рiв. Фiзико-механiчними дослiдженнями визначено, що оптимальним спiввiдношенням
компонентiв є пропорцiя 40 : 40 : 20.

Ненасиченi олiгоестери завдяки вiдмiнним технологiчним характеристикам полiмерних ком-
позицiй на їхнiй основi та простотi отримання зшитих систем рiзними способами iнiцiюван-
ня знаходять широке використання в рiзних галузях технiки, у тому числi для створення
полiмерiв медичного призначення [1–4].

Ненасиченi олiгоестери, зокрема олiгооксипропiленфумарати (ООПФ) [5, 6], у присут-
ностi iнiцiаторiв пiд впливом пiдвищених температур здатнi утворювати зшитi полiмери.
Однак гомополiмеризацiя проходить з невеликим ступенем перетворення [7]. Тому доцiльно
проводити кополiмеризацiю олiгоестерiв з ненасиченими мономерами.

Кополiмери, що отриманi на основi ООПФ, мають ряд переваг. Вiдомо, що фумарати
в порiвняннi з малеїнатами менш пiддаються старiнню й впливу атмосферних факторiв [8],
а їх кополiмери мають пiдвищену твердiсть, теплостiйкiсть i водостiйкiсть, що пояснюється
пiдвищеною густиною зшивки фумаратiв. До того ж фумаровi зв’язки є бiльш реакцiйно-
здатними в порiвняннi з малеїновими, що можна пояснити рiзною просторовою конфiгура-
цiєю цис- й транс-iзомерiв [7].

У даному повiдомленнi кополiмеризацiю ООПФ дослiджували з ненасиченими сполу-
ками рiзного типу. Завдяки комбiнацiї рiзних за властивостями компонентiв отримували
полiмери з полiпшеними властивостями, оскiльки ТГМ-3 надає системi гнучкостi, а N-вi-
нiлпiролiдон — твердостi, мiцностi, гiдрофiльностi та збiльшує густину зшивки полiмерного
матерiалу.

Метою нашої роботи було отримання термостверднених кополiмерiв на основi олiгоесте-
ру — ООПФ, реакцiйноздатного мономеру — ВП та олiгомеру — ТГМ-3, дослiдження їх
структури й фiзико-механiчних властивостей.

Експериментальна частина. ООПФ синтезували при ММ 2500 й вмiстi води 0,03%
та очищували методами, описаними в статтi [5].

Диметакрилат триетиленглiколю (ТГМ-3) ММ 286,20 переганяли в вакуумi при 360 К
й 0,05 КПа.
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N-вiнiлпiролiдон (ВП) (“Fluka”, Нiмеччина), (ММ 111,16, n20D 1,045) використовували
очищеним двократною вакуумною перегонкою.

N,N-диметиланiлiн (ДМА) (ММ 121,2, ρ 0,9557 г/см3 (20 ◦C), T.кип. 192,5–193,5 ◦C, n20D
1,55819).

Пероксид бензоїлу (ПБ) (ММ 242,23, n20D 4 1,3340) застосовували без додаткового очи-
щення.

Методи дослiдження. IЧ-спектри кополiмерiв та вихiдних сполук були знятi на
IЧ-спектрометрi з перетворенням Фур’є “Tensor-37” в областi 650–4000 см−1 методом пору-
шеного повного внутрiшнього вiдображення (ППВВ) (призма-трапецiя KRS-5, число вiдо-
бражень N = 1). Вiднесення смуг — згiдно зi спектрами Белламi (1957).

Фiзико-механiчнi показники визначали за ГОСТом 14236 на модернiзованiй машинi 2166
Р-5 зi швидкiстю розширення захватiв (50 ± 5) мм/хв та швидкiстю фiксацiї результатiв
0,01 с.

Водопоглинання визначали за ГОСТом 4650 [9]. Попередньо осушенi до постiйної маси,
зваженi з похибкою не бiльш 0,0001 г зразки витримували в дистильованiй водi при темпе-
ратурi (23± 2) ◦C впродовж (24± 1) год. Пiсля чого їх виймали, витирали фiльтрувальним
папером та зважували.

Результати та їх обговорення. Кополiмери отримували шляхом сумiщення ООПФ
з ТГМ-3 при iнтенсивному перемiшуваннi з подальшим додаванням iнiцiатора попередньо
розчиненого у ВП та прискорювача в кiлькостях, указаних в табл. 1, 2. Радикальну по-
лiмеризацiю, яка основана на активацiї i розкриттi подвiйних зв’язкiв, здiйснювали при
температурi 50 ◦C.

Таблиця 1. Результати фiзико-механiчних дослiджень кополiмерiв, отриманих при рiзних спiввiдношеннях
iнiцiатора та прискорювача

Зразок
Склад кополiмерiв, % (мас.) Мiцнiсть на

розрив σ, МПа
Вiдносне

подовження ε, %ООПФ ТГМ-3 ВП ПБ ДМА

1 40 40 20 0,75 0,50 8,57 8,3
2 0,75 0,25 — —
3 0,75 — — —
4 0,50 0,50 11,35 17,4
5 0,50 0,25 9,80 14,0

Таблиця 2. Властивостi кополiмерiв на основi ООПФ, ТГМ й ВП

Зразок
Склад кополiмерiв, % (мас.) Мiцнiсть на

розрив σ, МПа
Вiдносне

подовження ε, %
ρ, г/см3

ООПФ ТГМ-3 ВП

1 40 0 60 — — 1,222

2 40 30 30 9,93 10,5 1,251

3 40 35 25 10,44 7,0 1,254

4 40 40 20 11,35 17,4 1,265

5 40 42 18 10,32 5,3 1,248

6 40 45 15 9,54 10,0 1,255

7 40 50 10 9,92 8,0 1,255

8 40 52 8 7,73 10,7 1,26

9 40 55 5 7,48 9,3 1,256

10 40 60 0 4,27 8,0 1,16
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З метою визначення оптимальної концентрацiї iнiцiатора ПБ i прискорювача ДМА по-
передньо було синтезовано ряд кополiмерiв на основi ООПФ, ТГМ-3 та ВП при рiзному
спiввiдношеннi (%) ПБ до ДМА (0,75 : 0,50; 0,75 : 0,25; 0,75 : 0,00; 0,50 : 0,50).

Концентрацiї й спiввiдношення iнiцiатора й прискорювача при термоiнiцiйованiй полi-
меризацiї пiдбирали таким чином, щоб забезпечити швидкiсть отверднення, прийнятну для
проведення необхiдних технологiчних операцiй виготовлення зразкiв, i максимально скоро-
чений строк досягнення оптимальних властивостей. Тому вмiст iнiцiатора й прискорювача
в спiввiдношеннi 0,50 : 0,50 % обраний для подальшого створення нових композицiй з по-
лiпшеними властивостями. Встановлено, що кополiмер iз цим спiввiдношенням компонентiв
має максимальнi фiзико-механiчнi властивостi (див. табл. 1). Зразки 2 i 3 не пiдлягають ви-
пробуванням через трiщини, якi з’явилися в результатi процесу тверднення. Для вибору
оптимального складу отримано ряд нових кополiмерiв на основi ООПФ, реакцiйноздатного
мономеру ВП i олiгомеру ТГМ-3 методом термостверднення при рiзному спiввiдношеннi
ВП i ТГМ-3 загальної формули:

За даними фiзико-механiчних дослiджень (див. табл. 2) оптимальним спiввiдношенням
мiж ООПФ, ТГМ-3 i ВП є пропорцiя 40 : 40 : 20. Композицiї, що збагаченi ВП у бiльшiй
концентрацiї, а також при його недостатнiй кiлькостi, мають меншу мiцнiсть на розрив
i вiдносне подовження. Отриманий кополiмер олiгоестеру, який в своєму складi мiстить
тiльки ВП, є крихкою масою, тому не пiдлягає фiзико-механiчним випробуванням.

Введення ВП до складу кополiмерiв приводить до змiн густини зразкiв отриманих зши-
тих систем (рис. 1). Присутнiсть ВП спричиняє пiдвищення густини зразкiв. Максимальне її
значення характерно для композицiї з масовим вмiстом ВП 20% i становить 1,265 г/см3. За
даними фiзико-механiчних випробувань, кополiмер з масовим вмiстом ВП 20% має найвищi
показники мiцностi при розривi (11,35 МПа) i вiдносного подовження (17,4 %).

Вiдомо, що введення ВП та його кополiмерiв до складу та структури полiмерних мате-
рiалiв приводить до пiдвищення їх гiдрофiльностi, яка сприяє вивiльненню лiкарських пре-
паратiв in vitro [10]. Так, зi збiльшенням вмiсту ВП у дослiджуваних системах водопогли-
нання пiдвищується (рис. 2), що є позитивним моментом i в подальшому буде використано
при створеннi полiмерних систем пролонгованого вивiльнення.
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Рис. 1. Густина кополiмерiв залежно вiд вмiсту ВП

Рис. 2. Водопоглинання кополiмерiв залежно вiд вмiсту ВП

Взаємодiю ООПФ й ВП дослiджено методом IЧ спектроскопiї. На IЧ-спектрах вихiдних
речовин (ООПФ, ВП) i продукту їх реакцiї (ООПФ + ВП(60)) (рис. 3) видно, що зв’язки
С= С присутнi як в ООПФ (смуга поглинання 1647 см−1), так i у ВП (смуга поглинання
1630 см−1). У продуктi реакцiї (див. а на рис. 3, крива 3 ) цi смуги вiдсутнi, що є доказом
проходження реакцiї за рахунок розкриття подвiйних зв’язкiв.

На спектрi продукту реакцiї спостерiгається збереження смуги νC=O 1726 см
−1 естерної

групи ООПФ i змiщення в область менших частот 1664 см−1 смуги поглинання 1704 см−1

ВП, що пiдтверджує змiни, пов’язанi з замiщенням у бензольному кiльцi в результатi його
приєднання до молекули бiльшої молекулярної маси. Смуга поглинання νOH — 3390 см−1

стає меншою за iнтенсивнiстю в порiвняннi зi смугою поглинання νOH ООПФ, що також
є свiдоцтвом проходження реакцiї зi збiльшенням молекулярної маси (на молекулярну ма-
су продукту ОН-груп стало менше). В областi 1000–1300 см−1 з’являються додатковi сму-
ги; це пов’язано iз замiщенням вiнiлпiролiдонового кiльця i валентними коливаннями груп
C−O−C, C−O−H (νC−O), що пояснюється структурою молекули.

Взаємодiю ООПФ i ТГМ-3 дослiджували по IЧ-спектрах вихiдних речовин ООПФ,
ТГМ-3 i продукту їх взаємодiї ООПФ + ТГМ-3(60) (див. б на рис. 3).
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Рис. 3. IЧ-спектри вихiдних речовин i продукту реакцiї:
а: 1 — ВП; 2 — ООПФ; 3 — ООПФ+ ВП(60); б : 1 — ООПФ; 2 — ТГМ-3; 3 — ООПФ+ ТГМ-3(60)

Смуга поглинання νC=C зв’язку ООПФ 1647 см−1 на спектрi продукту реакцiї (див. б
на рис. 3, крива 3 ) вiдсутня, а смуга поглинання зв’язку ТГМ-3 1638 см−1 проявляється
невеликим плечем, що свiдчить про невелику кiлькiсть C=C-зв’язкiв.

У порiвняннi з вихiдними речовинами на IЧ-спектрi продукту взаємодiї ООПФ з ТГМ
(див. б на рис. 3, крива 3 ) змiнюється профiль смуг поглинання νC−H. Аналогiчнi змiни спо-
стерiгаються в областi 1300–1500 см−1 деформацiйних коливань δC−H, що пов’язано з роз-
криттям зв’язку =CH2 та утворенням iнших СН-груп. Зменшення iнтенсивностi смуги νOH

є свiдоцтвом збiльшення молекулярної маси продукту взаємодiї. В областi 1000–1300 см−1,
яка вiдповiдає за νC−O, змiнюється профiль смуг поглинання, що пояснюється появою зв’яз-
кiв C−O, якi належать рiзним групам.

На IЧ-спектрах ряду кополiмерiв ООПФ + ТГМ-3 + ВП, отриманих при рiзному масо-
вому спiввiдношеннi компонентiв (рис. 4) зi збiльшенням концентрацiї ТГМ-3 i одночасним
зменшенням кiлькостi ВП у системi, широка смуга νOH з максимумом 3361 см

−1 змiщається
убiк бiльших частот 3440 см−1, що є свiдоцтвом появи вiльних та менш зв’язаних водневи-
ми зв’язками ОН-груп. Смуга νC=C ТГМ-3 1638 см−1 проявляється на IЧ-спектрi зразка,
отриманого при спiввiдношеннi ВП : ТГМ-3 = 5 : 55% за масою (див. рис. 4, крива 3 ), змен-
шується в рядi зi зменшенням вмiсту ТГМ-3 й зникає в зразку з масовим вмiстом ТГМ-3 та
ВП у кiлькостi вiдповiдно 40 та 20% (див. криву 7 ). У результатi реакцiї з’являється смуга
νC=O пiролiдонового кiльця 1669 см−1, iнтенсивнiсть якої росте зi зменшенням кiлькостi
ТГМ-3 i збiльшенням кiлькостi ВП (див. криву 3 ).
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Рис. 4. IЧ-спектри кополiмерiв з N–ВП:
1 — ВП; 2 — ТГМ-3; 3 — ООПФ+ ТГМ-3(55) + ВП(5); 4 — ООПФ + ТГМ-3(52) + ВП(8); 5 — ООПФ+
+ТГМ-3(50) +ВП(10); 6 — ООПФ+ ТГМ-3(45) +ВП(15); 7 — ООПФ+ ТГМ-3(40)+ ВП(20)

У ряду зi збiльшенням ТГМ-3 вiдбувається зсув смуги νOH 3361 см−1 в область бiльших
частот — 3440 см−1, що говорить про послаблення водневих зв’язкiв мiж молекулами полi-
меру. Найбiльш сильнi вони в зразку ООПФ+ТГМ-3(40)+ВП(20), що пов’язано зi змiнами
в реакцiї полiмеризацiї при збiльшеннi кiлькостi ТГМ-3.

Смуга 1669 см−1, яка найiнтенсивнiша в кополiмерi ООПФ+ТГМ-3(40)+ВП(20) змен-
шується i майже зникає в зразку ООПФ +ТГМ-3(55) + ВП(5). Також змiнюється профiль
смуг в областi 1000–1300 см−1, якi вiдповiдають за νC−O рiзних груп i пiдтверджують утво-
рення в молекулi полiмеру груп iншої структури. Отже, змiнюється профiль смуг як валент-
них (ν), так i деформацiйних (δ) коливань СН-груп, що пiдтверджує проходження реакцiї
полiмеризацiї, змiнюється сила водневих зв’язкiв при рiзних концентрацiях компонентiв.

Таким чином, в результатi виконаної роботи методом термостверднення отримано ряд
кополiмерiв на основi ООПФ, реакцiйноздатного мономеру N-вiнiлпiролiдону та олiгомеру
ТГМ-3 з ненасиченими зв’язками. Встановлено, що введення в систему ВП приводить до
збiльшення мiцностi при розривi, вiдносного подовження, водопоглинання зразкiв. Методом
IЧ спектроскопiї пiдтверджено проходження кополiмеризацiї ненасичених сполук внаслiдок
активування й розкриття подвiйних зв’язкiв.
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Т.В. Руденчик, П.А. Бондаренко, Р.А. Рожнова, Н.А. Галатенко,
Т.А. Киселева

Свойства сополимеров на основе олигооксипропиленфумарата,
диметакрилат триэтиленгликоля и N-винилпирролидона

По механизму радикальной полимеризации методом термоотверждения получены сополи-
меры на основе олигооксипропиленфумарата и реакционноспособных мономеров с двойными
связями (N-винилпирролидон, диметакрилат триэтиленгликоля). Методом ИК спектро-
скопии исследована их структура и подтверждено прохождение сополимеризации нена-
сыщенных соединений. Установлено влияние N-винилпирролидона в системе на прочность
при разрыве, относительное удлинение при разрыве и водопоглощение полученных сополиме-
ров. Физико-механическими исследованиями определено, что оптимальным соотношением
компонентов является пропорция 40 : 40 : 20.

T.V. Rudenchyk, P. O. Bondarenko, R.A. Rozhnova, N.A. Galatenko,
T.O. Kiselova

The properties of copolymers on the basis of oligooxypropylen
fumarate, triethylenglycol-dimethacrylate, and N-vinylpyrrolidone

By the mechanism of radical polymerization by the method of thermohardening, сopolymers on the
basis of oligooxypropylen fumarate and reactive monomers with double bonds (N-vinyl pyrrolidone,
triethylenglycol-dimethacrylate) are obtained. By the method of IR-spectroscopy, their structure
is investigated, and the passage of copolymerization of unsaturated compounds is validated. The
influence of N-vinylpyrrolidone in the system on the tensile strength, relative elongation, and water
absorption of the obtained copolymers is shown. Physical-mechanical studies have determined that
the optimal ratio of the components is 40 : 40 : 20.
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Член-корреспондент НАН Украины В.В. Шевченко, А.В. Дорохин,
И. Чой, А.В. Стрюцкий, Н.С. Клименко, В.В. Цукрук

Синтез амфифильных систем полиэдральных
олигомерных силсесквиоксанов с фенольным
азокрасителем Disperse yellow 7

Описан подход к синтезу функционализированных гидрофильно-гидрофобных хромофор-
содержащих полиэдральных олигомерных силсесквиоксанов (POSS), амфифильность ко-
торых создается сочетанием в органическом обрамлении силсесквиоксанового ядра хро-
мофоров гидрофильной или гидрофобной природы с соответственно гидрофобными или
гидрофильными олигомерными соединениями. Синтезирован первый представитель это-
го типа амфифильных POSS, в котором в качестве гидрофобной составляющей высту-
пает азокраситель Disperse yellow 7, а в качестве гидрофильной — олигоэтиленоксид.
Показана возможность функционализации олигомерной составляющей с целью прида-
ния новых свойств.

Полиэдральные олигомерные силсесквиоксаны (POSS) привлекают большое внимание при
создании органо-неорганических наноструктурированных систем с уникальным комплексом
свойств [1]. Ведущее место среди них занимают октаэдральные олигосилсесквиоксаны об-
щей формулы R8Si8O12, в которых центральное неорганическое ядро кубической формы
размером ∼1,5 нм обрамлено органическими заместителями R [2]. Возможность введения
различных функциональных групп и фрагментов в состав органического обрамления, при-
водящее к разнообразию свойств таких соединений, предопределило их использование в ка-
честве молекулярных строительных блоков при создании функциональных наноматериа-
лов [3].

Экстремально низкая полярность октаэдрального силсесквиоксанового ядра открыла
путь к созданию амфифильных POSS, способных к самоорганизации в растворе, на по-
верхности, в твердой фазе [1]. На их основе получен ряд материалов с интересными опти-
ческими, поверхностно-активными, биологическими и другими свойствами [4–8]. Менее раз-
работан путь создания амфифильных POSS, в которых гидрофобные и гидрофильные свой-
ства определяются химической природой органических заместителей и их количественным
соотношением. Такое строение производных POSS также обуславливает их способность
к самоорганизации с образованием наноструктурированных пленок, например, методом
Лэнгмюра–Блоджетт [9].

Известно, что хромофорсодержащие органо-неорганические полимерные материалы
представляют большой интерес при создании материалов для оптоэлектроники [10] и ла-
зерной техники [11]. В качестве строительных блоков при создании таких органо-неоргани-
ческих систем могут быть предложены амфифильные хромофорсодержащие POSS. В на-
учной литературе описан единственный представитель такого типа POSS [4], содержащий
в качестве хромофора 5-диметиламинонафталин-1-сульфонильную гидрофобную группу,
а гидрофильная составляющая сформирована за счет введения глюконатных фрагментов.
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Нами развивается направление синтеза функционализированных хромофорсодержащих
POSS, амфифильность которых создается сочетанием в органическом обрамлении хро-
мофоров гидрофильной или гидрофобной природы с соответственно гидрофобными или
гидрофильными олигомерными соединениями. При этом олигомерной составляющей могут
быть приданы и дополнительные функциональные свойства.

В данном сообщении представлен первый представитель такого типа амфифильных
POSS, где в качестве гидрофобной составляющей органического обрамления выступает кра-
ситель Disperse yellow 7, а в качестве гидрофильной — олигоэтиленоксидная составляющая.

Экспериментальная часть. Монометиловый эфир олигооксиэтиленгликоля молеку-
лярной массы 750 г/моль (“Aldrich”) обезвоживали нагреванием в вакууме при 90 ◦С. Кра-
ситель Disperse yellow 7 (“Aldrich”), 3-аминопропилтриэтоксисилан (“Aldrich”, 95%), дици-
клогексилкарбодиимид (“Aldrich”), 4-диметиламинопиридин (“Aldrich”), диэтиловый эфир
(ч. д. а.) применяли без дополнительной очистки. Фталевый ангидрид (“Bayer AG”) субли-
мировали перед использованием. Толуилендиизоцианат (смесь 2,4- и 2,6-изомеров в соотно-
шении 20 : 80, “Bayer AG”) очищали вакуумной перегонкой перед использованием. Диме-
тилсульфоксид (ДМСО, ч. д. а.) и диметилформамид (ДМФА, ч. д. а.) были осушены пере-
гонкой с полиизоцианатом.

Аминопропилсодержащий октаэдральный олигомерный силсесквиоксан POSS–NH2

(3,3′,3′′,3′′′,3′′′′,3′′′′′,3′′′′′′,3′′′′′′′-(2,4,6,8,10,12,14,16,17,18,19,20-додекаокса-1,3,5,7,9,11,13,15-ок-
тасилапентацикло[9.5.1.13,9.15,15.17,13]икосан-1,3,5,7,9,11,13,15-октаил)октакис(пропан-1-
амин)) получали, аналогично описанному в публикации [3].

ИК-спектры с преобразованием Фурье снимали на спектрофотометре “TENSOR 37”
в спектральной области 600–4000 см−1. 1Н ЯМР спектры снимали на приборе “Varian
VXR-400 МНz” с использованием в качестве растворителя ДМСО-d6.

Спектры MALDI ToF MS получали с использованием масс-спектрометра
AUTOFLEX®IILRF20 (“Bruker Daltonics”), оснащенного азотным лазером (λ = 337 нм).
Был использован линейный режим разделения по массам для позитивных ионов, поскольку
этот режим наиболее чувствителен к слабым ионным потокам и позволяет регистрировать
компоненты с низким содержанием их в смеси [12]. Для уменьшения статистической
ошибки определения молекулярних масс проводилось накопление сигналов, полученных
путем облучения мишени в 50 разных точках. В качестве матрицы применяли синапиновую
кислоту (“Fluka”, >99%). Образцы для изучения получали смешением раствора матрицы
(20 мг/мл) и раствора соединений POSS–краситель (10 мг/мл) в ДМФА в объемном
соотношении 10 : 1.

Спектры UV–Vis снимали на спектрофотометре “Cary 300”. Для этого использова-
ли 0,01%-й по массе раствор вещества в хлороформе.

Целевой продукт, содержащий олигоэтиленоксидуретанмочевинную и 2-метил-4-((4-(фе-
нилдиазенил)фенил)диазенил)фенольную составляющие (соединение 4), синтезировали по
следующей методике. Смесь 0,232 г (1,33 ммоль) толуилендиизоцианата и 1 г (1,33 ммоль)
монометилового эфира олигооксиэтиленгликоля выдерживали при постоянном перемеши-
вании без доступа влаги воздуха при 80 ◦С в течение 30 мин. К полученному изоциа-
натному форполимеру молекулярной массы 950 г/моль (соединение 1) добавляли раствор
0,293 г (2,66 ммоль-экв) POSS–NH2 в 5 мл ДМСО и смесь выдерживали в течение 5 мин
при 25 ◦С с образованием соединения 2. К полученному раствору добавляли раствор 0,197 г
(1,33 ммоль) фталевого ангидрида в 5 мл ДМСО и выдерживали при 80 ◦С в течение 8 ч
с образованием соединения 3. К нему добавляли 0,444 г (1,333 ммоль) красителя Disperse
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yellow 7, раствор в 5 мл ДМСО, 0,275 г (1,333 ммоль) дициклогексилкарбодиимида и 0,016 г
(0,131 ммоль) 4-диметиламинопиридина при 50 ◦С. Реакцию контролировали по изменению
полосы поглощения карбодиимидной группы в ИК-спектре (2117 см−1). Выпавший кристал-
лический осадок N,N-дициклогексилмочевины отфильтровывали, растворитель отгоняли
под вакуумом, остаток растворяли в воде и центрифугировали 3 раза (6000 об/мин). Вод-
ный раствор экстрагировали диэтиловым эфиром, воду отгоняли под вакуумом с исполь-
зованием ротационного испарителя. Конечный продукт (соединение 4) представляет собой
очень вязкое масло черного цвета. Выход 1,52 г (71%).

Результаты и их обсуждение. Представленное в настоящем исследовании амфи-
фильное производное хромофорсодержащего POSS содержит в своем органическом обрам-
лении статистически равное количество гидрофобного красителя Disperse yellow 7 (λmax =
= 385 нм) и олигоэфируретана сегментного строения в качестве гидрофильной составляю-
щей. Синтез его осуществляли в четыре стадии исходя из октаэдрального олигосилсескви-
оксана с восьми аминогруппами в органическом обрамлении, связанными с кубическим
ядром пропильными радикалами (POSS–NH2). При этом проводили последовательное вве-
дение в органическое обрамление гидрофильной и далее гидрофобной составляющих.

На первой стадии взаимодействием монометилового эфира олигоэтиленгликоля с то-
луилендиизоцианатом при соотношении NCO : OH = 2 : 1 синтезировали изоцианатный
форполимер — олигоэтиленоксидуретанизоцианат (соединение 1):

Вторая стадия включала реакцию этого форполимера с POSS–NH2 при соотношении
NH2 : NCO = 2 : 1 с образованием производного POSS со статистически равным количест-
вом NH2-групп и олигомерных фрагментов в органическом обрамлении (соединение 2):
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Третья стадия состояла в ацилировании соединения 2 фталевым ангидридом при со-
отношении NH2 : ангидрид = 1 : 1 с образованием карбоксилсодержащего POSS (соеди-
нениe 3):

Введение красителя в POSS проводили путем этерификации соединения 3 по Стег-
лиху в присутствии 4-диметиламинопиридина в качестве суперкатализатора этерифика-
ции [13, 14]. Также следует отметить, что побочный продукт данной реакции N,N-дицикло-
гексилмочевины невозможно отделить обычной фильтрацией. В данном случае эффективно
применение лишь центрифугирования:

Синтезированное амфифильное производное POSS (соединение 4) содержит статисти-
чески равное количество гидрофобного красителя Disperse yellow 7 и гидрофильного олиго-
этиленоксидного фрагмента с ММ 750, связанного с POSS посредством уретаномочевинной
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Рис. 1. 1Н ЯМР спектр соединения 4

группировки. Наличие этой жесткой группировки, способной к сильным межмолекуляр-
ным взаимодействиям, придает гидрофильной составляющей дополнительную функцию,
а именно, склонность к самоассоциации с образованием упорядоченных структур [15]. Дан-
ное соединение растворимо в воде и полярных апротонных растворителях.

Структура полученного соединения была охарактеризована методами 1H ЯМР, MALDI
ToF MS спектроскопии. На рис. 1 представлен результат исследования строения системы 4
методом 1H ЯМР. В спектре наблюдаются следующие сигналы протонов: 0,6 (a), 1,48 (b),
2,05 (c), 3,16 (d), 3,32 (e), 3,49 (f), 4,15 (g), 6,96 (h), 7,66 (i), 8,89 (j), 9,51 (k). В спектре ко-
нечного соединения исчезает пик фенольного протона (10,5), что свидетельствует об отсут-
ствии свободного исходного красителя.

Результаты исследований системы POSS–краситель методом MALDI ToF MS (матри-
ца — синапиновая кислота), m/z, основной пик — 6233,47 ([M + H]+).

Оптические исследования показали, что ковалентная привязка гидрофобного красите-
ля Disperse yellow 7 к олигоэтиленоксидуретанмочевинсодержащему POSS вызывает не-
значительный гипсохромный сдвиг максимума абсорбции (375 нм) по сравнению с исход-
ным красителем (385 нм) (рис. 2), а также добавляет дополнительное “плечо” поглощения
в ультрафиолетовой части спектра (285 нм).

Таким образом, нами разработан подход к синтезу амфифильных хромофорсодержащих
POSS, сочетающих в органическом обрамлении силсесквиоксанового ядра гидрофобный
краситель и функционализированную гидрофильную олигомерную составляющую. Полу-
ченное соединение представляет интерес для формирования оптически активных самоорга-
низующихся пленок методом Лэнгмюра–Блоджетт, а также в качестве органо-неорганичес-
кого нанонаполнителя для получения оптически активных полимерных нанокомпозитов.
Кроме того, он открывает новые возможности синтеза амфифильных POSS с заданным
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Рис. 2. UV–Vis спектр поглощения соединения 4

химическим строением и контролируемым содержанием гидрофильной и гидрофобной час-
тей, а также изучения типа образуемых данными соединениями иерархических структур
и лежащих в основе их образования физических принципов самосборки.

Данная работа выполнена в рамках целевой комплексной программы фундаментальных иссле-
дований НАН Украины “Фундаментальные проблемы наноструктурных систем, наноматериалов,
нанотехнологий” по проекту № 54–13 “Органо-неорганические наногибриды на основе реакционно-
способных полиэдральных наночастиц и органических полимеров”, а также при поддержке Natio-
nal Science Foundation (DMR-1002810, USA).
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Синтез амфiфiльних систем полiедральних олiгомерних
силсесквiоксанiв з фенольним азобарвником Disperse yellow 7

Описано пiдхiд до синтезу функцiоналiзованих гiдрофiльно-гiдрофобних хромофорвмiсних по-
лiедральних олiгомерних силсесквiоксанiв (POSS), амфiфiльнiсть яких створюється поєдна-
нням в органiчному обрамуваннi силсесквiоксанового ядра хромофорiв гiдрофiльної або гiдро-
фобної натури з вiдповiдно гiдрофобними або гiдрофiльними сполуками. Синтезовано перший
представник такого типу амфiфiльних POSS, в котрому як гiдрофобнi складовi виступає
азобарвник Disperse yellow 7, а як гiдрофiльнi — олiгоетиленоксид. Показано можливiсть
функцiоналiзацiї олiгомерної складової з метою надання нових властивостей.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine V.V. Shevchenko, A.V. Dorokhin,
I. Choi, A.V. Stryutskii, N. S. Klimenko, V.V. Tsukruk

Synthesis of amphiphilic systems of polyhedral oligomeric
silsesquioxanes with phenolic azo dye Disperse yellow 7

The approach to the synthesis of functionalized hydrophilic-hydrophobic chromophore-containing
polyhedral oligomeric silsesquioxanes (POSS), the amphiphilicity of which is created by combination
in the organic part of the silsesquioxane core of chromophores of the hydrophilic or hydrophobic
nature with, correspondingly, hydrophobic and hydrophilic oligomeric compound, is described. The
first specimen of such type of amphiphilic POSS is synthesized. Its hydrophobic part is the azodye
Disperse yellow 7, and the hydrophilic one is oligoethyleneoxide. The possibility of functionalization
of the oligomeric part to get new properties is shown.
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Локалiзацiя i динамiка цитокiнiнiв у рiзних частинах

рослин Equisetum arvense L.

Дослiджено розподiл цитокiнiнiв в органах спорофiтiв i вегетативних пагонiв хвоща
польового на рiзних стадiях розвитку. Показано, що ця давня за походженням рослина
має багато ознак подiбностi з вищими судинними рослинами, до яких належать якiсний
склад цитокiнiнiв, динамiка їх вiльних форм протягом онтогенезу, наявнiсть локальних
мiсць синтезу цитокiнiнiв. До специфiчних ознак належать пiдвищений вмiст кон’ю-
гатiв на раннiх стадiях розвитку i рiзний тип розподiлу гормонiв вздовж вертикальної
осi вегетативних i генеративних пагонiв.

Фiтогормони виявлено у представникiв практично всiх вiддiлiв i класiв рослин вiд прокарiо-
тичних органiзмiв до вищих. Проте механiзми функцiонування фiтогормональної системи,
роль фiтогормонiв у регуляцiї росту i розвитку вивчалися головним чином у квiткових,
в основному культурних, рослин. Останнiм часом увагу дослiдникiв привертає еволюцiя
гормональної системи, її формування в ходi iсторичного розвитку живих органiзмiв [1].
Було здiйснено спробу прослiдкувати еволюцiю абсцизової кислоти (АБК) вiд продукту
вторинного метаболiзму до стресового гормону [2]. Проте через недостатню кiлькiсть фак-
тичного матерiалу неможливо зробити конкретнi висновки i навiть обгрунтованi припущен-
ня стосовно становлення i вдосконалення фiтогормональних механiзмiв регуляцiї в процесi
еволюцiї рослинного свiту. Для бiльш повного розумiння ролi фiтогормонiв необхiдним кро-
ком є з’ясування їх наявностi у представникiв рослин рiзного систематичного положення,
зокрема у спорових, дослiдження їх динамiки протягом життєвого циклу, локалiзацiї у веге-
тативних i генеративних органах, зiставлення цих даних iз швидкiстю i напрямом ростових
процесiв.

Найменше дослiджено гормональний статус судинних спорових рослин. Iнформацiя про
роль фiтогормонiв у цiєї групи органiзмiв обмежується незначною кiлькiстю повiдомлень
щодо iдентифiкацiї у них ауксинiв, гiберелiнiв, цитокiнiнiв та АБК або щодо впливу цих
речовин на розвиток рослин у культурi in vitro.

Великий iнтерес для вивчення еволюцiї гормональної системи становлять представники
судинних спорових рослин — хвощi, однi з найдавнiших рослин, якi з’явилися в девонi
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палеозойської ери i досягли розквiту в кам’яновугiльний перiод. До початку мезозойської
ери майже всi вони вимерли. У наш час вiддiл хвощеподiбних представлений одним родом
Хвощ, який нараховує 25 видiв. Механiзми регуляцiї ростових процесiв цих рослин майже
не дослiджено, хоча вони, безперечно, заслуговують на увагу, оскiльки завдяки їм хвощi
виживали протягом 300 млн рокiв.

Важливим компонентом гормонального комплексу рослини є цитокiнiни — фiтогормони,
якi вiдiграють iстотну регуляторну роль у процесах росту i розвитку органiв рослин. Вони
стимулюють утворення та активнiсть меристем пагонiв, формують атрагуючу здатнiсть
тканин, затримують старiння листкiв, iнгiбують рiст та галуження кореня, а також беруть
участь у регуляцiї проростання насiння та вiдповiдях на стреси [3].

У лiтературi iснують поодинокi повiдомлення стосовно вмiсту ендогенних цитокiнiнiв
у деяких видiв судинних спорових, у тому числi й у хвощiв, та про вплив екзогенних регу-
ляторiв росту на їх розвиток у культурi in vitro. Вперше хiмiчну iдентифiкацiю цитокiнiнiв
у Equiselum arvense L. методом газової хроматографiї iз селективним iон-мнiторингом було
здiйснено в 1983 р.: було виявлено iзопентенiладенозин та iзопентенiладенiн у стерильних
та фертильних листках [4]. Пiзнiше було встановлено, що утворення спорофiтних пагонiв
хвощiв E. arvense iндукується обробкою тканин гаметофiта бензиламiнопурином [5]. Дода-
вання бензиладенiну було абсолютно необхiдне для iнiцiацiї розвитку спорофiтних пагонiв
E. arvense L. при культивуваннi in vitro [6]. Спори E. arvense, якi культивували на середо-
вищi без додавання цитокiнiнiв, проростали через 2–3 доби пiсля замочування i формували
гаметофiт з нормальними вакуольованими клiтинами, тодi як внесення в культуральне сере-
довище цитокiнiнiв призводило до утворення глобулярної клiтинної маси, яка складалася
з маленьких i щiльних клiтин. Подальше культивування призводило до розвитку споро-
фiта [7].

Враховуючи повну вiдсутнiсть даних щодо динамiки цитокiнiнiв в онтогенезi спорових,
ми поставили за мету вивчення змiн вмiсту цитокiнiнiв у вегетативних i генеративних па-
гонах хвоща польового (Equisetum arvense L.) на рiзних стадiях розвитку.

Матерiали i методи дослiджень. Об’єктом дослiдження були рослини хвоща по-
льового E. arvense, якi збирали протягом вегетацiйних сезонiв 2009–2011 рр. на лiсових
галявинах поблизу с. Пiдгiрцi Обухiвського району Київської областi. Рослини зростали
на суглинкових грунтах, на добре освiтлених дiлянках. Температурний режим та вологiсть
у перiоди збору матерiалу вiдповiдали середньостатистичним для клiматичної зони укра-
їнського лiсостепу.

Генеративнi пагони збирали навеснi у квiтнi. В процесi їх розвитку видiляли двi стадiї.
На першiй стадiї спорофiт характеризувався невеликими розмiрами (7–9 см), стробiли були
закритi, в них вiдбувався процес формування i дозрiвання спор (табл. 1). Довжина мiжвузiв
у цей перiод становила в середньому 12–15 мм. На другiй стадiї розмiр спорофiтних пагонiв
становив 12–14 см, мiжвузля видовжувалися до 35–40 мм, стробiли були напiввiдкритi, у них
залишалася невелика кiлькiсть спор (див. табл. 1). 80% дозрiлих спор висипалися назовнi.
Для аналiзiв вiдбирали кореневище, 1–6-й нижнi та 7–13-й верхнi мiжвузля з листковими
пiхвами, стробiли.

Вегетативнi пагони збирали влiтку в червнi–липнi, орiєнтуючись на розмiри рослин. Вiд-
бирали кореневища, 1–6-й нижнi та 7–13-й верхнi мiжвузля з гiлками, коли розмiр рослин
становив 18, 21, 24, 33 та 40 см.

Рослини гомогенiзували у 80%-му етиловому спиртi. Цитокiнiни тричi екстрагували в та-
кому ж розчинi. З водного залишку пiсля випарювання спирту їх видiляли водонасиченим
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бутанолом при pH 8,0, потiм додатково очищували за допомогою iонообмiнної хромато-
графiї на колонцi зi смолою Dowex 50Wх8 (Н+-форма, елюцiя амiаком) та тонкошарової
хроматографiї на пластинах Silufol UV-254 (“Kavalier”, Чехiя) у системi розчинникiв iзопро-
панол:амiак:вода (10 : 1 : 1). Як маркери використовували стандартнi розчини зеатину, зе-
атинрибозиду та зеатин-О-глюкозиду (“Sigma”, США). Бiльш детально методика видiлення
i очищення цитокiнiнiв описана ранiше [8]. Остаточний аналiз якiсного i кiлькiсного вмiс-
ту цитокiнiнiв проводили методом високоефективної рiдинної хроматографiї на рiдинному
хроматографi Agilent 1200 LC з дiодно-матричним детектором G 1315 B (США), колонка
Eclipse XDB-C 18 2,1x150 мм, розмiр частинок 5 мкм. Елюцiю здiйснювали в системi роз-
чинникiв метанол : вода (37 : 63). Аналiз i обробку хроматограм виконували з програмним
забезпеченням Chem Station, версiя В.03.01 у режимi on line.

Результати дослiджень та їх обговорення. У весняних генеративних пагонах (спо-
рофiтах) E. arvense виявлено основнi цитокiнiни, наявнiсть яких характерна для бiль-
шостi вищих рослин, — зеатин, зеатинрибозид, зеатин-О-глюкозид, iзопентенiладенозин
та iзопентенiладенiн [9]. На початковiй стадiї розвитку спорофiта, коли стробiли закритi
i в них вiдбувається активне формування спор, вiдмiчено досить високий вмiст зеатину
i зеатин-О-глюкозиду саме в цьому органi. Високi концентрацiї зеатину i зеатинрибозиду
притаманнi також кореневищу i стеблу. Кiлькiсть iзопентенiльних форм цитокiнiнiв була
незначною в усiх дослiджених частинах спорофiта на цiй стадiї розвитку (див. табл. 1).

Коли спорофiти досягають стадiї зрiлостi, вiдбувається розкриття стробiлiв i висипання
спор, баланс ендогенних цитокiнiнiв дещо змiнюється. У стробiлах значно зменшується
кiлькiсть зеатину i зеатин-О-глюкозиду, натомiсть у 10 разiв збiльшується концентрацiя
зеатинрибозиду. Як i на початку розвитку, у зрiлого спорофiта найбiльший сумарний вмiст
цитокiнiнiв визначено у кореневищi.

На першiй стадiї розвитку спорофiтiв можна говорити про наявнiсть акропетального
концентрацiйного градiєнта зеатин-О-глюкозиду, тодi як зростання рiвня зеатинрибозиду
вiдмiчено в базипетальному напрямку. На другiй стадiї напрямки градiєнтiв цих цитокiнiнiв
змiнюються в протилежний бiк.

Дослiдження молодих лiтнiх вегетативних пагонiв E. arvense (розмiр рослин 18–24 см)
показало наявнiсть у них тих самих форм цитокiнiнiв приблизно у таких самих кiлькос-
тях, що i у весняних спорофiтiв (табл. 2). Переважали зеатинподiбнi цитокiнiни, рiвень

Таблиця 1. Вмiст цитокiнiнiв у спорофiтах Equisetum arvense L. на рiзних етапах розвитку, нг/г сирої
речовини

Рослинний матерiал Z ZR iPa iP ZG

Стадiя I
Стробiл 83,5 ± 4,0 11,8 ± 0,4 1,7± 0,09 10,2 ± 0,5 124,9 ± 5,1
7–13 верхнi мiжвузля з листковими пiхвами 14,5 ± 0,6 72,1 ± 3,7 0 4,1 ± 0,2 66,4 ± 3,3
1–6 нижнi мiжвузля з листковими пiхвами 57,5 ± 2,5 73,9 ± 3,2 0 7,1 ± 0,3 47,8 ± 2,2
Кореневище 63,4 ± 2,9 86,2 ± 3,9 2,2± 0,1 11,9 ± 0,4 23,5 ± 1,6

Стадiя II
Стробiл 12,6 ± 0,5 131,9 ± 5,9 0 7,22 ± 0,3 13,8 ± 0,7
7–13 верхнi мiжвузля з листковими пiхвами 14,8 ± 0,7 35,5 ± 1,6 2,9± 0,2 4,0 ± 0,2 17,3 ± 0,8
1–6 нижнi мiжвузля з листковими пiхвами 15,7 ± 0,7 14,6 ± 0,7 36,5 ± 1,7 7,8 ± 0,3 40,6 ± 2,0
Кореневище 82,6 ± 4,0 16,1 ± 0,7 19,7 ± 0,9 17,9 ± 0,8 37,3 ± 1,8

Прим i т ка. Z — зеатин, ZR — зеатинрибозид, iPa — iзопентенiладенозин, iP — iзопентенiладенiн, ZG —
зеатин-О-глюкозид.
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iзопентенiльних форм був невисоким. Значний сумарний рiвень цитокiнiнiв був прита-
манний кореневищам. Надземна частина молодих рослин характеризувалася накопичен-
ням кон’югованої форми цитокiнiнiв — зеатин-О-глюкозиду. У вегетативних пагонах, якi
досягли розмiру 33 см, вмiст цитокiнiнiв був iстотно нижчим (у десятки разiв), нiж на
початку розвитку. У зрiлих пагонах (40 см) рiвень цитокiнiнiв був вельми незначним, за
винятком кореневища, де накопичувалися iзопентенiльнi форми. У вегетативних пагонах
концентрацiйних градiєнтiв по довжинi рослини не виявлено. Навпаки, рiвень цитокiнiнiв
у кореневищах i верхнiй частинi пагона був вищим, нiж у нижнiх мiжвузлях. Це свiд-
чить про те, що верхiвки вегетативних пагонiв можуть продукувати певну кiлькiсть цито-
кiнiнiв.

Таким чином, вегетативнi та генеративнi тканини хвоща польового мiстять цитокiнi-
ни у кiлькостях, якi порiвняннi з вмiстом їх у вищих квiткових рослинах [10]. Найвищий
сумарний рiвень цитокiнiнiв визначено в кореневищi, що свiдчить про можливiсть лока-
лiзацiї їх бiосинтезу в цьому органi. Як вiдомо, коренева система, а особливо кiнчики ко-
ренiв рослин, є одним з мiсць синтезу цитокiнiнiв. Важливу роль вiдiграють цi гормони
у розвитку й самого кореня [11]. Можна припустити, що функцiї кореня як продуцен-
та цитокiнiнiв виникли у рослин на початку еволюцiйного розвитку i збереглися до сьо-
годнi.

У кореневищi визначено найвищий рiвень зеатину i зеатинрибозиду. Це вказує на мож-
ливiсть того, що цi форми є первинними продуктами синтезу цитокiнiнiв, що також ха-
рактерно для бiльшостi вищих судинних рослин [12]. У вегетативних пагонах на стадiї
зрiлостi рiвень цитокiнiнiв знижується, що свiдчить про припинення синтезу цих гормо-

Таблиця 2. Вмiст цитокiнiнiв у вегетативних пагонах Equisetum arvense L. на рiзних етапах розвитку, нг/г
сирої речовини

Рослинний матерiал Z ZR iPa iP ZG

Висота рослин — 18 см
7–13 верхнi мiжвузля з гiлками 46,1± 2,1 25,3 ± 1,2 0 9,8 ± 0,4 116,9 ± 5,8
1–6 нижнi мiжвузля з гiлками 34,3± 1,5 20,1 ± 0,9 9,7± 0,4 1,1 ± 0,05 92,1 ± 4,7
Кореневище 72,4± 0,7 56,2 ± 0,7 8,6± 0,4 4,5 ± 0,2 51,4 ± 2,4

Висота рослин 21 см
7–13 верхнi мiжвузля з гiлками 9,8± 0,4 71,4 ± 2,9 23,7 ± 1,7 7,3 ± 0,3 48,6 ± 2,3
1–6 нижнi мiжвузля з гiлками 12,5± 0,6 29,7 ± 1,4 10,0 ± 0,4 10,8 ± 0,5 102,9 ± 4,9
Кореневище 59,8± 2,7 21,3 ± 1,1 7,6± 0,3 12,1 ± 0,6 96,7 ± 4,7

Висота рослин 24 см
7–13 верхнi мiжвузля з гiлками 28,2± 1,3 80,5 ± 3,9 11,5 ± 0,4 5,8 ± 0,2 214,2 ± 10,7
1–6 нижнi мiжвузля з гiлками 31,5± 1,4 14,4 ± 0,7 21,8 ± 1,0 12,4 ± 0,4 163,9 ± 8,1
Кореневище 67,8± 3,2 32,6 ± 1,5 24,8 ± 1,1 11,1 ± 0,4 79,1 ± 3,7

Висота рослин 33 см
7–13 верхнi мiжвузля з гiлками 13,5± 0,7 2,2± 0,1 1,6± 0,08 Слiди 0
1–6 нижнi мiжвузля з гiлками 14,7± 0,7 0 8,2± 0,4 4,0 ± 0,2 0
Кореневище 1,2± 0,05 2,4± 0,1 7,1± 0,3 2,5 ± 0,1 4,5± 0,2

Висота рослин 40 см
7–13 верхнi мiжвузля з гiлками 0 0,7± 0,04 3,5± 0,2 1,7 ± 0,08 0
1–6 нижнi мiжвузля з гiлками 0 0 2,1± 0,1 0,8 ± 0,04 0
Кореневище 2,5± 0,1 2,8± 0,1 10,8 ± 0,5 44,7 ± 2,2 7,0± 0,3

Прим i т ка. Z — зеатин, ZR — зеатинрибозид, iPa — iзопентенiладенозин, iP — iзопентенiладенiн, ZG —
зеатин-О-глюкозид.
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нiв (див. табл. 2). Таким чином, закономiрностi динамiки активних форм цитокiнiнiв, якi
спостерiгаються в онтогенезi вищих рослин, а саме пiдвищений їх вмiст у молодих ткани-
нах з високим мiтотичним iндексом i знижений у старiючих, притаманнi i хвощу польо-
вому.

Слiд вiдзначити наявнiсть досить значного рiвня зеатин-О-глюкозиду у молодих актив-
но ростучих спорофiтах та вегетативних пагонах. Вiдомо, що кон’югована iз глюкозним
залишком форма зеатину є неактивною бiологiчно, але значно стабiльнiшою i менш вра-
зливою до дiї окиснювальних ферментiв сполукою, яка виконує функцiї запасної форми
цитокiнiнiв, здатної у разi необхiдностi легко гiдролiзуватися зi звiльненням зеатину. У ви-
щих рослин зеатин-О-глюкозид накопичується зазвичай у старiючих тканинах i дозрiлому
насiннi [9]. Як показали нашi дослiдження, у хвоща польового спостерiгається протилежна
картина: високi кiлькостi зв’язаної форми зеатину присутнi в тканинах ростучих органiв на
раннiх стадiях розвитку, а у старiючих його вмiст дуже незначний. Можна припустити, що
молодим пагонам притаманний гiперсинтез цитокiнiнiв i шляхом кон’югацiї вiдбувається
нейтралiзацiя їх надлишку. Вiдомо, що катаболiзм цитокiнiнiв у рослинi визначається екс-
пресiєю двох родин генiв — IPT та CKX, активнiсть яких змiнюється протягом онтогенезу
рослин, зокрема вона вища в дiлянках меристематичного росту [13]. Значно менше вiдо-
мостей стосовно генiв, вiдповiдальних за перетворення кон’югатiв цитокiнiнiв. Очевидно,
накопичення зеатин-О-глюкозиду в молодих тканинах хвоща є проявом пiдвищеної експресiї
генiв родини ZOG, якi кодують фермент О-глюкозилтрансферазу, що каталiзує утворення
О-глюкозидiв цитокiнiнiв [14]. Вiрогiдно, активнiсть цих генiв у хвоща польового з вiком
знижується. Фiзiологiчне значення таких особливостей метаболiзму цитокiнiнiв у E. arvense,
якi вiдрiзняють його вiд вищих судинних рослин, поки що неможливо пояснити. Враховую-
чи нещодавнє повiдомлення, що оверекспресiя гена ZOG у кукурудзи призводить до дуже
iстотної затримки росту рослин i значного зменшення їх розмiрiв [15], можна дещо спеку-
лятивно припустити, що значне зменшення розмiрiв рослин хвоща вiдносно тих, якi були їм
притаманнi у кам’яновугiльний перiод, пов’язане з мутацiями, що привели до домiнування
гена ZOG i, як наслiдок, до кон’югацiї цитокiнiнiв у формi О-глюкозидiв та переважання
вмiсту зв’язаних форм над активними.

Певний iнтерес становить розподiл цитокiнiнiв вздовж вертикальної осi E. arvense. Якщо
у спорофiта простежуються концентрацiйнi градiєнти окремих цитокiнiнiв, то для вегета-
тивних пагонiв характерна наявнiсть локальних зон синтезу. Вважається, що саме завдяки
концентрацiйному градiєнту цитокiнiнiв у рослин вiдбувається iнформацiйне сполучення
мiж пiдземною i надземною частинами рослини, а формування локальних дiлянок бiо-
синтезу пiдвищує надiйнiсть функцiонування системи цитокiнiнової регуляцiї [3]. Отже,
у хвоща польового ендокринна (тобто далекодистанцiйна) дiя цитокiнiнiв поєднується з па-
ракринною (тобто локальною у мiсцi їх бiосинтезу) лише у вегетативних пагонах, тодi як
у спорофiтах функцiонує лише один, менш надiйний, тип регуляцiї. Вiрогiдно, що останнiй
поступово замiнювався на бiльш досконалий у процесi еволюцiйного розвитку рослин.

Таким чином, дослiдження цитокiнiнового статусу рiзних за функцiональним призна-
ченням пагонах хвоща польового показало, що ця давня за походженням рослина має багато
ознак, спiльних з вищими судинними рослинами. Це якiсний склад цитокiнiнiв, динамiка
активних форм протягом онтогенезу, наявнiсть локальних мiсць синтезу цитокiнiнiв. Проте
iснують i специфiчнi ознаки, до яких належить пiдвищений вмiст кон’югатiв на раннiх
стадiях розвитку та рiзний тип розподiлу гормонiв вздовж вертикальної осi у вегетативних
та генеративних пагонах.
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Н.П. Веденичева, академик НАН Украины К.М. Сытник

Локализация и динамика цитокининов в различных частях растений
Equisetum arvense L.

Изучено распределение цитокининов в органах спорофитов и вегетативных побегов хво-
ща полевого на разных стадиях развития. Показано, что это древнее по происхождению
растение имеет много признаков сходства с высшими сосудистыми растениями, к кото-
рым относятся качественный состав цитокининов, динамика их свободных форм на про-
тяжении онтогенеза, наличие локальных мест синтеза цитокининов. К специфическим
признакам относятся повышенное содержание конъюгатов на ранних стадиях развития
и различный тип распределения гормонов вдоль вертикальной оси вегетативных и генера-
тивных побегов.
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N.P. Vedenicheva, Academician of the NAS of Ukraine K.M. Sytnik

Localization and dynamics of cytokinins in different parts of Equisetum

arvense L.

The distribution of cytokinins in organs of Equisetum arvense L. sporophytes and vegetative shoots
at different developmental stages is studied. There are some similarities in the cytokinin status
between this ancient plant and higher vascular plants, namely the qualitative composition of cytoki-
nins, dynamics of free forms during ontogenesis, and presence of the local places of cytokinin
biosynthesis. The specificity of E. arvense includes a higher conjugates content at earlier develop-
mental stages and different types of cytokinin distributions along the vertical axis of vegetative and
generative shoots.
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УДК 581.1

С.Я. Коць, Д.А. Кiрiзiй, Л. I. Веселовська

Iнтенсивнiсть фотосинтезу симбiотичних систем соя —

Bradyrhizobium japonicum за дiї екзогенного лектину

(Представлено академiком НАН України В. В. Моргуном)

Дослiджено вплив рiзних варiантiв застосування екзогенного лектину насiння сої на
iнтенсивнiсть фотосинтезу та зернову продуктивнiсть сої. Вiдзначено тiсну кореля-
цiю зернової продуктивностi рослин iз iнтенсивнiстю фотосинтезу та азотфiксацiї.
Виявлено стимуляцiю iнтенсивностi фотосинтезу рослин сої при iнокуляцiї ризобiя-
ми, попередньо проiнкубованими з гомологiчним лектином. Висунуто припущення, що
отриманий ефект обумовлений сигнальним впливом на ризобiї лектину, який пiдви-
щує їх нодуляцiйну активнiсть i пов’язану iз цим здатнiсть продукувати фiзiологiчно
активнi сполуки.

За сучасними уявленнями лектини вiдiграють важливу роль у формуваннi симбiозу мiж
бобовими рослинами та бульбочковими бактерiями. У складi рослинних ексудатiв вони ви-
ступають як сигнали для бульбочкових бактерiй, що колонiзують ризосферу та ризоплану.
За їх допомогою вiдбувається зв’язування ризобiй, що сприяє агрегацiї бактерiй у ризосферi
рослин i, як наслiдок, утворенню бульбочок, у яких вiдновлюється азот [1, 2].

Дiя лектину може бути пов’язана як iз посиленням симбiотичних властивостей буль-
бочкових бактерiй, так i з прямим впливом його на ростовi процеси рослин [3]. Вiдомо, що
в бактерiальних клiтинах лектини здатнi посилювати синтез бiлкiв (у тому числi й нiтроге-
нази) i продукування iндолiлоцтової кислоти (IОК) [4], стимулювати дихання [5], а також
впливати на внутрiшньоклiтиннi процеси репарацiї та реплiкацiї [6]. Наявнi в лiтературi
данi свiдчать про специфiчнiсть i неоднозначнiсть модулюючого впливу лектину на буль-
бочковi бактерiї. Це дає пiдгрунтя розглядати гомологiчний лектин не тiльки як рецепторну
або сигнальну молекулу на початкових етапах формування симбiозу, але й як молекуляр-
ний сигнал, який змiнює метаболiзм ризобiй, що iстотно вiдображається на їх симбiотичних
властивостях, а вiдтак i на фiзiологiчному станi рослини.

Мета нашого дослiдження полягала у з’ясуваннi впливу екзогенного гомологiчного лек-
тину за умов передпосiвної обробки насiння або ризобiй на iнтенсивнiсть фотосинтезу i про-
дуктивнiсть рослин сої, iнокульованої бульбочковими бактерiями.

Матерiали та методи. Об’єктами дослiдження були симбiотичнi системи, створенi за
участю рослин сої (Glycine max (L.) Merr.) сорту Василькiвська та бульбочкових бактерiй
Bradyrhizobium japonicum штаму 643б (активний, виробничий штам-стандарт) i штаму 604к
(неактивний, проте здатний утворювати бульбочки) iз музейної колекцiї азотфiксувальних
мiкроорганiзмiв вiддiлу симбiотичної азотфiксацiї Iнституту фiзiологiї рослин i генетики
НАН України.

Перед посiвом насiння стерилiзували 70%-м розчином етанолу i промивали проточною
водою. За контроль брали варiант iз iнокуляцiєю насiння ризобiями, без використання лек-
тину. Тривалiсть iнокуляцiї насiння бактерiальною суспензiєю (108 кл/мл) становила 1 год.
Було дослiджено два способи використання лектину: обробка насiння та обробка ризобiй.
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Насiння або ризобiї (у вiдповiдних варiантах) перед iнокуляцiєю iнкубували з розчином
комерцiйного лектину насiння сої (“Лектинотест”, Львiв) у концентрацiї 100 мкг/мл про-
тягом 20 год (у контрольних варiантах замiсть лектину використовували воду). Культуру
повiльнорослих бульбочкових бактерiй вирощували на твердому манiтно-дрiжджовому се-
редовищi протягом 7 дiб при 26–28 ◦С до початку стацiонарної фази росту.

Рослини вирощували у 16-кiлограмових посудинах Вагнера в пiщанiй культурi iз вне-
сенням поживної сумiшi Гельрiгеля з 0,25 норми азоту за умов природного освiтлення,
оптимального (60% ПВ) та недостатнього (30% ПВ) водозабезпечення. Вологiсть субстрату
пiдтримували гравiметричним методом. Посуху створювали протягом двох тижнiв, почи-
наючи з фази трьох справжнiх листкiв, пiсля чого полив вiдновлювали до 60% ПВ. Усього
було дослiджено вiсiм варiантiв: 1 — iнокуляцiя насiння штамом 634б без обробки лектином,
60% ПВ; 2 — те саме, 30% ПВ; 3 — те саме зi штамом 604к, 30% ПВ; 4 — iнкубацiя насiння
з лектином, а потiм iнокуляцiя штамом 634б, 60% ПВ; 5 — те саме, 30% ПВ; 6 — iнокуляцiя
насiння ризобiями штаму 634б, попередньо проiнкубованими з лектином, 60% ПВ; 7 — те
саме, 30% ПВ; 8 — те саме зi штамом 604к, 30% ПВ.

Вiдбiр зразкiв проводили у фази трьох справжнiх листкiв та цвiтiння. Нiтрогеназну
активнiсть бульбочок визначали ацетиленовим методом [7] на газовому хроматографi “Agi-
lent GC system 6850” (США), нодуляцiйну активнiсть ризобiй — за кiлькiстю бульбочок
на коренях рослини. Наприкiнцi вегетацiї визначали насiннєву продуктивнiсть рослин сої.

Iнтенсивнiсть фотосинтезу визначали у контрольованих умовах за допомогою опти-
ко-акустичного iнфрачервоного газоаналiзатора ГIАМ-5 М (Росiя), включеного за диферен-
цiальною схемою. Для вимiрювань використовували середню частку невiдокремленого вiд
рослини третього зверху листка, яку розмiщували в термостатованiй камерi. Листок освiт-
лювали лампою КГ-2000 через водяний фiльтр. Щiльнiсть потоку фотосинтетично активної
радiацiї у камерi становила 400 Вт/м2, температура — 25 ◦С. Через камеру продували по-
вiтря iз природною концентрацiєю СО2 зi швидкiстю 1 л/хв. Iнтенсивнiсть поглинання СО2

на свiтлi вимiрювали через 30–40 хв пiсля розмiщення листка у камерi, при досягненнi
стацiонарного рiвня. Розрахунки проводили за загальноприйнятою методикою [8].

Результати та їх обговорення. Застосована схема проведення дослiдiв, а саме —
використання для iнокуляцiї штамiв ризобiй, контрастних за активнiстю, а також вплив
стресора у виглядi посухи, дала змогу отримати досить широкий дiапазон варiювання по-
казникiв iнтенсивностi фотосинтезу листкiв. Як було показано ранiше, цi чинники iстотно
впливають на активнiсть фотосинтетичного апарату сої [9], яка в першу чергу залежить вiд
забезпеченостi рослин азотом, а також вiд їх водного режиму. Результати наших дослiдiв
пiдтвердили цю закономiрнiсть. Для всього масиву отриманих даних встановлено досить
тiсний позитивний зв’язок мiж iнтенсивнiстю азотфiксацiї та фотосинтезом листкiв сої як
у фазу трьох справжнiх листкiв (R2 = 0,66), так i цвiтiння (R2 = 0,82) (рис. 1, суцiльна лi-
нiя). Разом iз тим детальнiший аналiз отриманих залежностей виявив, що через сукупнiсть
всiх експериментальних точок можна провести ще двi лiнiї тренду, показники достовiрностi
апроксимацiї для яких бiльшi за загальний (див. рис. 1). Розташована нижче вiд загальної
лiнiя апроксимує точки, що вiдповiдають контрольним варiантам та тим, коли лектином
обробляли насiння (R2 = 0,96 для обох дослiджених фаз розвитку). Розташована вище
вiд загальної лiнiя апроксимує варiанти, коли з лектином попередньо iнкубували ризобiї
(R2 = 0,78 i R2 = 0,88 вiдповiдно для фази трьох справжнiх листкiв i цвiтiння).

Така диференцiацiя варiантiв свiдчить про те, що iнтенсивнiсть фотосинтезу листкiв
залежала не тiльки вiд нiтрогеназної активностi бульбочок, але й вiд способу застосування
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Рис. 1. Залежнiсть мiж нiтрогеназною активнiстю бульбочок та iнтенсивнiстю фотосинтезу листкiв сої
у фазу трьох справжнiх листкiв (а) i цвiтiння (б ). Прямокутниками позначено варiанти з iнокуляцiєю
насiння ризобiями, попередньо проiнкубованими з лектином

лектину. При цьому попередня iнкубацiя ризобiй iз лектином чинила додатковий стимулю-
вальний ефект на iнтенсивнiсть фотосинтетичної асимiляцiї СО2 порiвняно з пiдвищенням
власне нiтрогеназної активностi. Це добре видно з рис. 1: якщо взяти будь-яке фiксоване
значення нiтрогеназної активностi, то вiдповiдна для нього точка перетину з лiнiєю трен-
ду, що апроксимує варiанти з обробкою лектином ризобiй, буде знаходитись у середньому
на 15% вище, нiж для лiнiї, що апроксимує варiанти з обробкою лектином насiння. Сти-
муляцiя iнтенсивностi фотосинтезу спостерiгалася навiть у варiантi з iнокуляцiєю неактив-
ним штамом, але попередньо проiнкубованим iз лектином (нульове значення нiтрогеназної
активностi). Тобто природа цього ефекту iнша, нiж полiпшення забезпечення фотосинте-
тичного апарату азотом.

Аналогiчний ефект стимуляцiї iнтенсивностi фотосинтезу листкiв рослин сої, iнокульо-
ваних попередньо проiнкубованими з гомологiчним лектином ризобiями, порiвняно зi зви-
чайною iнокуляцєю необробленими бактерiями, спостерiгався i в дослiдах, проведених ра-
нiше [9]. Тодi ми пояснили це явище пiдвищенням нiтрогеназної активностi (яке дiйсно вiд-
бувалося в цих варiантах), але зазначили, що ризобiї чинять додатковий вплив на фотосин-
тетичний апарат рослини крiм прямого забезпечення його азотом, оскiльки iнтенсивнiсть
фотосинтезу iнокульованих рослин на стартовiй дозi (0,25 норми) мiнерального азоту була
вищою, нiж у неiнокульованих, що росли за умов повної норми мiнерального азоту. Але
в тих дослiдах не було варiанта iз обробкою лектином насiння, що, як виявилося, стимулює
нiтрогеназну активнiсть ще сильнiше, нiж обробка лектином ризобiй. До того ж ранiше
застосована для обробки ризобiй концентрацiя лектину була значно нижчою.

Отже, пiдвищення iнтенсивностi фотосинтезу у варiантах обробки лектином ризобiй не
можна пояснити збiльшенням нiтрогеназної активностi. Очевидно, тут проявляється iнший
аспект стимулювального впливу ризобiй на життєдiяльнiсть рослинного органiзму. Вiдомо,
що азотфiксувальнi бактерiї, як вiльноiснуючi, так i симбiотрофнi, здатнi продукувати фi-
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зiологiчно активнi речовини фiтогормональної природи, зокрема цитокiнiни [10, 11]. Остан-
нi вiдiграють важливу роль при становленнi симбiотичних взаємовiдносин мiж мiкро- та
макросимбiонтами. Цитокiнiни беруть участь у процесi утворення i росту кореневих буль-
бочок через активацiю подiлу корових клiтин кореня, а також регуляцiю експресiї низки
генiв ранньої нодуляцiї [12]. Показано, що iнокуляцiя насiння сої азотфiксувальними ба-
ктерiями супроводжується збiльшенням вмiсту цитокiнiнiв як у коренях, так i в кореневих
бульбочках на початкових етапах формування i функцiонування бобово-ризобiального сим-
бiозу [13]. Проте у бульбочках, що вже сформувалися, виявлено негативний зв’язок мiж
вмiстом зеатинрибозиду та азотфiксувальною активнiстю, що й не дивно, оскiльки вони
вже не потребують стимуляцiї подiлу клiтин та експресiї Nod-факторiв.

Рослиннi лектини, як зазначено вище, також вiдiграють важливу роль у формуваннi
симбiозу. Вони виступають як сигнальнi молекули для бульбочкових бактерiй, активують
нодуляцiйнi процеси [3]. Результати наших дослiдiв свiдчать про те, що iнкубацiя ризо-
бiй iз лектином стимулювала їх нодуляцiйну активнiсть. Так, найбiльша кiлькiсть буль-
бочок утворювалася саме у варiантi з попередньою iнкубацiєю ризобiй при нормальному
водозабезпеченнi порiвняно з контрольним варiантом та обробкою лектином насiння. На-
приклад, у фазу формування бобiв середня кiлькiсть бульбочок на рослинi при iнокуляцiї
штамом 634б становила вiдповiдно 67, 56 i 33 шт., при iнокуляцiї штамом 604к — 397 i 244 шт.

Спираючись на цi факти, можна припустити, що iнкубацiя ризобiй iз лектином сти-
мулювала утворення ними фiзiологiчно активних речовин iз цитокiнiновою активнiстю як
при формуваннi симбiотичного апарату, так i в процесi його подальшого функцiонування.
Утворенi в коренях i бульбочках цитокiнiни, як це звичайно вiдбувається у рослинi, транс-
портувалися в надземну частину, в тому числi i до листкiв. Ну а стимулювальний вплив
цитокiнiнiв на фотосинтез добре вiдомий, зокрема i за стресових умов [14]. Разом iз тим
нiтрогеназна активнiсть симбiотичного апарату при iнкубацiї ризобiй iз лектином була мен-
шою, нiж при обробцi ним насiння, що добре узгоджується iз згаданим негативним зв’язком
мiж вмiстом цитокiнiнiв та iнтенсивнiстю фiксацiї атмосферного азоту [13].

Зернова продуктивнiсть рослин тiсно корелювала як iз нiтрогеназною активнiстю, так i
з iнтенсивнiстю фотосинтезу (рис. 2). Найвищим цей показник був у варiантi з iнокуляцiєю
насiння ризобiями штаму 634б, попередньо проiнкубованими з лектином, при оптимально-
му водозабезпеченнi, найнижчим — у варiантах з iнокуляцiєю неактивним штамом 604к.
Слiд вiдзначити, що в останньому випадку, незважаючи на повну вiдсутнiсть можливостi
фiксувати атмосферний азот, рослинам вистачило стартової дози мiнерального азоту, щоб
утворити певну кiлькiсть насiнин, хоча їх маса була на порядок меншою, нiж при iноку-
ляцiї активним штамом.

Водночас лiнiя тренду залежностi зернової продуктивностi вiд iнтенсивностi фотосин-
тезу перетинає вiсь абсцис досить далеко вiд нульової позначки. Тобто при iнтенсивностi
фотосинтезу, нижчiй за певну межу, забезпеченiсть рослини асимiлятами падає настiль-
ки, що вона не в змозi утворити насiння. У наших дослiдах ця межа становила близько
15 мг СО2/(дм2 · год) у фазу цвiтiння, однак насправдi асимiляцiя СО2 цiлою рослиною
була ще меншою. За умов нестачi азоту площа асимiляцiйної поверхнi рослини рiзко ско-
рочується внаслiдок прискореного вiдмирання листкiв нижнiх ярусiв, що супроводжується
реутилiзацiєю азоту до верхнiх, бiльш молодих листкiв. Оскiльки вимiрювання iнтенсив-
ностi фотосинтезу ми проводили на третьому зверху листку, його забезпеченiсть азотом
була вища за середню, але це не вирiшувало проблему нестачi асимiлятiв для цiлої рос-
лини.
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Рис. 2. Зв’язок нiтрогеназної активностi бульбочок (а) та iнтенсивностi фотосинтезу листкiв (б ) iз зерновою
продуктивнiстю рослин сої

Таким чином, нами вперше виявлено ефект стимуляцiї iнтенсивностi фотосинтезу рос-
лин сої при iнокуляцiї ризобiями, попередньо проiнкубованими з гомологiчним лектином,
порiвняно з просто iнокуляцiєю або обробкою лектином насiння. Очевидно цей ефект зумов-
лений сигнальним впливом лектину на ризобiї, який пiдвищує їх нодуляцiйну активнiсть
i пов’язану iз цим здатнiсть продукувати фiзiологiчно активнi сполуки, що стимулюють по-
дiл клiтин, зокрема цитокiнiни. Останнi транспортуються до листкiв i чинять позитивний
вплив на функцiонування фотосинтетичного апарату.
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Интенсивность фотосинтеза симбиотических систем соя —
Bradyrhizobium japonicum при действии экзогенного лектина

Исследовано влияние различных вариантов применения экзогенного лектина семян сои на
интенсивность фотосинтеза и зерновую продуктивность сои. Отмечена тесная корреля-
ция зерновой продуктивности растений с интенсивностью фотосинтеза и азотфиксации.
Обнаружена стимуляция интенсивности фотосинтеза растений сои при инокуляции ризо-
биями, предварительно проинкубированными с гомологическим лектином. Выдвинуто пред-
положение, что полученный эффект обусловлен сигнальным воздействием на ризобии лек-
тина, который повышает их нодуляционную активность и связанную с этим способность
продуцировать физиологически активные соединения.

S.Ya. Kots, D.A. Kiriziy, L. I. Veselovska

The intensity of photosynthesis of the soybean — Bradyrhizobium

japonicum symbiotic systems under exogenous lectin influence

The influence of different ways of exogenous soybean seed lectin application on the intensity of
photosynthesis and the grain productivity of soybean is investigated. The close correlation of the
grain productivity of plants with the intensity of photosynthesis and nitrogen fixation is found. It
is shown that the inoculation of soybean plants by rhizobia incubated with homologous lectin leads
to an increase of the photosynthesis intensity. These results allow suggesting that the given effect
is due to the signal influence of lectin on rhizobia, which increases their nodulation activity and
the production of physiologically active compounds.
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Комплексна оцiнка ефективностi лiпосом при отруєннi

тварин кадмiєм

Iз застосуванням методу головних компонент систематизовано та комплексно оцiне-
но молекулярно-бiохiмiчнi процеси в органiзмi щурiв при отруєннi їх кадмiєм та кори-
гувальнi властивостi лiпосомальної форми бiологiчно активної добавки FLP-MD, виго-
товленої на основi фосфолiпiдiв молока.

Використання методу головних компонент дає можливiсть виявити прихованi показники
(фактори), якi вiдповiдають за наявнiсть лiнiйних статистичних зв’язкiв (кореляцiй) мiж
ними. Крiм того, встановлення бiльш значущих за умов проведення дослiду факторiв серед
первинно обраних параметрiв, а також виявлення статистичного зв’язку визначає обгрун-
тованiсть висновкiв щодо ефективностi тих чи iнших впливiв, у тому числi новостворених
лiкувальних препаратiв, на дослiджувану систему (прогнозування розвитку процесу) [1, 2].

Результати дослiджень при використаннi методу головних компонент (факторiв) до-
цiльно наводити в геометричнiй iнтерпретацiї [3]. Для цього на основi початкової вибiрки
(статистичного набору отриманих значень показникiв, класифiкованих за вiдношенням до
певної пiдмножини об’єктiв) формується вибiркова кореляцiйна матриця i будується модель
головних компонент. Показники, близькi за сукупнiстю характеристик, будуть групуватися
в побудованому таким чином просторi i утворювати область, яка належить до видiленого
класу. Центр ваги кожної такої групи, який називається центроїдом, характеризує середнє
значення коефiцiєнтiв розкладу для об’єктiв iз подiбними характеристиками.

Мета дослiдження полягала в проведеннi комплексної оцiнки ефективностi застосування
лiпосом на основi фосфолiпiдiв (ФЛ) молока (БАД FLP-MD) при отруєннi щурiв кадмiєм
за допомогою багатофакторного аналiзу. Комплексну оцiнку ефективностi застосування
лiпосом при введеннi в органiзм щурiв кадмiю проводили за методом головних компонент
iз використанням бiохiмiчних i бiофiзичних показникiв, числовi значення яких характери-
зують функцiональний стан органiзму щурiв. Для корекцiї виявлених змiн було застосовано
лiпосомальну форму БАД FLP-MD на основi ФЛ молока [1, 2, 5].

При обробцi результатiв дослiджень усi данi попередньо нормували до вiдповiдного зна-
чення в контрольнiй групi, тобто всi змiннi для неї мають значення 1,0. Результати при
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використаннi методу головних компонент (факторiв) наведено в геометричнiй iнтерпрета-
цiї [3].

Дослiдження проводили на безпородних щурах-самцях масою тiла 180–200 г, яких утри-
мували на стандартному рацiонi вiварiю. Тварин-аналогiв роздiляли на групи по п’ять осо-
бин у кожнiй: у першiй групi знаходились контрольнi тварини; у другiй — тварини, яким
протягом 14 дiб перорально вводили кадмiю хлорид у дозi 1,0 мг/кг маси тiла, що вiдповi-
дає 1/50 ЛД50; у третiй — тварини, яким вводили 1%-й розчин лiпосомальної форми БАД
FLP-MD на основi ФЛ молока в дозi 13,5 мг/кг маси тiла протягом 5 дiб, а потiм, на тлi за-
стосування бiодобавки, вводили кадмiю хлорид у дозi 1,0 мг/кг маси тiла (протягом 14 дiб).
Щурiв декапiтували пiсля закiнчення експерименту. Вiдразу пiсля забою тварин проводили
їх патолого-анатомiчний розтин та вiдбирали бiологiчний матерiал (кров, зразки печiнки
та тонкої кишки).

Для аналiзу отриманих результатiв методом головних компонент використовували 76
бiохiмiчних показникiв, що характеризують стан клiтин печiнки, тонкої кишки та кровi,
якi систематизованi у табл. 1. Їх вибiр зумовлений тим, що основнi шляхи впливу важких
металiв на органiзм — це iнiцiацiя окисних процесiв, пригнiчення дихальної активностi
мiтохондрiй, структурнi змiни клiтинних мембран [6].

На першому етапi проводили дiагоналiзацiю повної коварiацiйної матрицi всiх показни-
кiв для визначення кiлькостi головних компонент, якi вiдображають стан дослiджуваного
об’єкта. Аналiз цих результатiв свiдчить про те, що перша головна компонента (А1) вичер-
пує 49%, друга (А2) — 16%, третя (А3) — тiльки 6% сумарної дисперсiї (табл. 2).

Серед дослiджених 76 показникiв основний внесок у роздiлення на групи виконують 30.
Для компоненти А1 основнi факторнi навантаження вносять показники, якi характери-

зують: функцiонування системи глутатiону в тканинах печiнки, тонкої кишки та сирова-
тцi кровi; структурний стан внутрiшньої мембрани мiтохондрiй ентероцитiв i гепатоцитiв,
функцiонування систем органiзму (показники сироватки кровi), процеси окисного фосфо-
рилування в мiтохондрiях гепатоцитiв та ентероцитiв. Для компоненти А2 основнi факторнi
навантаження вносять показники, якi характеризують процеси про-антиоксидантної рiвно-
ваги органiзму, процеси обмiну лiпiдiв (показники сироватки кровi та внутрiшньої мембрани
мiтохондрiй ентероцитiв).

На рис. 1 подано результати групування ознак у просторi проекцiй головних компонент
А1 i А2 при дiї кадмiю та корекцiї виявлених змiн за допомогою лiпосомальної форми БАД
FLP-MD. Встановлено чiтке групування (здоровi тварини — контроль; тварини, якi вжива-
ли кадмiю хлорид; тварини, якi зазнавали дiю кадмiю поряд iз застосуванням лiпосомаль-
ної форми БАД FLP-MD) за проекцiями на першi двi головнi компоненти з використанням
усiх показникiв.

За умов надходження кадмiю хлориду до органiзму тварин найбiльшi змiни спостерi-
гаються за А1, а основний внесок у це групування здiйснюють перерахованi вище показники.

Стан об’єкта дослiджень (група тварин, якi вживали кадмiю хлорид i лiпосомальну фор-
му БАД FLP-MD) наближений до контрольної групи. Однак спостерiгаються вiдмiнностi
за А1 та А2 (див. рис. 1). Тобто лiпосомальна форма БАД FLP-MD при введеннi в органiзм
тварин виявляє вiдновлюючий ефект, хоча вiн не такий чiткий, як при iнших клiнiчних
ситуацiях, описаних ранiше [5]. Можливо, це пояснюється тим, що в умовах дослiду дiя
кадмiю призводить до рiзнобiчних змiн у функцiонуваннi органiзму. Бiохiмiчнi показники
сироватки кровi — маркери метаболiчних порушень i тканинних ушкоджень, свiдчать про
розвиток патологiчних процесiв в органiзмi при дiї кадмiю. Порушення у функцiонуваннi

164 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №11



внутрiшньої мембрани мiтохондрiй при дiї кадмiю, що є проявом його токсичного впливу,
пов’язують як з безпосередньою дiєю на мембрани мiтохондрiй, що супроводжується вивiль-
ненням цитохромоксидази, так i з руйнуванням лiзосом i виходом лiзосомальних ферментiв,
якi призводять до деградацiї мембран мiтохондрiй [6].

БАД FLP-MD у лiпосомальнiй формi переважно виявляє мембранотропнi та антиокси-
дантнi ефекти, про що свiдчать результати попереднiх дослiджень [1, 2]. Крiм того, не-
обхiдно враховувати, що вибiр дослiджуваних показникiв за умов дiї кадмiю обмежений

Таблиця 1. Бiохiмiчнi показники кровi та тканин щурiв при введеннi в їх органiзм кадмiю та при застосу-
ваннi лiпосомальної форми БАД FLP-MD

№ п/п Печiнка № п/п
Ентероцити тонкої

кишки № п/п Сироватка кровi

1 ТБК-активнi продукти 29 ТБК-активнi продукти 57 ТБК-активнi продукти
2 СОД 30 СОД 58 СОД
3 Кат 31 Кат 59 Кат
4 ГТ 32 ГТ 60 ГТ
5 ГП 33 ГП 61 ГП
6 ВГЛ 34 ВГЛ 62 ВГЛ
7 ЗЛ 35 ЗЛ 63 Загальний бiлок
8 ФЛ 36 ФЛ 64 Альбумiн
9 ВХС 37 ВХС 65 Сечовина

10 ЕХС 38 ЕХС 66 Креатинiн
11 ФХ 39 ФХ 67 Глюкоза
12 ФЕ 40 ФЕ 68 АлАТ
13 СМ 41 СМ 69 АсАТ
14 ФС+ФI 42 ФС+ФI 70 ЛФ
15 КЛ 43 КЛ 71 ГГТП
16 FАНС 44 FАНС 72 ТАГ
17 КАНС 45 КАНС 73 ХС
18 NАНС 46 NАНС 74 ЛПДНЩ
19 N335 47 N335 75 ЛПВЩ
20 N280 48 N280 76 ЛПНЩ
21 Триптофанова F 49 Триптофанова F — —
22 Частка, доступна 50 Частка, доступна — —

гасiнню триптофанiлiв гасiнню триптофанiлiв
23 Константа 51 Константа — —

Штерна–Фольмера (KSV) Штерна–Фольмера (KSV)
24 НАДН-КоQ- 52 НАДН-КоQ- — —

оксидоредуктаза оксидоредуктаза
25 Сукцинат-КоQ- 53 Сукцинат-КоQ- — —

оксидоредуктаза оксидоредуктазa
26 КоQ-цитохром 54 КоQ-цитохром — —

c-оксидоредуктаза c-оксидоредуктазa
27 Цитохром 55 Цитохром — —

c-оксидоредуктаза c-оксидоредуктаза
28 Н+-АТФаза 56 Н+-АТФаза

Таблиця 2. Власнi значення коварiацiйної матрицi дослiджуваних змiнних при дiї кадмiю та при застосу-
ваннi лiпосомальної форми БАД FLP-MD

Головнi
компоненти

А1 А2 А3 А4 А5

λ 0,49 0,16 0,06 0,05 0,04
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Рис. 1. Групування ознак у просторi проекцiї головних компонент А1–А2 при дiї кадмiю та при застосуваннi
лiпосомальної форми БАД FLP-MD

постановкою завдання — дослiдження тiльки мембранотропної дiї лiпосом, що не дає пов-
ного уявлення про стан органiзму в цiлому.

Отже, використання методу головних компонент дало можливiсть систематизувати та
комплексно оцiнити функцiональний стан органiзму при отруєннi тварин кадмiєм та ефек-
тивнiсть дiї лiпосомальної форми БАД FLP-MD за умов отруєння органiзму тварин спо-
луками кадмiю. Найбiльших змiн зазнають показники, якi характеризують про-антиокси-
дантну рiвновагу та структурно-функцiональний стан внутрiшньої мембрани мiтохондрiй
гепатоцитiв. Введення отруєним тваринам лiпосомальної форми БАД FLP-MD сприяє час-
тковому вiдновленню функцiонального стану клiтин печiнки та тонкої кишки i полiпшує
молекулярно-бiохiмiчнi процеси в пошкоджених тканинах.

Таким чином, лiпосомальна форма БАД FLP-MD є перспективним лiкувальним засобом
при отруєннi тварин кадмiєм. У наступних дослiдженнях планується використати метод
головних компонент для проведення комплексної оцiнки лiкувального ефекту лiпосомальної
форми БАД FLP-MD при дiї на органiзм тварин iнших важких металiв.
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Академик НАН Украины Д.А. Мельничук, В.А. Грищенко

Комплексная оценка эффективности липосом при отравлении
животных кадмием

С применением метода главных компонент систематизированы и комплексно оценены мо-
лекулярно-биохимические процессы в организме крыс при отравлении их кадмием и корреги-
рующие свойства липосомальной формы биологически активной добавки FLP-MD, изготав-
ливаемой на основе фосфолипидов молока.

Academician of the NAS of Ukraine D.O. Melnychuck, V.A. Grishchenko

Integrated assessment of the efficiency of liposomes at the poisoning of
animals by cadmium

Using the method of principal components allowed us to systematize and to do the integrated
assessment of molecular and biochemical processes in organism of rats at the poisoning by Cd
and corrective properties of the liposomal form of a dietary supplement FLP-MD made from milk
phospholipids.
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И.В. Семенюта, В.В. Ковалишин, И.Н. Коперник,
А.Н. Василенко, В.В. Прокопенкo, В.С. Броварец

Создание QSAR моделей для поиска ингибиторов
тубулина

(Представлено академиком НАН Украины В.П. Кухарем)

Описаны новые QSAR модели для поиска ингибиторов тубулина. Точность прогноза для
учебных и тестовых выборок составляет Ac = 0,96÷0,97 и Ac = 0,95÷0,97 соответст-
венно. Для построения моделей использованы ассоциативные нейронные сети. Оцен-
ка качества моделей проведена методами внутренней и внешней проверки. На выборке
из 75 новых соединений правильно классифицированно 63% всех веществ, а также 69%
активных соединений. С помощью индекса Дайса рассчитана область применения соз-
данных QSAR моделей. Показано, что количество правильно спрогнозированных соеди-
нений с DI 0,6−0,7 и �0,7 составляет 74 и 85% соответственно.

Заболевания онкологического характера являются одной из наиболее острых проблем совре-
менной медицины, а в связи с прогнозируемым увеличением числа онкологических заболе-
ваний к 2020 г. возникает необходимость создания новых противоопухолевых препаратов [1].

Значительный прогресс, достигнутый за последние десятилетия в разработке и создании
новых противоопухолевых препаратов, нивелируется тем, что подавляющее большинство
лекарств, применяемых в медицинской практике, а также находящихся на стадии клини-
ческих тестов, обладает общими недостатками, к которым относится низкая селективность
биологического действия, что приводит к высокой системной токсичности и снижению те-
рапевтической активности ввиду множественной лекарственной устойчивости опухолевых
клеток [2]. Одним из важных направлений в разработке противоопухолевых препаратов
является получение новых антимитотических агентов, поскольку ключевая роль митоти-
ческого веретена в клеточном делении сделала его перспективной мишенью для противо-
опухолевой химиотерапии [3]. Антимитотические агенты таксол и таксотер относятся к наи-
более эффективным препаратам, используемым в современной клинической практике, а ряд
антимитотических противоопухолевых препаратов в настоящее время проходят клиничес-
кие испытания [4]. В связи с этим актуален поиск новых синтетических антимитотических
агентов на основе ингибиторов тубулина.

Создание нового лекарственного препарата в настоящее время неразрывно связано с ис-
пользованием различных математических методов анализа данных, реализованных в форме
программного обеспечения, что позволяет создавать прогнозирующие компьютерные моде-
ли, которые устанавливают связь между химической структурой и биологической активно-
стью исследуемых соединений (Quantitative Structure — Activity Relationship (QSAR)) [5].
QSAR является важным инструментом для автоматизированного предварительного вирту-
ального скрининга баз данных, разработки комбинаторных библиотек молекулярных фраг-
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ментов, позволяет проводить идентификацию и количественное выражение структурных
параметров или физико-химических свойств физиологически активных веществ в виде де-
скрипторов с целью выявления факта влияния каждого из них на биологическую актив-
ность. Поэтому применение методов QSAR при создании новых соединений с заданными
свойствами позволяет значительно сокращать время и ресурсы, а также осуществлять бо-
лее целенаправленный синтез соединений, обладающих необходимым заданным комплексом
свойств.

Материалы и методы. Выборка данных. Мы проанализировали выборку соединений
ингибиторов тубулина, воздействующих на динамику клеточных микротрубочек, отобран-
ных из литературных источников и систематизированных в PubChem базе данных [6]. Мо-
лекулы ингибиторов смоделировали с помощью программы ChemAxon Standardizer [7], 2D
координаты атомов пересчитали заново, ионы и соли удалили из молекулярной структуры,
молекулы привели к нейтральной форме и удалили дубликаты. 3D структуры соедине-
ний оптимизировали с помощью программы ChemAxon Standardizer и сохранили в SDF
формате.

Расчет дескрипторов. Для расчета молекулярных дескрипторов использовали пакет
DRAGON [8], который обеспечивает расчет более чем 3200 молекулярных дескрипто-
ров. Каждый дескриптор имеет уникальный код, который позволяет провести его даль-
нейшую идентификацию. В результате для каждого соединения рассчитали QSAR де-
скрипторы, такие как гидрофобность, молекулярный объем, количество атомов, количе-
ство доноров и акцепторов электронов, количество подвижных связей и другие. Затем
первоначальное количество рассчитанных дескрипторов было сокращено. Сначала удаля-
ли дескрипторы, которые имели постоянные значения для всех молекул, затем взаимно
коррелированные дескрипторы, т. е. если коэффициент корреляции дескриптора с дру-
гими дескрипторами был равен или превышал 0,95, то он удалялся из исходной вы-
борки [8].

Математический аппарат QSAR. Математическим аппаратом QSAR являются мето-
ды многомерного статистического анализа данных: линейный и нелинейный регрессионный
анализ, дисперсионный анализ, различные методы классификации и распознавания обра-
зов, такие как искусственные нейронные сети (ИНС), генетические алгоритмы и др. [5].
Для построения прогнозирующих моделей мы использовали метод ассоциативных нейрон-
ных сетей (Associative Neural Networks (ASNN)) [9]. Для выбора наиболее информатив-
ных дескрипторов применяли специальные методы анализа информативности дескрипто-
ров [10].

Статистические коэффициенты. Для оценки качества и прогнозирующей способнос-
ти классификационных моделей [11] использовали такие параметры, как чувствительность
(Sn), специфичность (Sp) и общая точность модели (Ac):

Sn =
TP

TP + FN
, (1)

Sp =
TN

TN+ FP
, (2)

Ac =
TP + TN

TP+ FN + TN+ FP
, (3)

где TP — количество активных соединений, предсказанных правильно, т. е. как активные;
FP — количество активных соединений, предсказанных неправильно, т. е. как неактивные;
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TN — количество неактивных соединений, предсказанных правильно, т. е. как неактив-
ные; FN — количество неактивных соединений, предсказанных неправильно, т. е. как ак-
тивные.

Методика внешней оценки качества QSAR моделей.Методика внешней оценки качества
QSAR моделей состоит в использовании тестовых наборов соединений, которые не участ-
вуют в построении модели. Точность всех индивидуальных моделей оценивали с помощью
метода пятиразовой перекрестной проверки [5], который заключается в использовании 20%
соединений, случайным образом отобранных в тестовый набор, тогда как оставшиеся 80%
соединений из общего набора данных использовались для построения QSAR моделей. Эту
процедуру последовательно повторили пять раз, при этом получили пять различных тес-
товых наборов данных и, соответственно, пять наборов для обучения. Таким образом, для
каждого набора данных было создано пять моделей и обобщенный прогноз на основе тес-
товых наборов данных.

Результаты и обсуждение. На первом этапе для лучшего понимания механизмов,
лежащих в основе ингибирующей активности тубулина, был исследован набор данных из
более чем 190 000 соединений. Для построения QSAR моделей использовали все активные
соединения (1621) — ингибиторы тубулина и такое же количество неактивных соединений.
Вначале из всех неактивных соединений с помощью программы Instant Jchem [12] было
отобрано 10 000 соединений с индексом Дайса (Dice Index (DI)) [12] 0,5–0,6, 1621 относи-
тельно активных соединений, т. е. соединений отличных по своей структуре от активных.
Далее из этих 10 000 соединений с помощью метода Kennard–Stone Design (KSD) [13] к имею-
щимся 1621 активному соединению было отобрано 1623 неактивных соединения.

Для каждого соединения с помощью пакета DRAGON получили 1314 дескрипторов.
Для выбора наиболее информативных дескрипторов применяли специальные методы ана-
лиза информативности дескрипторов, известные в литературе как “pruning methods” [10].
В результате анализа из 1314 было отобрано 134 наиболее информативных дескриптора. То-
чность прогноза для наборов обучения была в пределах Ac = 0,96÷ 0,97 и Ac = 0,95÷ 0,97
для тестовых наборов данных, что свидетельствует о хорошей прогнозирующей способности
созданных моделей. Результаты статистического анализа приведенны в табл. 1.

Из литературных источников известно, что многие производные оксазола и тиазола
проявляют антибактериальную, фунгицидную, а также противораковую активность [14].
Поэтому на втором этапе анализа созданные модели были использованы для предсказания
противоопухолевой активности и выяснения механизма действия 75 соединений, состоящих
из гетероциклических соединений, синтезированных в Институте биоорганической химии
и нефтехимии НАН Украины, среди которых большинство — производные тиазола и окса-

Таблица 1. Статистический анализ результатов

Название
набора
данных

Набор обучения Тестовый набор

Количество
молекул Sn Sp Ac

Количество
молекул Sn Sp Ac

Набор 1 2595 0,97 0,97 0,97 649 0,95 0,96 0,95
Набор 2 2595 0,96 0,96 0,96 649 0,95 0,96 0,96
Набор 3 2595 0,97 0,96 0,96 649 0,99 0,95 0,97
Набор 4 2595 0,97 0,96 0,97 649 0,95 0,96 0,95
Набор 5 2596 0,97 0,96 0,96 648 0,95 0,95 0,95

Общий набор — — — — 3244 0,97 0,96 0,96
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Рис. 1. Результаты прогноза противораковой активности для 75 тестовых соединений

зола. Противораковая активность данных соединений изучалась в рамках международной
программы Национального института здоровья США — DTP (Developmental Therapeutic
Programm) Национального института рака (NCI) [15]. Результаты прогноза противорако-
вой активности представлены на рис. 1. По результатам предсказания противоопухолевой
активности следует отметить 63% суммарного прогноза классификационными моделями.
Полученные модели корректно предсказали противоопухолевую активность для 47 соеди-
нений из 75 в соответствии с результатами биологических испытаний NCI. При этом следует
подчеркнуть, что количество правильно классифицированных активных соединений — 42
из 61, а неактивных — 5 из 14. Таким образом, можно предположить, что для большинства
активных молекул данной выборки механизм подавления роста опухолей включает связыва-
ние соединений с мономерами тубулина и ингибирование веретена деления, что приводит
к нарушению механизма клеточного деления раковых клеток.

Для того чтобы избежать некорректных прогнозов, для QSAR моделей определяют
область применения (applicability domain (AD)) [5], которую оценивают с помощью раз-
личных мер так называемого расстояния до модели, таких как стандартное отклонение
ансамбля моделей, корреляция в пространстве моделей или значения индекса Дайса (DI)
и др. от тестируемой молекулы до всех молекул в наборе обучения на основе используе-
мого набора дескрипторов. Мы для оценки области применения модели использовали ин-
декс Дайса [5]. C помощью программы Instant Jchem для 75 тестовых соединений был
рассчитан индекс Дайса по отношению к набору обучения. Согласно результатам рассчета
(рис. 2), количество правильно спрогнозированных соединений с индексом Дайса 0,6–0,7
составляет 74%, а для веществ с DI � 0,7 — 85%. При использовании соединений с DI � 0,6
количество правильно спрогнозированных соединений снижается до 14%. Данные результа-
ты показывают, что наиболее близкими к набору обучения являются соединения с DI > 0,6,
поэтому предсказание активности для этих соединений является наиболее точным и реа-
листичным.

Таким образом, описан ряд новых QSAR моделей с точностью прогноза для учебных
выборок Ac = 0,96÷0,97 и Ac = 0,95÷0,97 для тестовых наборов. Для построения этих мо-
делей были использованы известные ингибиторы тубулина различных химических классов,
что позволяет получать достоверные результаты прогноза для химических веществ различ-
ных классов. Высокая прогнозирующая способность полученных классификационных мо-
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Рис. 2. Процент правильно спрогнозированных соединений в зависимости от индекса Дайса

делей, которая составляет 95–99%, дает возможность с высокой степенью достоверности на
начальном этапе исследований определять у веществ активирующую либо ингибирующую
направленность действия на белок. На выборке из 75 новых соединений было получено 63%
суммарного прогноза, а также 69% правильно классифицированных активных соединений,
что говорит о высокой чувствительности созданных моделей к гетероциклическим соедине-
ниям классов тиазолов и оксазолов. Также изучена область применения созданных QSAR
моделей с помощью индекса Дайса и получены результаты, свидетельствующие о том, что
процент правильно спрогнозированных соединений с DI 0,6–0,7 и �0,7 составляет 74 и 85%
соответственно.

Авторы выражают благодарность за поддержку программе НАТО “Наука ради мира” (NATO
Science for Peace) — грант № EAP.SFPP 984401.
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Створення QSAR моделей для пошуку iнгiбiторiв тубулiну

Описано новi QSAR моделi для пошуку iнгiбiторiв тубулiну. Точнiсть прогнозу для навчаль-
них та тестових вибiрок становить Ac = 0,96 ÷ 0,97 та Ac = 0,95 ÷ 0,97 вiдповiдно. Для
побудови моделей використано асоцiативнi нейроннi мережi. Оцiнку якостi моделей прове-
дено методами внутрiшньої i зовнiшньої перевiрки. На вибiрцi з 75 нових сполук правильно
класифiковано 63% усiх речовин, а також 69% активних сполук. За допомогою iндексу Дай-
са розраховано область застосування створених QSAR моделей. Показано, що кiлькiсть
правильно спрогнозованих сполук з DI 0,6−0,7 i �0,7 становить 74 та 85% вiдповiдно.

I. V. Semenyuta, V.V. Kovalishin, I.N. Kopernik, A.N. Vasilenko,
V.V. Prokopenko, V. S. Brovarets

Creation of QSAR models to search for inhibitors of tubulin

The study presents new QSAR models to search for tubulin inhibitors. The prediction accura-
cies for the training and test sets are Ac = 0.95−0.97 and Ac = 0.95−0.97, accordingly. QSAR
methodologies used Associative Neural Networks. The quality of models have been evaluated using
both internal and external validation methods. In a sample of 75 new compounds, we correctly
classified 63% of all compounds and 69% of active molecules. The applicability domain of QSAR
models was evaluated by the Dice index. It is shown that the percentages of correctly predicted
compounds with DI equal to 0.6−0.7 and �0.7 are 74 and 85%, respectively.
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Реактивность сердечно-сосудистой системы у больных

гемофилией в стабильный период

(Представлено академиком НАН Украины А.А. Мойбенко)

У больных гемофилией в стабильный период выявлены артериальная гипертензия и раз-
личная реактивность кардиального и гемодинамического компонентов сердечно-сосуди-
стой системы (ССС). У 31,3% больных определяется нормодинамический режим си-
стемной гемодинамики (сердечный индекс (СИ) от 2,45 до 3,50 л/(м2 ·мин)); у 22,9% —
гиподинамический (СИ ниже 1,90 л/(м2 · мин)); у 25,0% — относительно гипо- и нор-
модинамический режимы (СИ от 1,90 до 2,45 л/(м2 · мин)); у 20,8% — гипердинами-
ческий режим (СИ более 3,50 л/(м2 · мин)). Гиподинамический режим гемодинамики
характеризуется неэффективностью инотропного и хронотропного механизмов серд-
ца, формирует гипоксию циркуляторного типа и является неблагоприятной формой
реактивности ССС. Обоснована необходимость диспансерного кардиологического сопро-
вождения больных гемофилией.

Коагулопатии, вследствие значительной распространенности, сложности и недостаточной
эффективности лечения, составляют глобальную медицинскую и социальную проблему.
В основе коагулопатий лежат нарушения свертывания крови, вызванные дефицитом, из-
быточной активацией или угнетением плазменных факторов свертывания наследственного
или приобретенного генеза, для которых характерна повышенная кровоточивость (гема-
томы, гемартрозы, послеоперационные кровотечения и др.) [1, 2]. Острые кровотечения,
тяжелые кровопотери остаются актуальной проблемой как для хирургии в частности, так
и для медицины в целом. Во время травматичных операций нередко нарушается баланс
между системами свертывания и фибринолиза даже у больных без врожденной патологии
гемостаза, что может осложниться кровотечением. Поэтому контроль системы гемостаза —
важнейшее условие обеспечения хирургического лечения, особенно в послеоперационный
период [3].

Гемофилия является наиболее тяжелой формой наследственных коагулопатий; характе-
ризуется частыми спонтанными и посттравматическими геморрагиями, ранней инвалидиза-
цией больных, сложностью оказания специализированной медицинской помощи [4–8]. Соз-
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дание высокоочищенных препаратов факторов свертывания значительно повысило эффек-
тивность лечения больных гемофилией, но проведение заместительной терапии не решает
в полной мере проблему профилактики интра- и послеоперационных кровопотерь, является
фактором риска развития вторичных нарушений гемостаза и трансформации гемофилии
в иммунную форму [8, 9].

В гемостазиологических исследованиях изучены клинико-гематологические и биохи-
мические показатели, определены молекулярные и генетические маркеры распространен-
ных гемостазиопатий, рассмотрены патогенетические механизмы тромбогеморрагических
осложнений, обоснованы принципы их профилактики и лечения. Наибольшее внимание
уделяется созданию программ эффективной профилактической помощи, в частности разра-
ботке препаратов и методов, предотвращающих возникновение ингибиторных форм забо-
леваний. Несмотря на достижения в изучении физиологии, биохимии и патологии системы
гемостаза, медикаментозные механизмы влияния на эти процессы не разработаны [1, 4, 8, 9].

По нашему мнению, для решения этой проблемы необходимо детальное изучение не-
специфической (общей) реактивности больных коагулопатиями: функционального и ме-
таболического гомеостаза, кислородного баланса, функционального состояния кислород-
транспортной системы (КТС) [10]. Сердечно-сосудистая система (ССС) является гемоди-
намическим компонентом КТС, ее реактивность определяет кислородзависимые реакции
патогенеза и адаптации при геморрагиях и реконвалесценции [11, 12]. Однако гипоксиче-
ский синдром, генез и патофизиология гипоксии при коагулопатиях до настоящего времени
не исследованы. В аспекте саногенеза именно адаптация человека к гипоксии определяет
его возможность к выживанию и выздоровлению. Молекулярные мессенджеры адаптации
к гипоксии — главный фактор роста для эритроидных клеток эритропоэтин (ЕРО) и уни-
версальный регулятор клеточных функций оксид азота (NO) — вместе с тем обладают
полипротекторными свойствами [10, 13–15]. Изучение природы гемостазиопатий с позиций
адаптации к гипоксии формирует новое актуальное и перспективное направление научных
исследований в гемостазиологии.

Учитывая вышеизложенное, для исследования коагулопатий нами предложена методо-
логия, которая сочетает изучение у больных коагулопатиями функционального состояния
систем гемостаза и кислородного транспорта, т. е. специфической и неспецифической (об-
щей) реактивности.

Цель работы состоит в клинико-физиологичской оценке реактивности ССС у больных
гемофилией в стабильный период по данным изучения системной гемодинамики и карди-
огемодинамики.

Проведены комплексные клинические, гематологические и клинико-физиологические
исследования. Обследовано 48 больных гемофилией — лиц мужского пола в возрасте
от 18 до 52 лет, массой тела (70,7 ± 5,61) кг, которые находились в стабильном состоя-
нии, т. е. в период, непосредственно не связанный с эпизодами геморрагий или осложнений.
Контингент больных составляли пациенты консультативной поликлиники и отделения хи-
рургической гематологии и гемостазиологии ГУ “Институт гематологии и трансфузиологии
НАМН Украины” на базе клинической больницы № 9 во время проведения диагностики,
диспансерного наблюдения или после лечения. Больные обследовались в стабильный пе-
риод, по меньшей мере, через две недели после проведения курса патогенетической тера-
пии или профилактического приема препаратов дефицитных факторов; некоторые больные
обследовались несколько раз. Контрольную группу составили 20 практически здоровых
людей мужского пола (студенты медуниверситета и доноры крови) в возрасте от 18 до
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49 лет, массой тела (69,4± 4,42) кг. Обследования проводили в условиях физиологического
покоя.

При общем клиническом и гематологическом обследовании больных и контрольных
испытуемых определяли общее состояние, клинический статус, гематологические и био-
химические показатели крови.

Определяли показатели периферического эритрона: количество эритроцитов — Эр,
×1012/л, Т/л; концентрацию общего гемоглобина — Hb, г/л; цветовой показатель — ЦП,
отн. ед.; среднее содержание гемоглобина в эритроците — ССГ, пг; гематокритную вели-
чину — Гт, %.

Для характеристики системы гемостаза определяли показатели: время свертывания кро-
ви — СК, с; количество тромбоцитов — Tр, ×109/л, Г/л; протромбиновое время — ПВ, с;
протромбиновый индекс — ПИ, %; активированное парциальное тромбопластиновое вре-
мя — АПТВ, с; активность основных факторов коагуляционного гемостаза — Ф VIII, Ф IX,
Ф V, Ф VII, %; активность антитромбина III — Ат III, %; содержание фибриногена — Фбр,
г/л; агрегацию тромбоцитов — АТ, %; параметры аутокоагуляционного теста — АКТ.

Оценка неспецифической (общей) реактивности больных гемофилией базировалась на
изучении функционального состояния и реактивности ССС и включала измерение и опре-
деление показателей системной (общей) гемодинамики и кардиогемодинамики.

Основные показатели системной гемодинамики и кардиогемодинамики: артериальное
давление систолическое, диастолическое и среднее — АДс, АДд, САД, мм рт. ст.; частота
сердечных сокращений (пульса) — ЧСС, мин−1; минутный объем крови — МОК, л/мин;
ударный объем крови — УОК, мл; сердечный индекс — СИ, л/(м2 · мин); ударный (си-
столический) индекс — УИ, мл/м2; рабочий индекс левого желудочка сердца — РИЛЖ,
Дж/(м2 · мин); рабочий ударный индекс левого желудочка сердца — РУИЛЖ, Дж/м2; об-
щее периферическое сосудистое сопротивление — ОПС, кПа·мин/л; конечнодиастолический
объем левого желудочка сердца — КДО, мл; конечносистолический объем левого желудочка
сердца — КСО, мл; фракция выброса левого желудочка сердца — ФВ, %.

Клинический статус больных, гематологические, гемостазиологические и биохимичес-
кие показатели крови и функционального состояния ССС определяли стандартными мето-
дами [2, 5, 11]. Для анализов использовали венозную кровь. Измерения проводили с исполь-
зованием гематологического анализатора “Sysmex KX-21N”, коагулометра “Behnk Elektronik
CM4”, ультразвукового диагностического комплекса “ULTIMA PA”. Результаты исследова-
ний обработаны методами математической статистики с помощью компьютерных приклад-
ных программ [6, 8].

Результаты исследования показали, что, с учетом морбидного статуса, общее состояние
больных было удовлетворительным, физиологические отправления можно было оценить
как относительно нормальные. У всех больных наблюдались артропатии различной степени
выраженности, с эпизодами артралгий, вследствие чего развивался синдром общей гиподи-
намии. При оценке качества жизни отмечены явления психоэмоциональной неустойчивости,
а в некоторых случаях — и психогенного стресса, что объясняется социальной деприваци-
ей и снижением профессиональной реализации относительно запросов. Гематологические
и биохимические исследования крови выявили усиление активности периферического эрит-
рона (увеличение показателя Эр на 14,21%; Hb на 12,60%; Гт на 10,09%; P < 0,05), однако
в целом сохранялся нормальный метаболический гомеостаз.

Функциональное состояние системы гемостаза больных характеризовалось снижением
активности дефицитного фактора (в 33,4 раза) и показателей АПТВ и максимальной актив-
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Рис. 1. Структура гемодинамических сдвигов у больных гемофилией

ности АКТ — соответственно в 1,90 и 3,11 раза в сравнении с нормой (P < 0,001). Показа-
тель ПИ составлял (99,2±2,6)% и свидетельствовал о напряжении внешнего пути протром-
биназообразования. При этом активность Ат III составляла (57,3 ± 4,1)%, что достоверно
(P < 0,001) было меньше показателя контрольной группы (102,2± 2,1)%. Выявлено увели-
чение активности Ф VII до (119,7± 6,9)%, что, практически, соответствует максимальному
референтному значению этого показателя. Количество Тр составляло (226,0 ± 10,77) Г/л
и не отличалось от нормы. Однако был установлен значительный уровень дисперсии пока-
зателей функциональной активности Тр, что, возможно, связано с влиянием на сосудис-
то-тромбоцитарный гемостаз метаболитов воспалительных процессов суставного аппарата.

Комплексная оценка функционального состояния системы гемостаза больных гемофи-
лией в период без геморрагических проявлений свидетельствует о частичной компенсации
дефицита активности Ф VIII и Ф IX за счет повышения до максимально возможного нор-
мального уровня активности Ф VII, что подтверждается показателями прокоагулянтной
и антикоагулянтной активностей крови.

Реактивность ССС оценивали по данным клинико-физиологического исследования всех
основных показателей системной гемодинамики и кардиогемодинамики. Полученные ре-
зультаты приведены в табл. 1 и на рис. 1. Как видно из табл. 1, у контрольных испытуемых
значения изучаемых показателей ССС соответствовали физиологическим величинам нор-
мы для здоровых людей [11].

У больных гемофилией в стабильный период определялась отчетливо выраженная со-
судистая реакция ССС — артериальная гипертензия. Наиболее значительно увеличивался
показатель АДс — в отдельных наблюдениях выше 180 мм рт. ст., а в среднем на 14,23%
в сравнении с нормой (P < 0,001); показатель АДд увеличивался на 9,56% (P < 0,05), пока-
затель САД — на 11,74% (P < 0,02). Соответственно, увеличивалось общее периферическое
сопротивление. Второй характерной особенностью реакций ССС были изменения собствен-
но кардиогемодинамики. Они проявлялись в уменьшении волемических показателей левого
желудочка сердца и тахикардии. Так, показатель УОК уменьшался на 13,69% в сравнении
с нормой, КСО — на 24,28%, а ЧСС увеличивался на 12,55%. Отмечено также некото-
рое увеличение работы и сократительной функции левого желудочка сердца (РИЛЖ —
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на 10,85%; ФВ — на 4,51%). Главная особенность изучаемых физиологических реакций со-
стояла в интегральной реактивности системной гемодинамики, которая определяется преж-
де всего величиной МОК (синоним — сердечного выброса). Как известно, величина МОК
детерминируется в первую очередь такими факторами, как возраст, масса, уровень энерге-
тического метаболизма. По этим показателям статистические выборки больных гемофилией
и контрольной группы (норма) не различались. И при этом был установлен чрезвычайно
важный факт, что в среднем величины МОК и СИ у больных гемофилией и контрольных
испытуемых (норма) также статистически не различались.

Таким образом, проведенный анализ структуры гемодинамических сдвигов выявил
у больных гемофилией сочетание реакций напряжения (и, возможно, повреждения), ком-
пенсации и функционального гомеостаза. Повышение сосудистого тонуса и гипертензия,
как реакция повреждения, компенсировались мобилизацией хронотропного (тахикардия)
и инотропного (сократительная функция сердца) механизмов сердца, гомеостатическими
механизмами системной гемодинамики. В целом у больных гемофилией в стабильный пе-
риод формировался нормодинамический режим системной гемодинамики за счет нормоди-
намии миокарда и, соответственно, нормальное функциональное состояние ССС.

Вместе с тем при индивидуальном анализе результатов исследований был выявлен ши-
рокий спектр изменений функционального состояния ССС — от гипофункции и недоста-
точности кровообращения до мобилизации функциональных резервов и гиперфункции.
При этом общая реактивность и направленность гемодинамических сдвигов оценивается
по величине производительности ССС системы, которую характеризует важнейший ин-
тегральный функциональный показатель — МОК. По собственным и литературным дан-
ным, нормальная производительность ССС определяется небольшим диапазоном показате-
ля МОК — порядка от 4,0 до 5,5 л/мин, что соответствует значениям показателя СИ от 2,45
до 3,50 л/(м2 ·мин). Это детерминируется как нормодинамический режим системной гемо-
динамики. При значениях СИ ниже 1,90 л/(м2 · мин) режим гемодинамики является гипо-

Таблица 1. Показатели системной гемодинамики и кардиогемодинамики у больных гемофилией в стабиль-
ный период (M ±m)

Показатель
Контроль
нормы

Больные гемофилией

Все Норма Гипо Гипер

АДс, мм рт. ст. 123,7 ± 1,59 141,3 ± 2,95∗ 151,4 ± 3,58∗# 136,3 ± 2,86∗ 139,2 ± 3,20∗

АДд, мм рт. ст. 71,1± 1,55 77,9 ± 2,82∗ 85,1± 3,09∗ 74,8 ± 2,49 79,6 ± 2,57∗

САД, мм рт. ст. 88,60 ± 1,43 99,0 ± 4,18∗ 107,2 ± 3,96∗# 95,3 ± 2,82∗ 99,46 ± 3,58∗

ЧСС, мин−1 70,9± 1,72 79,8 ± 3,95∗ 86,7± 5,21∗# 71,8 ± 4,15 81,3 ± 4,37∗

МОК, л/мин 4,980 ± 0,311 4,835 ± 0,286 4,882 ± 0,213 3,376 ± 0,279∗# 6,752 ± 0,346∗#

УОК, мл 70,2± 4,34 60,6 ± 3,15∗ 56,3± 4,58∗ 47,0 ± 3,25∗# 83,1 ± 3,77∗#

СИ, л/(м2
· мин) 2,635 ± 0,113 2,614 ± 0,126 2,697 ± 0,096 1,834 ± 0,132∗# 3,650 ± 0,184∗#

УИ, мл/м2 37,16 ± 1,58 32,76 ± 1,37∗ 31,36 ± 1,75∗ 25,54 ± 1,56∗# 44,90 ± 2,15∗#

РИЛЖ, Дж/(м2
· мин) 31,14 ± 1,69 34,52 ± 1,40∗ 38,57 ± 2,91∗ 23,32 ± 1,72∗# 48,43 ± 2,54∗#

РУИЛЖ, Дж/м2 0,439 ± 0,025 0,433 ± 0,028 0,445 ± 0,031 0,325 ± 0,022∗# 0,596 ± 0,037∗#

ОПС, кПа·мин/л 2,369 ± 0,127 2,727 ± 0,158∗ 2,925 ± 0,138 3,760 ± 0,309∗ 1,962 ± 0,180

КДО, мл 108,5 ± 4,39 89,6 ± 4,40∗ 88,7± 4,52∗ 79,5 ± 3,85∗ 114,0 ± 5,41#

КСО, мл 38,3± 3,62 29,0 ± 2,16∗ 32,4± 3,53 32,5 ± 3,30∗ 30,9 ± 3,53

ФВ, % 64,7± 1,15 67,6 ± 2,43 63,5± 1,58 59,1 ± 2,06∗# 72,9 ± 2,47∗#

∗P < 0,05 по отношению к контролю нормы.
#P < 0,05 по отношению к данным у всех больных гемофилией.
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динамическим, при значениях более 3,50 л/(м2 ·мин) — гипердинамическим. При детальном
анализе еще выделяют варианты как относительно нормодинамический режим (СИ от 2,20
до 2,45 л/(м2 · мин)) и относительно гиподинамический (СИ от 1,90 до 2,20 л/(м2 · мин)).

Согласно данной стратификации, с позиций интегральной оценки реактивности ССС,
нормодинамический режим гемодинамики (норма) определялся у 15 больных гемофилией
(31,3%), гиподинамический (гипо) — у 11 больных (22,9%), гипердинамический (гипер) —
у 10 (20,8%), относительно нормо- и гиподинамический режимы — у 12 больных (25,0%).

Анализ реакций системной гемодинамики, структуры гемодинамических сдвигов и кар-
диогемодинамики позволил установить механизмы формирования различных режимов
функционирования системной гемодинамики.

Прежде всего следует подчеркнуть, что артериальная гипертензия определялась при
всех режимах системной гемодинамики, но степень ее проявления имела различия при раз-
ных режимах. Так, у больных с нормодинамическим режимом показатель АДс в среднем
достигал (151,4 ± 3,58) мм рт. ст., а показатель САД — (107,2 ± 3,96) мм рт. ст., что пре-
вышало норму соответственно на 22,39 и 20,99% (P < 0,001). У больных с гиподинами-
ческим режимом АДс и САД увеличивались соответственно на 10,19% (P < 0,01) и 7,56%
(P < 0,05). У больных с гипердинамическим режимом увеличение АДс составляло 12,53%
относительно нормы (P < 0,001), а САД — 11,23% (P < 0,05). То есть фактические данные
позволяют констатировать, что сосудистые реакции ССС при гемофилии характеризуются
одинаковым качеством, но разным количественным проявлением.

В случае нормодинамического режима у больных обнаружено уменьшение показате-
лей УОК (на 19,80%), УИ (на 15,61%), КДО (на 18,25%), КСО (на 15,40%) и увеличение
показателей РИЛЖ (на 23,86%) и ОПС (на 23,47%). Показатель ФВ не изменялся, со-
кратительная функция миокарда не увеличивалась. И только показатель ЧСС достоверно
возрастал (на 22,28%), что, собственно, и обеспечивало нормальную производительность
ССС. Анализ данного фрагмента исследований свидетельствует о том, что мобилизация
даже одного лишь хронотропного механизма адаптации сердца может быть эффективным
и достаточным средством для компенсации патологических сосудистых или волемических
реакций гемодинамики и формирования устойчивого функционального состояния ССС.

При гиподинамическом режиме гемодинамики степень гипертензии у больных была
относительно менее выраженной, чем при нормодинамическом, однако компенсаторные
реакции других компонентов ССС были неэффективными. Так, показатель ЧСС сохранял-
ся на уровне нормы, а показатель ФВ достоверно уменьшался. Такие реакции свидетельст-
вуют о недостаточности двух основных механизмов сердца и гемодинамики в целом — ино-
тропного и хронотропного. В результате снижалась производительность ССС: отмечалось
уменьшение МОК на 32,21%; УОК на 33,05%; СИ на 30,40%; УИ на 31,27% (P < 0,001).
У больных этой группы формировалась гипофункция ССС, а у некоторых больных — да-
же недостаточность, когда при определении кислородных параметров было обнаружено
снижение потребления кислорода. Таким образом, дефект или недостаточность двух фун-
даментальных механизмов регуляции сердца — инотропного и хронотропного — может быть
основой формирования гиподинамического режима гемодинамики.

У больных с гипердинамическим режимом системной гемодинамики реализовался ва-
риант мобилизации функциональных резервов ССС с участием всех компонентов и механиз-
мов регуляции кровообращения. Установлено увеличение производительности сердца — во-
зрастание МОК на 35,58% и СИ на 38,52% (P < 0,001). Такая реактивность формировалась
за счет хронотропной стимуляции (увеличение ЧСС на 14,67%), уменьшения преднагрузки
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на сердце (снижение ОПС на 17,18%), повышения пропульсивной активности сердца (уве-
личение РИЛЖ на 55,52%), увеличения венозного возврата (возрастание КДО на 5,07%),
усиления сократительной функции левого желудочка (увеличение ФВ на 12,67%). Как вид-
но из приведенных данных, в реакциях долговременной адаптации были задействованы
гемодинамические, сосудистые и кардиальные механизмы. Важнейшее значение в данном
случае имеет сочетание реализации инотропного и хронотропного механизмов сердца, ко-
торое и является фундаментальной основой установления гипердинамического режима ге-
модинамики и гиперфункции ССС.

Характеризуя в целом реактивность ССС больных гемофилией в стабильный период,
можно считать установленным факт системного функционального напряжения. Пусковым
фактором адаптационных гемодинамических сдвигов, безусловно, было повышение тонуса
резистивных сосудов и формирование артериальной гипертензии. Причины и механизмы
инициации и становления артериальной гипертензии, по-видимому, обусловлены особеннос-
тями клинического статуса и качества жизни больных гемофилией: артропатиями и свя-
занными с ними артралгиями, гиподинамией, профессиональной депривацией, психоэмо-
циональным дискомфортом, психогенным стрессом [4, 12]. В силу действия указанных фак-
торов, в особенности стресса, развивалась активация симпатоадреналовой системы, в кро-
ви увеличивалось содержание адреналина и других вазоактивных веществ. Взаимодействие
факторов повреждения и адаптационных гомеостатических механизмов больных, в частнос-
ти ССС, сопровождалось формированием различных типов реактивности и установлением
различных режимов системной гемодинамики: нормодинамического, гиподинамического
и гипердинамического. Нормодинамический режим является наиболее благоприятным, его
формирование возможно при реализации одного из фундаментальных механизмов сердца —
хронотропного, однако он не ограничивает и не устраняет артериальную гипертензию. Ги-
подинамический режим гемодинамики является относительно наиболее неблагоприятным,
его формирование связано с недостаточностью основных механизмов сердца, свидетельству-
ет о гипофункции и возможной недостаточности ССС; как гемодинамический компонент
КТС, в силу недостаточности, приводит к развитию гипоксии циркуляторного типа. Ги-
пердинамический режим гемодинамики является вариантом эффективной реализации ада-
птационных механизмов ССС, но его можно классифицировать только как относительно
благоприятный, в силу ограничения функциональных резервов и риска развития скрытой
формы циркуляторной гипоксии.

Полученные результаты имеют фундаментальное значение и вместе с тем обосновы-
вают ряд практических приложений в плане оптимизации диспансерного обеспечения боль-
ных гемофилией. Совершенно очевидно, что гемофилия не только гематологическая, но
и кардиологическая и общемедицинская проблема. Для эффективной реабилитации боль-
ных гемофилией необходимо использование методов и средств психотерапии, превентивной
и клинической кардиологии.
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I. I. Лановенко, Є.В. Авер’янов, П.В. Ющенко, В. I. Семеняка

Реактивнiсть серцево-судинної системи у хворих на гемофiлiю
в стабiльний перiод

У хворих на гемофiлiю в стабiльний перiод виявленi артерiальна гiпертензiя i рiзна ре-
активнiсть кардiального та гемодинамiчного компонентiв серцево-судиної системи (ССС).
У 31,3% хворих визначається нормодинамiчний режим системної гемодинамiки (серцевий
iндекс (СI) вiд 2,45 до 3,50 л(м2 ·хв)); у 22,9% — гiподинамiчний (СI менше 1,90 л/(м2 ·хв));
у 25,0% — вiдносно гiпо- та нормодинамiчний режими (СI вiд 1,90 до 2,45 л/(м2 · хв));
у 20,8% — гiпердинамiчний режим (СI бiльше 3,50 л/(м2 · хв)). Гiподинамiчний режим
гемодинамiки характеризується неефективнiстю iнотропного i хронотропного механiзмiв
серця, формує гiпоксiю циркуляторного типу та є несприятливою формою реактивностi
ССС. Обгрунтовано необхiднiсть диспансерного кардiологiчного супроводу хворих на гемо-
фiлiю.

I. I. Lanovenko, E.V. Averyanov, P.V. Yuschenko, V. I. Semenyaka

Reactivity of the cardiovascular systen in patients with haemophilia
in stable period

In patients with haemophilia in the stable period, the arterial hypertension and various modes of
cardiac and hemodynamic components of the cardiovascular system (CVS) are revealed. In 31.3%
of patients, we found the normodynamic mode of systemic haemodynamics (сardiac index (CI)
from 2.45 tо 3.50 l/(m2 · min)); 22.9% — hypodynamic one (СI less than 1.90 l/(m2 · min));
25.0% — relative hypo- and normodynamic modes (СI from 1.90 tо 2.45 l/(m2 · min)); 20.8% —
hyperdynamic mode (СI higher 3.50 l/(m2 ·min)). Hypodynamic mode of hemodynamics is charac-
terized by inefficient inotropic and chronotropic mechanisms of heart, creates circulatory hypoxia,
and is the unfavorable form of reactivity of CVS. The necessity of the cardiac support of patients
with haemophilia in dispensaries is grounded.
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Роль эндотелиальной дисфункции в развитии

диабетической кардиомиопатии у больных сахарным
диабетом 1 типа

Представлены современные данные о роли эндотелиальной дисфункции в развитии диа-
бетической кардиомиопатии у больных сахарным диабетом 1 типа. Нами установлено,
что у 2/3 молодых больных, страдающих СД 1 типа, отмечается субклиническая диа-
столическая дисфункция. Основным фактором, ведущим к развитию данных изменений,
является эндотелиальная дисфункция, которая сопровождается повышенным уровнем
вазоконстрикторных пептидов в плазме крови (эндотелина-1).

Сахарный диабет является независимым фактором риска развития кардиальной патоло-
гии. Патология сердечно-сосудистой системы отмечается более чем у половины больных
сахарным диабетом, а по некоторым данным ее распространенность достигает 90–100%.
Сердечно-сосудистые заболевания (ССЗ) являются ведущей причиной нетрудоспособности
и преждевременной смерти [1, 2]. Количество осложнений напрямую зависит от длитель-
ности анамнеза СД. Так, каждые 10 лет риск развития ИБС у больного СД увеличивается
в 1,38 раза, а риск смерти от ССЗ — в 1,86 раза [3, 4]. К причинам, влияющим на развитие,
течение и прогноз кардиальной патологии при сахарном диабете (СД), следует отнести на-
рушения метаболизма миокарда, свойственные сахарному диабету. Функциональные и мор-
фофункциональные изменения в миокарде при СД вызваны развитием диабетической мик-
ро- и макроангиопатии, автономной нейропатии и метаболическими нарушениями. Функ-
циональное состояние миокарда в значительной мере предопределяет течение и прогноз
сердечно-сосудистых заболеваний. Оценка функции сердечной мышцы позволяет опреде-
лить характер нарушений в миокарде, а значит и тактику дальнейшего ведения больных
и прогноз заболевания [5–7]. Основные механизмы, определяющие развитие микро- и макро-
ангиопатий, — это эндотелиальная дисфункция, оксидативный стресс и нарушение реологи-
ческих свойств крови [8–11]. В настоящее время растет интерес к роли функции эндотелия
в патогенезе сердечно-сосудистых заболеваний.

Известно, что эндотелий выполняет ключевую функцию в регуляции тонуса сосудов,
роста сосудов, в процессах адгезии лейкоцитов и в балансе профибринолитической и про-
тромбогенной активности. Участие эндотелия в регуляции системного и коронарного со-
судистого тонуса осуществляется путем образования и высвобождения вазодилататорных
и вазоконстрикторных веществ, в частности эндотелийзависимого расслабляющего факто-
ра — оксида азота (NO) и эндотелина-1.

Дисфункция эндотелия кровеносных сосудов является одной из главных причин ини-
циации развития поражения сердечно-сосудистой системы и дальнейшего его прогресси-
рования. В связи с этим интересным и важным представлялось изучение функции эндо-
телия у больных СД и диабетической кардиомиопатией. Увеличение вазоконстрикторной
реакции, с одной стороны, может быть обусловлено снижением образования эндотелинза-
висимого расслабляющего фактора, с другой — увеличением высвобождения эндотелина-1
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эндотелием сосудов. Для действия эндотелина характерна медленно нарастающая вазокон-
стрикция, что и обусловливает ишемию миокарда.

В клинической практике оценить сосудодвигательную функцию эндотелия при различ-
ных состояниях позволяют неинвазивные методы, основанные на измерении диаметра со-
суда с помощью ультразвуковых аппаратов высокого разрешения в допплерографическом
режиме [12–14]. Для изучения функции эндотелия больным проводилась проба с реактив-
ной гиперемией (проба с манжеткой или тест Целермаера–Соренсена). После снятия ман-
жеты о сохраненной функции эндотелия свидетельствует расширение плечевой артерии
с локальным приростом кровотока на 10 % и более (эндотелийзависимая вазодилатация).
Прирост эндотелийзависимой вазодилатации менее 5 рассматривался как показатель выра-
женной дисфункции эндотелия, при приросте от 5 до 10% — как умеренные нарушения
сосудодвигательной функции [15].

Материалы и методы. Оценка диастолической функции левого желудочка (ЛЖ)
была проведена у 70 больных СД 1 типа и у 30 лиц контрольной группы аналогичного
возраста. Общее количество обследованных позволило выделить достаточное число групп,
различающихся в зависимости от характера течения сахарного диабета и его сосудистых
осложнений, что необходимо для выявления основных закономерностей поражения мио-
карда при диабете.

С учетом значения возраста в развитии атеросклероза и поражения миокарда в иссле-
дование включены пациенты возрастной группы до 40 лет без признаков атеросклероти-
ческого поражения сосудов. Средний возраст обследованных больных СД 1 типа соста-
вил 28,8±0,7 лет. Длительность заболевания — от впервые выявленного до 28 лет (средняя
продолжительность заболевания СД 13,4± 1,7 года), все пациенты находились в состоянии
субкомпенсации СД, средний показатель HbA1c составлял 7,57 ± 0,18%.

В зависимости от длительности СД больные были распределены следующим образом:
1) от впервые выявленного до 5 лет — 12 больных (17,1%); 2) от 6 до 10 лет — 20 больных
(28,6%); 3) более 10 лет — 38 больных (54,3%).

Исследование внутрисердечной гемодинамики проводилось в дуплексном режиме (со-
четание 2-мерной ЭХОКГ и ДЭХОКГ), что дает возможность изучать последовательно
митральный и трикуспидальный потоки крови и характеризовать наполнение обоих желу-
дочков.

Для выявления дисфункции левого желудочка раньше предлагалось множество пара-
метров диастолического трансмитрального спектра, однако в настоящее время в основном
используются следующие информативные показатели: максимальная скорость раннего пи-
ка Е (early), максимальная скорость предсердной систолы А (atrial), соотношение Е/А,
время замедления кровотока раннего диастолического наполнения ЛЖ — DT (decelera-
tion time), время изоволюмического расслабления ЛЖ — IVRT. При изменении одного из
вышеперечисленных показателей диагностировалось диастолическая дисфункция.

Как указывалось выше, одной из причин развития кардиомиопатии у пациентов с СД 1
типа может быть нарушение функции эндотелия. Дисфункция эндотелия кровеносных со-
судов является одной из главных причин инициации развития поражения сердечно-сосудис-
той системы и дальнейшего его прогрессирования. В клинической практике оценить сосу-
додвигательную функцию эндотелия при различных состояниях позволяют неинвазивные
методы, основанные на измерении диаметра сосуда с помощью ультразвуковых аппаратов
высокого разрешения в допплерографическом режиме [12, 15]. Для изучения функции эн-
дотелия больным проводилась проба с реактивной гиперемией (проба с манжеткой или тест
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Целермайра–Соренсена). После снятия манжеты о сохраненной функции эндотелия свиде-
тельствует расширение плечевой артерии с локальным приростом кровотока на 10% и более
(эндотелийзависимая вазодилатация). Отсутствие прироста кровотока или прирост эндоте-
лийзависимой вазодилатации менее 5% рассматривают как показатель дисфункции эндоте-
лия [8]. Для определения уровня эндотелина применялся иммуноферментный метод, набор
Endotelin (1–21) EIA kit, кат.№: 103–0052, 96 проб, производитель: Biomedika (Австралия).

Результаты и обсуждение. При анализе отношения пиковых показателей Е/А, где
Е — ранний диастолический пик, А — второй пик, образующийся в поздней диастоле во вре-
мя сокращения предсердий, изменений его величин у больных СД по сравнению с контроль-
ной группой не выявлено. Так, в группе больных СД отношение Е/А составляло 1,55±0,14,
в контрольной группе — 1,49 ± 0,03 (p > 0,05). Сравнивая показатели величины пика Е
(1,73±0,17 м/с) с таковыми контрольной группы (1,35±0,08 м/с) и пика А (1,46±0,19 м/с)
с контрольной группой (0,9 ± 0,08 м/с) также достоверной разницы выявлено не было
(p > 0,05).

Анализируя показатели длительности периода изоволюмической релаксации (IVRT),
который был равен у больных СД 102,29 ± 2,18 мс, в сравнении с таковым в контрольной
группе 82,33± 1,32 мс (p < 0,05), и время замедления (deceleration time DT) ЛЖ (225,87±
± 6,21 мс) с таковым у лиц контрольной группы (195,17 ± 3,66 мс)(p < 0,05), отмечалось
их увеличение в группе больных с СД.

В настоящее время выделяют два варианта нарушения диастолической функции левого
желудочка. Первый характеризуется увеличением пика А, что свидетельствует о наруше-
нии релаксации левого желудочка. Другой тип графики потока — рестриктивный, который
встречается у больных с более выраженным снижением податливости левого желудочка
и характеризуется высоким пиком Е. Согласно данным рекомендациям выделения типов
диастолической дисфункции, нами были сформированы три группы больных. Первая груп-
па — пациенты с нормальными показателями — пиковые соотношения Е/А от 1,07 до 1,5
(24 человека), вторая — пациенты с нарушениями релаксации — показатель Е/А ниже 1 (20
человек) и третья — с нарушениями по рестриктивному типу, когда пиковые соотношения
Е/А превышают 1,5 (26 человек).

Изменения диастолической функции по рестриктивному типу, который относится к бо-
лее выраженным изменениям внутрисердечной гемодинамики, наблюдались у больных с
наибольшей продолжительностью заболевания (17,6 ± 1,95 лет) (табл. 1).

Таблица 1. Изменение пиков Е, А и Е/А у лиц с разной длительностью СД, M ±m

Период
исследования

Нормальные
показатели
(группа 1),

n = 24

Нарушения
релаксации
(группа 2),

n = 20

Нарушения
по рестриктивному
типу (группа 3),

n = 26

Контроль

Длительность 9,83± 1,46 17,6 ± 1,95 14,1± 1,72
заболевания, годы
Пик А, м/с 1,36± 0,09 2,34 ± 0,13 0,88± 0,14 0,92 ± 0,07

p < 0,05 p < 0,05 p < 0,05
Пик Е, м/с 1,64± 0,11 1,28 ± 0,13 2,16± 0,11 1,35 ± 0,08

p > 0,05 p > 0,05 p < 0,05
Е/А 1,24± 0,04 0,55 ± 0,05 2,85± 0,23 1,49 ± 0,03

p < 0,05 p < 0,05 p < 0,05

Прим е ч а н и е. p < 0,05 — достоверность различий с показателями в контрольной группе.
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Таким образом, согласно нашим данным, у 46 (65,7%) из 70 больных СД 1 типа выявлены
признаки диастолической дисфункции ЛЖ, которая в настоящее время является маркером
диабетической (метаболической) кардиомиопатии.

При анализе показателей диастолической функции в зависимости от длительности за-
болевания (табл. 2) мы установили, что при сравнительной характеристике показателей DT
и IVRT достоверная разница с показателями контрольной группы выявлена в группе боль-
ных с длительностью заболевания СД от 6 до 10 лет и более 10 лет. Наиболее ранние дос-
товерные изменения показателя DT выявлены у больных, страдающих СД более пяти лет.
Интервал DT, который отражает скорость снижения градиента давления ЛП–ЛЖ, удли-
няется при повышении давления в аорте и замедлении миокардиальной релаксации [12, 14].
Таким образом, мы можем предположить, что данные изменения присутствуют уже в нача-
ле заболевания СД, хотя клинически не проявляются. IVRT левого желудочка определяется
скоростью релаксации миокарда и зависит от нагрузочных условий. Достоверное изменение
IVRT отмечается у пациентов с длительностью заболевания СД более 5 лет.

Необходимо отметить, что нами выявлена достоверная разница всех показателей оцен-
ки диастолической функции: пиков Е, А и их соотношения Е/А, IVRT, а также DT, по
сравнению с контрольной группой, только у больных с длительностью заболевания более
10 лет. Мы предполагаем, что это происходит за счет псевдонормализации пиковых величин
в связи с изменением пика Е за счет усугубления диастолической дисфункции и развития
нарушений по рестриктивному типу.

Анализ сосудистой реактивности плечевой артерии подтверждает, что при исходном
диаметре плечевой артерии у лиц контрольной группы 0,41± 0,011 см он увеличился после
проведения пробы с манжеткой на 0,08±0,003 см, что составило прирост диаметра на 18,2%.
У пациентов с СД 1 типа исходный диаметр плечевой артерии составил 0,43 ± 0,08 см,
после проведения пробы увеличился на 0,03 ± 0,007 см, что соответствовало увеличению
диаметра артерии на 7,55%, (p < 0,05). Таким образом, увеличение диаметра плечевой
артерии на вызванную манжеткой ишемию было в 2,4 раза снижено у больных СД 1 типа по
сравнению с группой контроля, что может свидетельствовать о нарушении ответа эндотелия
на ишемические стимулы, т. е. является отражением эндотелиальной дисфункции у больных
СД. Более того, у 56 (80% от всех обследуемых) больных диаметр плечевой артерии во
время реактивной гиперемии увеличивался менее чем на 10%, т. е. выявлена умеренная
сосудодвигательная дисфункция, зависимая от эндотелия.

Таблица 2. Величины показателей диастолической функции ЛЖ у лиц с разной длительностью СД, M±m

Показатели
Эхо-КГ

Длительность заболевания Контрольная
группа
(n = 30)

до 5 лет
(n = 12)

6–10 лет
(n = 20)

более 10 лет
(n = 38)

Е, м/с 1,5± 0,2 1,7± 0,3 1,8± 0,3 1,4± 0,1
p > 0,05 p > 0,05 p > 0,05

А, м/с 1,0± 0,1 1,3± 0,2 1,7± 0,1 0,9± 0,1
p > 0,05 p > 0,05 p < 0,05

Е/А 1,54 ± 0,32 1,32± 0,12 1,08 ± 0,2 1,50± 0,03
p > 0,05 p < 0,05 p < 0,05

DT, мс 196,9 ± 15,4 226,9 ± 11,2 234,4 ± 9,4 195,2 ± 3,7
p > 0,05 p < 0,05 p < 0,05

IVRT, мс 87,5 ± 5,7 99,3± 4,6 107,9 ± 2,4 82,3± 1,3
p > 0,05 p < 0,05 p < 0,05

Прим е ч а н и е. p < 0,05 — достоверность различий с показателями в контрольной группе.
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Рис. 1. Показатели эндотелийзависимой вазодилатации (манжеточной пробы) (∗p < 0,05 — достоверность
различий CД + ДД по сравнению с контрольной группой; #p < 0,05 — достоверность различий СД-ДД по
сравнению с контрольной группой)

С целью выяснения возможной роли эндотелиальной дисфункции в генезе диабетиче-
ской кардиомиопатии у больных СД 1 типа пациенты, страдающие СД, были разделены на
две группы: первую группу составили больные СД 1 типа с признаками диабетической кар-
диомиопатии, вторую — больные СД 1 типа нарушений диастолической функции. При срав-
нении сосудодвигательной функции нами установлено наличие достоверного ухудшения эн-
дотелийзависимой вазодилатации у больных с признаками диастолической дисфункции по
сравнению с группой больных, не имеющих признаков диабетической кардиомиопатии —
6,24 ± 0,24% и 10,11 ± 0,38%, соответственно, p < 0,05 (рис. 1). Необходимо отметить, что
во время проведения манжеточной пробы у 12 из 24 пациентов с СД 1 типа без признаков
диастолической дифункции диаметр увеличивался более чем на 10%, тогда как у пациентов
с признаками диабетической кардиомиопатии только у двух больных из 46 пациентов (4,3%)
сохранялась сосудодвигательная функция, т. е. диаметр во время проведения манжеточной
пробы увеличивался более чем на 10%.

Таким образом, на основании приведенных данных мы можем говорить о том, что по
сравнению с группой контроля у пациентов с СД 1 типа нарушен нормальный физиологи-
ческий ответ эндотелия на ишемическое повреждение, наиболее значимые нарушения отме-
чены у пациентов, страдающих СД 1 типа в сочетании с диабетической кардиомиопатией.

Известно, что эндотелиальная дисфункция может быть определена как неадекватное
(увеличенное или сниженное) образование в эндотелии различных биологически активных
веществ. Одним из методов оценки выраженности эндотелиальной дисфункции является
оценка содержания в крови этих веществ или исследование содержания в крови факто-
ров, повреждающих эндотелий, уровень которых коррелирует с эндотелиальной дисфунк-
цией [8]. Эндотелин-1 расссматривается как маркер и предиктор тяжести поражения со-
судистой стенки, чем в значительной мере может быть объяснен практический интерес
определения содержания этого пептида в крови [8].

Нами установлено, что уровень эндотелина-1 в плазме крови был повышен у больных СД
и составил 1,33± 0,23 фмоль/мл по сравнению со здоровыми лицами, у которых аналогич-
ный показатель был равен 0,12 ± 0,02 фмоль/мл (p < 0,05). Наиболее высокий уровень эн-
дотелина-1 обнаружен у больных с длительностью заболевания СД более 10 лет. У больных
этой группы он составил 2,67± 0,38 фмоль/мл, достоверно отличаясь как от аналогичного
показателя в контрольной группе — 0,12±0,02 фмоль/мл, так и у больных с длительностью
заболевания СД до 5 лет — 0,24 ± 0,09 фмоль/мл (p < 0,05). Таким образом, по сравне-
нию с контрольной группой уровень эндотелина-1 у больных СД был повышен в 11 раз,
что, безусловно, свидетельствует о глубоких нарушениях функции эндотелия у больных
СД 1 типа.

Необходимо отметить, что уровень эндотелина-1 был достоверно выше у больных СД
с признаками диастолической дисфункции и составил 1,61±0,32 фмоль/мл, что превышало
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Рис. 2. Уровень эндотелина-1 у пациентов СД с признаками диастолической дисфункции по сравнению
с группой больных СД без признаков диастолической дисфункции (∗p < 0,05 — достоверность различий
CД+ДД по сравнению с контрольной группой; p# < 0,05 — достоверность различий СД-ДД по сравнению
с контрольной группой)

аналогичный показатель в группе больных СД без признаков диастолической дисфункции
в два раза (0,86 ± 0,25 фмоль/мл) (p < 0,05) и было в 13,4 раза выше, чем в контрольной
группе, где уровень эндотелина-1 составил 0,12 ± 0,02 фмоль/мл (рис. 2).

Следовательно, на основании полученных данных мы можем говорить, что у молодых
больных СД 1 типа в генезе диабетической кардиомиопатии эндотелиальная дисфункция
является одним из факторов, определяющих развитие поражений миокарда. При этом на-
рушение функции эндотелия проявляется как в нарушении эндотелий — зависимой рела-
ксации при проведении пробы с реактивной гиперемией, так и в повышении уровня вазо-
констрикторных пептидов, в частности, эндотелина-1.

Таким образом, наши данные свидетельствуют о том, что у двух третей молодых боль-
ных, страдающих СД 1 типа, имеются признаки субклинической диастолической дисфунк-
ции ЛЖ, которая, по данным различных исследований, является маркером развития ме-
таболической кардиомиопатии.

Полученные нами результаты свидетельствуют: нарушение диастолической функции
миокарда появляется при длительности СД более пяти лет и прогрессирует с увеличением
его длительности более 10 лет. Тяжесть изменений диастолической функции зависит от про-
должительности заболевания. Выявлення связь выраженности диастолической дисфунк-
ции с длительностью заболевания сахарным диабетом 1 типа указывает на необходимость
изучения внутрисердечной гемодинамики у больных с длительностью заболевания более
пяти лет. Нами установлено, что у 66% молодых больных, страдающих СД 1 типа, отме-
чается субклиническая диастолическая дисфункция, являющаяся маркером диабетической
кардиомиопатии. Основным фактором, ведущим к развитию данных изменений, является
эндотелиальная дисфункция в виде нарушенной эндотелийзависимой релаксации плечевой
артерии в ответ на вызванную ишемию, что сопровождается повышенным уровнем вазо-
констрикторных пептидов в плазме крови (эндотелина-1).
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Роль ендотелiальної дисфункцiї в розвитку дiабетичної
кардiомiопатiї у хворих цукровим дiабетом 1 типу

Наведено сучаснi данi про роль ендотелiальної дисфункцiї в розвитку дiабетичної кардiомiо-
патiї у хворих на цукровий дiабет 1 типу. Нами встановлено, що у 2/3 молодих хворих,
що страждають на ЦД 1 типу, вiдзначається субклiнiчна дiастолiчна дисфункцiя. Основ-
ним чинником, що веде до розвитку даних змiн, є ендотелiальна дисфункцiя, яка супровод-
жується пiдвищеним рiвнем вазоконстрикторних пептидiв у плазмi кровi (ендотелiну-1).

Corresponding Member of the NAS of Ukraine N.D. Tron’ko, Yu. B. Bel’china,
L.K. Sokolova

The role of endothelial dysfunction in the development of diabetic
cardiomyopathy in patiens with type 1 diabetes

The article presents the current data on the role of endothelial dysfunction in the development
of diabetic cardiomyopathy in patients with type 1 diabetes. We found that 2/3 of young patients
with type 1 diabetes have the subclinical diastolic dysfunction. The main factor leading to the
development of these changes is endothelial dysfunction, which is accompanied by increased levels
of vasoconstrictor peptides in plasma (endothelin-1).
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