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ЕЛIПТИЧНИХ ВАРIАЦIЙНИХ НЕРIВНОСТЕЙ
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Резюме. Дослiджується задача оптимального керування для
елiптичної варiацiйної нерiвностi з однорiдними умовами Дiрi-
хле на межi областi у випадку, коли пов’язаний з нею лiнiйний
елiптичний оператор не заволольняє умовам коерцитивностi та
обмеженностi. Залучаючи нерiвнiсть Хардi-Пуанкаре, отримано
достатнi умови, за яких наведена оптимiзацiйна задача має єди-
ний розв’язок.

Ключовi слова: Задача Дiрiхле, елiптична варацiйна нерiв-
нiсть, вироджена вагова функцiя, нерiвнiсть Хардi-Пуанкаре

1. Вступ

Основним об’єктом дослiдження даної роботи виступає задача оптималь-
ного керування для такої виродженої елiптичної варiацiйної нерiвностi: зна-
йти елемент y ∈ K такий, щоб спiввiдношення

⟨−div(ρ(x)∇y), v − y⟩
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
≥ ⟨f(x) + u(x), v − y⟩

W 1,2
0 (Ω,ρ dx)

мало мiсце для всiх елементiв v ∈ K. Тут f — задане розподiлення, u
— керування, ρ — невiд’ємна вагова функцiя з властивостями ρ ∈ L1(Ω),
ρ−1 ∈ L1(Ω) i ρ+ρ−1 /∈ L∞(Ω), aK — опукла пiдмножина вагового простору
Соболєва W 1,2

0 (Ω, ρ dx).
Характерною рисою вироджених елiптичних рiвнянь, варiацiйних нерiв-

ностей та пов’язаних з ними оптимiзацiйних задач є той факт, що проблема
їх розв’язностi суттєво залежить вiд властивостей вагової функцiї ρ. Дiй-
сно, оскiльки в силу зроблених припущень функцiї ρ та ρ−1 можуть бути
локально необмеженими, то вiдповiдний диференцiальний оператор втра-
чає властивостi коерцитивностi та неперервностi на H1

0 (Ω). У свою чергу,
це призводить до таких наслiдкiв як неєдинiсть визначення розв’язку ва-
рiацiйної нерiвностi, ефекту Лаврентьєва та iнше (див. [1, 2, 3, 4]).

Дана робота ставить за мету отримати на функцiю ρ достатнi умови, за
яких наведена задача оптимального керування має єдиний розв’язок навiть
якщо простiр фiнiтних функцiй C∞

0 (Ω) не є щiльним у ваговому просторi
Соболєва W 1,2

0 (Ω, ρ dx). Для цього в роботi залучається перетворення, за

10



Н. В. ЗАДОЯНЧУК, О. П. КУПЕНКО

яким вихiдна задача зводиться до проблеми оптимального керування елi-
птичною варiацiйною нерiвнiстю з необмеженими коефiцiєнтами потенцi-
ального типу, i за нерiвнiстю типу Хардi-Пуанкаре дослiджується питання
про iснування її єдиного розв’язку.

2. Основнi позначення та факти

Нехай Ω ⊂ RN (N ≥ 3) — вiдкрита обмежена область з достатньо ре-
гулярною межею ∂Ω така, що 0 ∈ RN є внутрiшньою точкою множини
Ω. Всюди далi будемо позначати через C∞

0 (Ω) локально опуклий простiр
усiх нескiнченно диференцiйовних функцiй з носiями в Ω. Через H1

0 (Ω)

та W 1,p
0 (Ω) (p ≥ 1) позначимо простори Соболєва, якi утворено шляхом

замикання C∞
0 (Ω) за нормами

∥y∥H1(Ω) =

(∫
Ω
|∇y(x)|2RN dx

)1/2

та

∥y∥W 1,p(Ω) =
(
∥y∥pLp(Ω) + ∥∇y∥

p
Lp(Ω)N

)1/p
,

вiдповiдно, а через H−1(Ω) — дуальний до H1
0 (Ω) простiр.

Нехай є заданою функцiя ρ : Ω → R така, що: ρ(x) > 0 майже скрiзь
(м.с.) на Ω,

ρ ∈ L1(Ω), ρ−1 ∈ L1(Ω), ∇ ln ρ ∈ L2(Ω;RN ) i ρ+ ρ−1 /∈ L∞(Ω). (1)

В цьому випадку функцiю ρ можна утотожнити з невiд’ємною мiрою Ра-
дона на Ω, поклавши ρ(E) =

∫
E ρ(x) dx для довiльної вимiрної множини

E ⊂ Ω. Нагадаємо, що невiд’ємною мiрою Радона на Ω називають не-
вiд’ємну мiру Бореля, що є скiнченною на кожнiй компактнiй множинi.
Всюди далi будемо вважати, що iснує замкнена пiдмножина O множини Ω
така, що

dist(O, ∂Ω) = ε, ρ > ε м.с. в Ω \ O, i ρ ∈ L∞(Ω \ O) (2)

для деякого ε > 0. Iнакше кажучи, припускається, що умови (1) не є харак-
терними для примежового шару множини Ω.

Надалi невiд’ємну функцiю ρ з властивостями (1)–(2) будемо називати
виродженною ваговою функцiєю i пов’язуватимемо з нею ваговi гiльбертовi
простори L2(Ω, ρ dx), L2(Ω, ρ−1 dx) та W 1,2

0 (Ω; ρ dx), де через W 1,2
0 (Ω; ρ dx)

позначено ваговий простiр Соболєва, який утворений тими елементами з
W 1,1

0 (Ω), для яких є скiнченною норма

∥y∥
W 1,2

0 (Ω;ρ dx)
=

(∫
Ω
y2ρ dx+

∫
Ω
|∇y|2RNρ dx

)1/2

.

Зокрема, f ∈ L2(Ω, ρ dx), якщо

∥f∥2L2(Ω,ρ dx) = (f, f)L2(Ω,ρ dx) =

∫
Ω
f2ρ dx < +∞.
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Нехай λ∗ = (N − 2)2/4. Тодi для довiльної вiдкритої обмеженої областi
Ω ⊂ RN з достатньо регулярною межею ∂Ω знайдеться стала величина
C(Ω) > 0 така, що∫

Ω

[
|∇y|2RN − λ∗

y2

|x|2RN

]
dx ≥ C(Ω)

∫
Ω
y2 dx ∀ y ∈ H1

0 (Ω). (3)

В лiтературi спiввiдношення (3) зазвичай називають нерiвнiстю типу Хардi-
Пуанкаре (див. [5]). Як випливає з (3), для довiльних y ∈ H1

0 (Ω) та λ ∈ R+

можна записати∫
Ω

[
|∇y|2RN − λ

y2

|x|2RN

]
dx =

=

(
1− λ

λ∗

)∫
Ω
|∇y|2RNdx+

λ

λ∗

∫
Ω

[
|∇y|2RN − λ∗

y2

|x|2RN

]
dx ≥

≥
(
1− λ

λ∗

)∫
Ω
|∇y|2RNdx+

λC(Ω)

λ∗

∫
Ω
y2 dx. (4)

Отже, якщо 0 < λ < λ∗, то(∫
Ω

[
|∇y|2RN − λ

y2

|x|2RN

]
dx

)1/2

та
(∫

Ω
|∇y|2RN dx

)1/2

є еквiвалентними нормами в просторi Соболєва H1
0 (Ω).

3. Постановка задачi

Нехай K — непорожня опукла пiдмножина простору W 1,2
0 (Ω; ρ dx), яка

є секвенцiйно замкненою вiдносно збiжностi за нормою

∥y∥2ρ :=
∫
Ω
y2ρ dx+

∫
Ω

∣∣∣∇y + y

2
∇ ln ρ

∣∣∣2
RN

ρ dx. (5)

Нехай yad ∈ L2(Ω), f ∈ L2(Ω, ρ−1 dx) та u0 ∈ L2(Ω, ρ−1 dx) — заданi роз-
подiлення, а U∂ — непорожня опукла замкнена пiдмножина в L2(Ω, ρ−1 dx)
така, що

U∂ = {u ∈ L2(Ω, ρ−1 dx) : ∥u− u0∥L2(Ω,ρ−1 dx) ≤ R}. (6)

Тут ∥u∥2L2(Ω,ρ−1 dx) =
∫
Ω u

2(x)ρ−1 dx. Всюди далi функцiї u ∈ U∂ розгляда-
ються як допустимi керування.

Розглянемо таку задачу оптимального керування для варiацiйної нерiв-
ностi з керуванням у правiй частинi:

I(u, y) =
1

2

∥∥∥∥y − yad√
ρ

∥∥∥∥2
L2(Ω,ρdx)

+
1

2
∥u∥2L2(Ω,ρ−1 dx) → inf, (7)

u ∈ U∂ , y ∈ K, (8)∫
Ω
(∇y,∇v −∇y)RN ρ dx ≥

∫
Ω
(f + u) (v − y) dx ∀ v ∈ K. (9)
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Задача оптимального керування (7)–(9) полягає у визначеннi пари функцiй
(u0, y0) ∈ L2(Ω, ρ−1dx)×W 1,2

0 (Ω; ρ dx) (надалi її будемо називати оптималь-
ною), яка б задовольняла спiввiдношення (8), (9) i на якiй функцiонал (7)
досягав би свого найменшого можливого значення.

Пов’яжемо з варiацiйною нерiвнiстю (9) лiнiйний оператор

A :W 1,2
0 (Ω; ρ dx)→

(
W 1,2

0 (Ω; ρ dx)
)∗
,

залучивши правило:⟨
Ay, v − y

⟩
W 1,2

0 (Ω;ρ dx)
=

∫
Ω
(∇y,∇v −∇y)RN ρ dx ∀v ∈ K.

Тут

⟨·, ·⟩
W 1,2

0 (Ω;ρ dx)
:
(
W 1,2

0 (Ω; ρ dx)
)∗
×W 1,2

0 (Ω; ρ dx)→ R

є операцiєю дуального спарювання елементiв з просторiв
(
W 1,2

0 (Ω; ρ dx)
)∗

та W 1,2
0 (Ω; ρ dx), вiдповiдно. Тодi ясно, що

Ay = −div(ρ(x)∇y),

а отже, в силу вихiдних припущень, означений оператор
A : W 1,2

0 (Ω; ρ dx) →
(
W 1,2

0 (Ω; ρ dx)
)∗

не задовольняє умовi коерцитивно-
стi. Дiйсно, оскiльки

⟨Ay, y⟩
W 1,2

0 (Ω;ρ dx)
=

∫
Ω
|∇y|2RN ρ dx ̸= ∥y∥2

W 1,2
0 (Ω;ρ dx)

∀y ∈W 1,2
0 (Ω; ρ dx),

то не має жодних пiдстав стверджувати факт iснування елемента v0 ∈ K
такого, що

⟨Ay, y − v0⟩W 1,2
0 (Ω;ρ dx)

∥y∥
W 1,2

0 (Ω;ρ dx)

→ +∞ при ∥y∥
W 1,2

0 (Ω;ρ dx)
→∞, y ∈ K.

До того ж множина K, в загальному випадку, не є замкненою пiдмно-
жиною простору W 1,2

0 (Ω; ρ dx). В результатi проблема iснування розв’язкiв
варiацiйної нерiвностi (9) на класi допустимих керувань залишається вiд-
критим питанням.

Таким чином, характерною рисою задачi оптимального керування
(7)–(9) є те, що за певного вибору функцiї ρ з властивостями (1) вiдповiдна
множина допустимих розв’язкiв задачi (7)–(9) може виявитися порожньою.

4. Попереднiй аналiз задачi оптимального керування (7)–(9)
Для подальшого дослiдження задачi (7)–(9) нам знадобиться такий резуль-
тат (для порiвняння, див. також [6]).

Твердження 1. Для довiльного елемента y ∈ W 1,2
0 (Ω, ρ dx) має мiсце

подання y =
z
√
ρ
, де z ∈W 1,1

0 (Ω) ∩ L2(Ω).
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Доведення. Зафiксуємо довiльний елемент y ∈ W 1,2
0 (Ω, ρ dx) i покажемо,

що z = y
√
ρ ∈W 1,1

0 (Ω) ∩ L2(Ω). Дiйсно, маємо

∥z∥2L2(Ω) =

∫
Ω
|y√ρ|2 dx =

(∫
Ω
y2ρ dx

)
≤ C∥y∥2

W 1,2
0 (Ω,ρ dx)

.

Далi, залучаючи перетворення

∇(√ρ y) = y
1

2
√
ρ
∇ρ+√ρ∇y =

√
ρ

(
∇y + 1

2ρ
y∇ρ

)
=
√
ρ
(
∇y + y

2
∇ ln ρ

)
та властивостi вагової функцiї ρ(x), отримаємо

∥∇z∥L1(Ω;RN ) =

∫
Ω

∣∣∣√ρ(∇y + y

2
∇ ln ρ

)∣∣∣
RN

dx ≤

≤
∫
Ω
|√ρ∇y|RNdx+

1

2

∫
Ω
|√ρy∇ ln ρ|RNdx ≤

≤
(∫

Ω
ρ|∇y|2RNdx

)1/2

|Ω|1/2 + 1

2

(∫
Ω
y2ρ dx

)1/2(∫
Ω
|∇ ln ρ|2RNdx

)1/2

≤

≤ C1∥y∥W 1,2
0 (Ω,ρ dx)

.

Таким чином, z ∈ W 1,1(Ω) ∩ L2(Ω). Окрiм того, елемент z = y
√
ρ, успад-

ковує властивостi слiду вздовж межi областi ∂Ω вiд елементу y, i нарештi,
отримаємо z ∈W 1,1

0 (Ω) ∩ L2(Ω). Твердження доведене. �

Насправдi, вiдображення φ : W 1,2
0 (Ω, ρ dx) → W 1,1

0 (Ω) ∩ L2(Ω), що ви-
значається як φ(y) = y

√
ρ, не є сюр’єктивним. Проте у просторi W 1,1

0 (Ω) ∩
L2(Ω) множина його образiв φ(W 1,2

0 (Ω, ρ dx)) є щiльною. Легко бачити, що
для довiльного z ∈ C∞

0 (Ω) ⊂ W 1,1
0 (Ω) ∩ L2(Ω) маємо

z
√
ρ
∈ W 1,2

0 (Ω, ρ dx).

Дiйсно,∥∥∥∥ z
√
ρ

∥∥∥∥2
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

=

∫
Ω

z2

ρ
ρ dx+

∫
Ω

∣∣∣∣ 1
√
ρ
∇z − z

2
√
ρ
∇ ln ρ

∣∣∣∣2
RN

ρ dx ≤

≤ ∥z2∥C(Ω)|Ω|+ 2

∫
Ω
|∇z|2RNdx+

1

2

∫
Ω
z2|∇ ln ρ|2RN dx ≤

≤ ∥z2∥C(Ω)|Ω|+ 2∥|∇z|2RN ∥C(Ω)|Ω|+
1

2
∥z2∥C(Ω)∥∇ ln ρ∥2L2(Ω;RN ) <∞.

Таким чином, як очевидний наслiдок попереднього результату та неперерв-
ностi вкладення H1

0 (Ω) ⊂W
1,1
0 (Ω) ∩ L2(Ω), отримаємо такий результат.

Наслiдок 1. Iснує щiльна множина Dρ ⊂ H1
0 (Ω) така, що

z
√
ρ
∈W 1,2

0 (Ω, ρ dx) ∀ z ∈ Dρ.

Приймаючи до уваги дане твердження, введемо до розгляду лiнiйне вiд-
ображення

F : Dρ ⊂ H1
0 (Ω)→W 1,2

0 (Ω, ρ dx), де Fz =
z
√
ρ
.
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Оскiльки область визначення Dρ даного вiдображення є щiльною множи-
ною банахового простору H1

0 (Ω), то для F, як щiльно визначеного опера-
тора, iснує спряжений оператор

F∗ : D (F∗) ⊂
(
W 1,2

0 (Ω, ρdx)
)∗
→ H−1(Ω)

такий, що

⟨F∗v, z⟩H1
0 (Ω) = ⟨v,Fz⟩W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
∀ z ∈ Dρ i ∀ v ∈ D (F∗) ,

де

D (F∗) =

{
v ∈

(
W 1,2

0 (Ω, ρdx)
)∗ ∣∣∣∣∣ ∃C > 0 таке, що для всiх z ∈ Dρ∣∣∣⟨v,Fz⟩W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

∣∣∣ ≤ C∥z∥H1
0 (Ω)

}
.

Проте, в загальному випадку, спряжений оператор F∗ не є щiльно визна-
ченим.

Введемо до розляду таке поняття.

Означення 1. Будемо казати, що ρ : Ω→ R є ваговою функцiєю потенцi-
ального типу, якщо ρ > 0 м. с. на Ω, ρ ∈ L1(Ω), ρ−1 ∈ L1(Ω),
∇ ln ρ ∈ L2(Ω;RN ) i iснують стала Ĉ(Ω) > 0 i пiдобласть Ω∗ ⊂ Ω така,
що ρ ∈ C1(Ω \ Ω∗), де dist(∂Ω, ∂Ω∗) > δ при деякому δ > 0, i при цьому
виконуються такi нерiвностi:

ρ(x) ≥ σ на Ω \ Ω∗ при деякому σ > 0, (10)

−Ĉ(Ω) ≤ −△ ln ρ(x)− 1

2
|∇ ln ρ|2RN <

2λ∗
|x|2RN

=
(N − 2)2

2|x|2RN

в Ω. (11)

В цьому випадку функцiю V (x) = −△ ln ρ(x)− 1
2 |∇ ln ρ|2RN будемо називати

потенцiалом Хардi для вагової функцiї ρ.

Наступне твердження встановлює важливу властивiсть оператора

A :W 1,2
0 (Ω; ρ dx)→

(
W 1,2

0 (Ω; ρ dx)
)∗
.

Теорема 1. Нехай ρ : Ω → R є ваговою функцiєю потенцiального типу.
Тодi

⟨A (Fz) ,Fv⟩
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
= ⟨B(z), v⟩H1

0 (Ω) , (12)

де

B(z) = −△z − 1

2
V (x)z, (13)

V (x) = −△ ln ρ(x)− 1

2
|∇ ln ρ|2RN , (14)

i лiнiйний оператор B визначає iзоморфiзм простору H1
0 (Ω) в його дуаль-

ний простiр H−1(Ω).
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Доведення. Нехай v та z – довiльнi елементи з Dρ ⊂ H1
0 (Ω). Тодi, за на-

слiдком 1, маємо Fz,Fv ∈ W 1,2
0 (Ω, ρ dx). Далi, згiдно означення оператора

F, можна отримати таку низку перетворень

A (Fz) = −div (ρ∇ (Fz)) = −div
(
ρ∇

(
z
√
ρ

))
=

= −ρ1/2△z + 1

2
ρ−3/2

(
ρ△ρ− 1

2
|∇ρ|2RN

)
z =

= −√ρ△z − 1

2

√
ρ z

(
−△ρ

ρ
+

1

2

|∇ρ|2RN

ρ2

)
=

=
√
ρ(−△z − 1

2
z V (x)).

Оскiльки

|∇ρ|2RN

ρ2
= |∇ ln ρ|2RN ,

△ ln ρ = div(∇ ln ρ) = div

(
∇ρ
ρ

)
=
△ρ · ρ− (∇ρ,∇ρ)RN

ρ2
=

=
△ρ · ρ
ρ2

−
|∇ρ|2RN

ρ2
=
△ρ
ρ
−
|∇ρ|2RN

ρ2
,

то функцiю V (x) можна подати у виглядi

V (x) = −△ ln ρ− 1

2

|∇ρ|2RN

ρ2
= −△ ln ρ− 1

2
|∇ ln ρ|2RN . (15)

Таким чином,

⟨A (Fz) ,Fv⟩
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)
=

=

⟨
−div

(
ρ∇
(
z
√
ρ

))
,
v
√
ρ

⟩
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

=

=

⟨
ρ1/2

(
− div (∇z)− 1

2
V (x)z

)
,
v
√
ρ

⟩
W 1,2

0 (Ω,ρ dx)

=

=

⟨
−△z − 1

2
V (x)z, v

⟩
H1

0 (Ω)

= ⟨B(z), v⟩H1
0 (Ω) .

Насамкiнець, оскiльки вагова функцiя ρ є функцiєю потенцiального типу,
то з нерiвностi Хардi-Пуанкаре випливає еквiвалентiнсть в просторi H1

0 (Ω)

норм
(∫

Ω |∇y|
2
RN dx

)1/2 та
(∫

Ω

[
|∇y|2RN − λ y2

|x|2
RN

]
dx

)1/2

, а це означає, що

оператор B визначає iзоморфiзм мiж H1
0 (Ω) та H−1(Ω). �
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З огляду на отриманi результати, зауважимо наступну властивiсть мно-
жини K. Оскiльки K є замкненою пiдмножиною простору Wρ, який утво-
римо як замикання простору фiнiтних функцiй C∞

0 (Ω) за нормою (5),

Wρ := cl ∥·∥ρC
∞
0 (Ω),

то для будь-якого елемента y ∈ K маємо: y = z√
ρ , де z ∈ W 1,1

0 (Ω) ∩ L2(Ω)

за твердженням 1, та ∥y∥ρ =
∥∥∥ z√

ρ

∥∥∥
ρ
< +∞ (за вихiдними припущеннями).

Звiдки отримуємо, що z ∈ H1
0 (Ω). Дiйсно, для довiльного y ∈ Wρ, маємо

∥y∥2Wρ
=

∫
Ω
y2(x)ρ(x) dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∇y(x) + y(x)

2
∇ ln ρ(x)

∣∣∣∣2
RN

ρ(x) dx =

=

∫
Ω
(y
√
ρ)2dx+

∫
Ω

∣∣∣∣√ρ∇y + y

2
√
ρ
∇ρ
∣∣∣∣2
RN

dx =

=

∫
Ω
(y
√
ρ)2 dx+

∫
Ω
|∇(√ρ y)|2RN dx = ∥z∥2H1

0 (Ω).

Отже, K ⊂ F(Dρ).
Приймаючи до уваги даний результат, перейдемо у варiацiйнiй нерiвно-

стi (9) до її еквiвалентного опису. Для цього утворимо множину

K ′ =
{
η ∈ H1

0 (Ω) | η =
√
ρ y, ∀ y ∈ K ⊂W 1,2

0 (Ω; ρ dx)
}
,

яка за побудовою та вихiдними припущеннями є замкненою опуклою пiд-
множиною простору H1

0 (Ω). В результатi, для вихiдного об’єкту керування
(8)–(9), маємо такий результат:

Твердження 2. y ∈ K є розв’язком варiацiйної нерiвностi (8)–(9) тодi i
тiльки тодi, коли y = z√

ρ , де z ∈ K ′ задовольняє спiввiдношення∫
Ω
(∇z,∇w −∇z)RN dx−

∫
Ω

1

2
V (x)z (w − z) dx ≥

≥
∫
Ω

(
f
√
ρ
+

u
√
ρ

)
(w − z) dx ∀w ∈ K ′. (16)

Доведення. Оскiльки для довiльного v ∈ K iснує елемент w ∈ K ′ такий,
що v = Fw := w√

ρ , маємо

∫
Ω
(f + u) (v − y) dx =

∫
Ω
(f + u)

(
w
√
ρ
− z
√
ρ

)
dx =

=

∫
Ω

(
f
√
ρ
+

u
√
ρ

)
(w − z) dx ∀w ∈ K ′,
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Ω
(∇y,∇v −∇y)RN ρ dx = ⟨−div(ρ(x)∇y), v − y⟩

W 1,2
0 (Ω;ρ dx)

=

= ⟨−div(ρ(x)∇(Fz)),Fw − Fz⟩
W 1,2

0 (Ω;ρ dx)
=

=
⟨
−div

(
ρ(x)∇

(
z
√
ρ

))
,
w
√
ρ
− z
√
ρ

⟩
W 1,2

0 (Ω;ρ dx)
=

=
⟨√

ρ(−△z − 1

2
z V (x)),

w
√
ρ
− z
√
ρ

⟩
W 1,2

0 (Ω;ρ dx)
=

=
⟨
−△z − 1

2
V (x)z, w − z

⟩
H1

0 (Ω)
=

=

∫
Ω
(∇z,∇w −∇z)RN dx−

∫
Ω

1

2
V (x)z (w − z) dx.

�
Тепер покажемо, що коли обирати в якостi вагової функцiї ρ : Ω → R

функцiю потенцiального типу, варiацiйна нерiвнiсть (9) матиме єдиний
розв’язок при кожному допустимому керуваннi u ∈ U∂ . Для цього скори-
стаємось наступними вiдомими результатами Ж.-Л. Лiонса (див. [7]), якi
стосуються розв’язностi нелiнiйних варiацiйних нерiвностей.

Твердження 3. [7, теорема 8.2] Нехай V — банахiв простiр i K ⊂ V —
замкнена опукла пiдмножина. Нехай також A : K → V ∗ — нелiнiйний
оператор, f ∈ V ∗ — задане розподiлення i нехай для A виконуються такi
умови:

1. A — псевдомонотонний оператор, а саме, A є обмеженим i таким,
що при yk → y слабко в V , yk, y ∈ K i limk→∞⟨A(yk), yk − y⟩V ≤ 0,
має мiсце нерiвнiсть

lim
k→∞
⟨A(yk), yk − v⟩V ≥ ⟨A(y), y − v⟩V ∀v ∈ V ;

2. A — коерцитивний оператор, тобто iснує елемент v0 ∈ K такий,
що

⟨A(y), y − v0⟩V
∥y∥V

→ +∞ при ∥y∥V →∞, y ∈ K. (17)

Тодi варiацiйна задача знаходження елементу y ∈ K, при якому

⟨A(y), v − y⟩V ≥ ⟨f, v − y⟩V ∀v ∈ K, (18)

має принаймнi один розв’язок.

Твердження 4. [7, теорема 8.3] Якщо оператор A : K → V ∗ у тверджен-
нi 3 є строго монотонним на K, то варiацiйна задача (18) має єдиний
розв’язок.

Встановимо такий результат:

Теорема 2. Нехай ρ : Ω→ R+ є ваговою функцiєю потенцiального типу.
Тодi при заданих f ∈ L2(Ω, ρ−1dx) та u ∈ U∂ варiацiйна нерiвнiсть (8)–(9)
має єдиний розв’язок y = y(u, f) ∈ K такий, що y = z/

√
ρ i z ∈ H1

0 (Ω).

18
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Доведення. Оскiльки варiацiйнi нерiвностi (8)–(9) та (16) є еквiвалентними
з точки зору проблеми їх розв’язностi, то покладемо V = H1

0 (Ω) i покажемо,
що в цьому випадку для варiацiйної нерiвностi (16) виконуються усi перед-
умови твердження 3. Згiдно теореми 1, з нерiвнiстю (16) можна пов’язати
лiнiйний оператор B : H1

0 (Ω)→ H−1(Ω), який означений за правилом:

⟨Bz,w⟩H1
0 (Ω) =

∫
Ω

(
(∇z,∇w)RN −

1

2
V (x)zw

)
dx. (19)

Тодi, беручи до уваги спiввiдношення (10), (11) та нерiвнiсть Хардi-Пуанкаре,
отримуємо (див.(4)): iснує стала C1 > 0 така, що:

⟨Bz,w⟩H1
0 (Ω) ≤ ∥z∥H1

0 (Ω)∥w∥H1
0 (Ω), (20)

⟨B(z − w), z − w⟩H1
0 (Ω) =

∫
Ω

(
(∇(z − w))2RN −

1

2
V (x)(z − w)2

)
dx ≥

≥ C1∥z − w∥2H1
0 (Ω) > 0 ∀ z ̸= w. (21)

Отже, оператор B є обмеженим, строго монотонним i коерцитивним в сенсi

⟨Bz, z⟩H1
0 (Ω)

∥z∥H1
0 (Ω)

→ +∞, якщо ∥z∥H1
0 (Ω) → +∞.

Тодi, за твердженням 2.5 з [7], вiдображення B : H1
0 (Ω) → H−1(Ω) є псев-

домонотонним. Окрiм того, для довiльного елемента w0 ∈ H1
0 (Ω) та для

всiх z ∈ K ′, згiдно (21) та оцiнки (20), маємо:

⟨Bz, z − w0⟩H1
0 (Ω) = ⟨Bz, z⟩H1

0 (Ω) − ⟨Bz,w0⟩H1
0 (Ω) ≥

≥ C1∥z∥2H1
0 (Ω) − |⟨Bz,w0⟩H1

0 (Ω)| ≥ C1∥z∥2H1
0 (Ω) − ∥w0∥H1

0 (Ω)∥z∥H1
0 (Ω).

Отже,
⟨Bz, z − w0⟩H1

0 (Ω)

∥z∥H1
0 (Ω)

→ +∞, при ∥z∥H1
0 (Ω) → +∞.

Оскiльки умова f ∈ L2(Ω, ρ−1dx) гарантує, що
f
√
ρ
∈ L2(Ω), а простiр

L2(Ω) компактно вкладається в H−1(Ω), то виконуються всi передумови
твердження 3. Таким чином, варiацiйна задача (16) має єдиний розв’язок
z ∈ K ′ при кожному фiксованому допустимому керуваннi u ∈ U∂ . �

Беручи до уваги наведенi вище перетворення, розглянемо наступну за-
дачу оптимального керування:

J(p, w) =
1

2
∥z − yad∥2L2(Ω) +

1

2
∥p∥2L2(Ω) → inf, (22)

за обмежень (16) та за умови, що

z ∈ K ′, p ∈ P∂ :=

{
p ∈ L2(Ω) :

∥∥∥∥p− u0√
ρ

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ R

}
. (23)
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Далi розглянемо такi множини:
Λ =

{
(p, z) ∈ L2(Ω)×H1

0 (Ω), де p та z − пов’язанi спiввiдношенням∫
Ω
(∇z,∇w −∇z)RN dx−

∫
Ω

1

2
V (x)z (w − z) dx ≥

≥
∫
Ω

(
f
√
ρ
+ p

)
(w − z) dx ∀w ∈ K ′

та задовольняють обмеження (23)},

Ξ = {(u, y) ∈ L2(Ω, ρ−1dx)×W 1,2
0 (Ω; ρdx), де u i y задовольняють (8)–(9)},

якi надалi будемо називати множинами допустимих розв’язкiв задач опти-
мального керування (22), (16), (23) та (7)–(9) вiдповiдно.

Означення 2. Будемо казати, що пари функцiй (p0, z0) ∈ Λ та
(u0, y0) ∈ Ξ є оптимальними розв’язками задач (22), (16), (23) та (7)–(9)
вiдповiдно, якщо

inf
(p,z)∈Λ

J(p, z) = J(p0, z0), inf
(u,y)∈Ξ

I(u, y) = I(u0, y0).

Наступний результат показує, що означенi задачi оптимального керува-
ння є в певному сенсi еквiвалентними. Отже, з регулярностi задачi (22),
(16), (23) (див. теорему 2), буде випливати регулярнiсть задачi оптималь-
ного керування (7)–(9).

Теорема 3. Нехай ρ : Ω→ R+ є ваговою функцiєю потенцiального типу.
Нехай f ∈ L2(Ω, ρ−1dx), yad ∈ L2(Ω) є заданими функцiями. Тодi допу-
стима пара (p0, z0) ∈ Λ є оптимальною в задачi (22), (16), (23) в тому i
тiльки в тому випадку, коли

(u0, y0) :=

(
√
ρp0,

z0
√
ρ

)
(24)

є розв’язком вихiдної задачi оптимального керування (7)–(9). При цьому
має мiсце рiвнiсть

inf
(p,z)∈Λ

J(p, z) = J(p0, z0) = I(u0, y0) = inf
(u,y)∈Ξ

I(u, y). (25)

Доведення. Як випливає з твердження 2, об’єкти керування задач опти-
мального керування (7)–(9) i (22), (16), (23) є еквiвалентними, бiльше то-
го, розв’язки цих двох варiацiйних нерiвностей пов’язанi спiввiдношенням
y =

z
√
ρ
. Означивши в просторi L2(Ω, ρ−1 dx) вiдображення G за прави-

лом G(u) =
u
√
ρ
, легко бачити, що воно iзометрично вiдображає простiр

L2(Ω, ρ−1dx) на простiр L2(Ω). Дiйсно, для довiльного керування
u ∈ L2(Ω, ρ−1 dx) маємо p = G(u), де

∥u∥2L2(Ω,ρ−1 dx) =

∫
Ω
u2(x)ρ−1(x) dx =

∫
Ω
p2(x) dx = ∥p∥L2(Ω).
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Бiльше того, умова (23) гарантує еквiвалентнiсть тверджень:

u ∈ U∂ ⇔ p =
u
√
ρ
∈ P∂ . (26)

Таким чином, (u, y) ∈ Ξ⇔ (p, z) ∈ Λ. Для завершення доведення залишає-
ться зауважити, що для будь-якої пари (u, y) ∈ Ξ має мiсце рiвнiсть

I(u, y) =
1

2

∥∥∥∥y − yad√
ρ

∥∥∥∥2
L2(Ω,ρdx)

+
1

2
∥u∥2L2(Ω,ρ−1dx) =

=
1

2
∥√ρy − yad∥2L2(Ω) +

1

2

∥∥∥∥ u
√
ρ

∥∥∥∥2
L2(Ω)

= J(p, z),

що гарантує виконання умови (25). �

5. Теорема iснування
Доведемо розв’язнiсть вихiдної задачi оптимального керування (7)–(9).

Теорема 4. Нехай ρ : Ω→ R+ є ваговою функцiєю потенцiального типу.
Нехай f ∈ L2(Ω, ρ−1dx), yad ∈ L2(Ω) є заданими функцiями. Тодi задача
оптимального керування (7)–(9) має єдиний розв’язок (u0, y0) в просторi
L2(Ω, ρ−1dx)×W 1,2

0 (Ω; ρ dx).

Доведення. За теоремою 3 задачi (22), (16), (23) та (7)–(9) є еквiвалентни-
ми. Отже, для однозначної розв’язностi задачi (7)–(9) достатньо показати,
що задача (22), (16), (23) має єдиний розв’язок. Для початку зауважимо,
що вiдображення p 7→ z(p) простору L2(Ω) в H1

0 (Ω) є слабко неперервним.
Дiйсно, оберемо довiльну послiдовнiсть допустимих керувань {pk}k∈N ⊂ P∂ .
За означенням множини P∂ можемо вважати, що {pk}k∈N є слабко збi-
жною послiдовнiстю. Покажемо, що вiдповiдна послiдовнiсть розв’язкiв
{zk = z(pk)}k∈N нерiвностi (16) є обмеженою в просторi H1

0 (Ω). Дiйсно, при-
пустивши обернене, а саме, що iснує пiдпослiдовнiсть {zkn}n∈N ⊂ {zk}k∈N
така, що ∥zkn∥H1

0 (Ω) → ∞ при n → ∞, приходимо до протирiччя з власти-
вiстю коерцитивностi оператора B (див. (19)) в сенсi (17)

+∞←
⟨Bzkn , zkn − w0⟩H1

0 (Ω)

∥zkn∥H1
0 (Ω)

≤
⟨f/√ρ+ pkn , zkn − w0⟩H1

0 (Ω)

∥zkn∥H1
0 (Ω)

≤

≤
∥f/√ρ+ pkn∥H−1(Ω)∥zkn − w0∥H1

0 (Ω)

∥zkn∥H1
0 (Ω)

≤

≤
(
∥f/√ρ∥H−1(Ω) + ∥pkn∥H−1(Ω)

)(
1 +
∥w0∥H1

0 (Ω)

∥zkn∥H1
0 (Ω)

)
≤ C

для довiльного фiксованого елементу w0 ∈ H1
0 (Ω), оскiльки P∂ є ком-

пактною множиною простору H−1(Ω). Далi, з обмеженостi послiдовностi
{zk = z(pk)}k∈N ⊂ H1

0 (Ω) випливає її слабка збiжнiсть (з точнiстю до пiд-
послiдовностi) до деякого елементу z∗ ∈ H1

0 (Ω).
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Нехай zk → z∗ слабко в H1
0 (Ω). Оскiльки множина K ′ є замкненою i опу-

клою, то за лемою Мазура, вона є також слабко замкненою. Отже, z∗ ∈ K ′.
Покажемо, що (p, z∗) ∈ Λ, тобто z∗ = z(p), а отже, множина Λ є замкненою
вiдносно топологiї слабкої збiжностi в L2(Ω)×H1

0 (Ω). Для цього перейдемо
до границi у спiввiдношеннi

⟨Bzk, zk − w⟩H1
0 (Ω) ≤ ⟨f/

√
ρ+ pk, zk − w⟩H1

0 (Ω) ∀w ∈ K ′

i скористаємося компакнiстю вкладення H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) та властивiстю

напiвнеперервностi знизу норми в H1
0 (Ω) вiдносно слабкої збiжностi. В ре-

зультатi маємо

⟨Bz∗, z∗ − w⟩H1
0 (Ω) = ∥z∗∥2H1

0 (Ω) − ⟨Bz
∗, w⟩H1

0 (Ω) ≤

≤ lim inf
k→∞

∥zk∥2H1
0 (Ω) − lim

k→∞
⟨Bzk, w⟩H1

0 (Ω) ≤ lim inf
k→∞

⟨Bzk, zk − w⟩H1
0 (Ω) ≤

≤ lim inf
k→∞

⟨f/√ρ+ pk, zk − w⟩H1
0 (Ω) = lim

k→∞

∫
Ω
(f/
√
ρ+ pk) (zk − w) dx ≤

=

∫
Ω
(f/
√
ρ+ p) (z∗ − w) dx = ⟨f/√ρ+ p, z∗ − w⟩H1

0 (Ω) ∀w ∈ K ′.

Отже, (p, z∗) ∈ Λ i тим самим доведено слабку неперервнiсть вiдображення
p→ z(p).

Для завершення досить зауважити, що функцiонал вартостi (22) — стро-
го опуклий, обмежений знизу, коерцитивний та напiвнеперервний знизу
на L2(Ω) × H1

0 (Ω). Отже, згiдно теорем 1.1 та 1.2 з [8], iснує єдина пара
(p0, z0) ∈ L2(Ω)×H1

0 (Ω) така, що (p0, z0) ∈ Λ i J(p0, z0) = inf(p,z)∈Λ J(p, z),
тобто (p0, z0) є оптимальною парою для задачi (22)–(23). Таким чином, за
теоремою 3, пара (u0, y0) :=

(√
ρp, z√

ρ

)
є єдиним оптимальним розв’язком

для задачi (7)–(9), що i потрiбно було встановити. �
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