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На прикладах розв’язкiв рiвнянь Матiсона–Папапетру, якi описують коловi i близькi до
них орбiти ультрарелятивiстської частки зi спiном в околi r = 3M поля Шварцшiльда,
розглянуто ефекти ґравiтацiйного вiдштовхування. Показано, що цi ефекти випливають iз
рiвнянь Матiсона–Папапетру за обох варiантiв умов, якими їх найчастiше доповнюють —
Френкеля–Матiсона i Тульчиєва–Дiксона. Звернуто увагу на можливостi проявiв ґравiтацiй-
ного вiдштовхування в астрофiзичних явищах.
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I. ВСТУП

На вiдмiну вiд ньютонiвської теорiї тяжiння, у якiй
наявнiсть у пробного тiла внутрiшнього кутового мо-
менту (обертання) не впливає на його рух вiдносно
масивнiшого тiла (прикладом є класичний опис руху
планет навколо Сонця), у загальнiй теорiї вiдносностi
ситуацiя iнша. Згiдно з рiвняннями, якi вперше отри-
мав М. Матiсон [1], через внутрiшнє обертання (спiн)
пробне тiло (частка) зазнає впливу кривини простору-
часу, внаслiдок чого змiнюються траєкторiя й орiєн-
тацiя осi обертання [2, 3]. Цi рiвняння традицiйно за-
писують так:

D

ds

(
muλ + uµ

DSλµ

ds

)
= −1

2
uπSρσRλ

πρσ, (1)

DSµν

ds
+ uµuσ

DSνσ

ds
− uνuσ

DSµσ

ds
= 0, (2)

де uλ ≡ dxλ/ds — 4-швидкiсть частки, Sµν — її тен-
зор спiну, m i D/ds — вiдповiдно маса й коварiант-
на похiдна, Rλ

πρσ — тензор Рiмана кривини простору-
часу. Вiдомi також їх зображення через 4-вектор або
3-вектор спiну, а також у термiнах локальних (тет-
радних) величин, якi властивi системi вiдлiку, супут-
нiй до частки [4, 5]. Пiсля Матiсона рiвняння (1), (2)
повторно вивiв iншим методом А. Папапетру [2], тому
їх часто називають рiвняннями Матiсона–Папапетру.
(М. Матiсону та його рiвнянням присвячено спецiаль-
ний випуск журналу Acta Phys. Pol. B. Proc. Suppl.
1 (2008), де вмiщено доповiдi учасникiв мiжнародної
конференцiї “Мирон Матiсон, його життя, творчiсть i
вплив на сучаснi дослiдження”, Варшава, 18–20 жов-
тня 2007 р.)

Для вивчення фiзичних наслiдкiв рiвнянь (1), (2) у
конкретних ґравiтацiйних полях їх необхiдно допов-
нити деяким спiввiдношенням, сенс якого полягає у
видiленнi таких розв’язкiв системи (1), (2), якi опи-
сують рух центра маси пробного тiла [4]. Iснує неод-
нозначнiсть у виборi доповняльної умови, пов’язана iз

залежнiстю в релятивiстськiй механiцi (на вiдмiну вiд
механiки класичної) розташування центра маси тiла,
що обертається, вiд системи вiдлiку [6]. Найчастiше
використовують два варiанти умов:

Sλνuν = 0 (3)

або

SλνPν = 0, (4)

де

P ν = muν + uλ
DSνλ

ds
(5)

є 4-iмпульсом. Спiввiдношення (3) доцiльно називати
умовою Френкеля–Матiсона (Френкель увiв її в елек-
тродинамiцi [7], а Матiсон використав в [1]), хоч її
часто називають умовою Пiранi, маючи на увазi пуб-
лiкацiю [8]. За спiввiдношенням (4) закрiпилася назва
умови Тульчиєва–Дiксона [9,10].

Рiвняння (1), (2) передбачають урахування умови
пробностi частки зi спiном [11]

S0

mr
≡ ε � 1, (6)

де S0 — абсолютна величина спiну.
Загалом, розв’язки рiвнянь (1), (2) за умов (3) i (4)

вiдрiзняються мiж собою. Зокрема в просторi Мiн-
ковського рiвняння (1)–(3) поряд iз розв’язками, що
описують прямi свiтовi лiнiї, мають ще й розв’язки у
виглядi осцилюючих (спiральних) лiнiй [9, 10, 12, 13].
Тодi як рiвняння (1), (2), (4) останнiх не допускають
(тлумачення цих незвичайних розв’язкiв дав Меллер
у термiнах власного й невласних центрiв маси [14]).
Водночас у просторi Мiнковського рiвняння (1), (2) за
умов (3) i (4) мають спiльнi розв’язки, що описують
рухи власного центра маси. Якщо ж наявне ґравiта-
цiйне поле, яке розглядають у пост-ньютонiвському
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наближеннi, вiдповiднi розв’язки рiвнянь (1), (2) за
умов (3), (4), (6), хоч i не збiгаються, однак близь-
кi мiж собою з високою точнiстю [15]. Бiльш загаль-
но ситуацiя подiбна, якщо вплив спiну на рух час-
тки можна описати рядом за спiновими поправками
до вiдповiдних виразiв для геодезiйних рухiв [16].

Специфiчним є випадок, коли рух власного центра
маси не можна описати малими за спiном поправками
до геодезiйного руху. Згiдно з [4,5,17–19], за умов бли-
зькостi швидкостi частки зi спiном вiдносно джерела
поля до швидкостi свiтла вплив спiну на її свiтову лi-
нiю i траєкторiю стає значним, навiть визначальним.
Причиною цього є те, що ґравiтацiйна спiн-орбiтальна
взаємодiя (а саме такою постає взаємодiя спiну з кри-
виною простору-часу, наприклад, у полi Шварцшiль-
да) для ультрарелятивiстських швидкостей пропор-
цiйна до квадрата γ-фактора Лоренца. При цьому,
залежно вiд спiввiдношень знакiв (орiєнтацiї) спiну
й танґенцiальної компоненти швидкостi частки, си-
ла цiєї взаємодiї посилює або послаблює силу зви-
чайного (“геодезiйного”, тобто безспiнового) притя-
гання. Дослiдженi в [4, 17–19] випадки конкретних
рухiв частки зi спiном у полi Шварцшiльда демон-
струють можливостi протидiї ґравiтацiйної ультра-
релятивiстської спiн-орбiтальної взаємодiї звичайно-
му притяганню аж до проявiв ефектiв вiдштовхуван-
ня. Вiдповiдний аналiз рiвнянь Матiсона–Папапетру
в цих працях базувався на використаннi умови (3).
Виникає запитання: чи допускає подiбнi ефекти умова
(4)? Вiдповiдi на нього присвячено наступний роздiл
статтi.

Вплив нахилу спiну до екваторiальної площини
метрики Шварцшильда на вихiд частки з цiєї площи-
ни, коли його опис рiвнянням (1), (2) за обох варiантiв
умов, тобто (3) i (4), практично збiгається, розглянуто
в роздiлi III.

Важливiсть дослiджень поведiнки ультрареляти-
вiстських часток iз спiном у сильних ґравiтацiй-
них полях визначається тим, що в астрофiзичних
спостереженнях вiдповiднi закономiрностi можуть
проявитися поблизу ядер галактик, квазарiв, окремих
чорних дiр. Числовi оцiнки щодо цього подано в роз-
дiлi IV.

II. ДЕЯКI СПIЛЬНI РОЗВ’ЯЗКИ РIВНЯНЬ
(1), (2) ЗА УМОВ (3) I (4)

Рiзнi траєкторiї частки зi спiном, що випливають iз
рiвнянь (1), (2), (4) у полях Шварцшiльда й Керра,
вивчали в [20–26] залежно вiд конкретних значень iн-
теґралiв енерґiї й кутового моменту. На вiдмiну вiд
цих дослiджень, тут будемо розглядати лише коловi
орбiти, однак не обмежуючись малими за спiном збу-
реннями. Шукатимемо аналiтичнi розв’язки рiвнянь
(1), (2), (4) без використання iнтеґралiв енерґiї i ку-
тового моменту. Значення ж цих iнтеґралiв оцiнимо
пiсля отримання явних виразiв для величин, якi їх
визначають.

A. Основнi спiввiдношення, що випливають
iз рiвнянь (1), (2) за умови (4)

Рiвняння (1), (2) за умови (4) записують у виглядi

DPλ

ds
= −1

2
uπSρσRλ

πρσ, (7)

DSλν

ds
= Pλuν − P νuλ. (8)

Величина

µ =
√

PλPλ (9)

є масою частки, яка, згiдно з (7), (8), за умови (4) є
iнтеґралом руху:

dµ

ds
= 0. (10)

(За умови (3) сталою величиною є m у рiвняннi (1)).
Зв’язок мiж 4-швидкiстю uλ i 4-iмпульсом Pλ має

вигляд [21]

uλ = N

[
Pλ

µ
+

1
2µ3∆

SλνPπRνπρσSρσ

]
, (11)

де

∆ = 1 +
1

4µ2
RλπρσSλπSρσ, (12)

N =
[
1 +

1
4∆2µ4

SπνPλSρσRνλρσSπαP βSγδRαβγδ

]−1/2

. (13)
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Iз спiввiдношення (11) випливає, що PλPλ = µ2.
Iнтеґралом руху є величина спiну S0:

S2
0 ≡

1
2
SλνSλν . (14)

B. Рiвняння, що випливають з (7), (8)
для екваторiальних колових орбiт у полi

Шварцшiльда

Використовуємо запис метрики Шварцшiльда в
стандартних координатах x1 = r, x2 = θ, x3 =
ϕ, x4 = t з такими вiдмiнними вiд нуля компонен-
тами метричного тензора gλν :

g11 = −
(

1− 2M

r

)−1

, g22 = −r2, (15)

g33 = −r2 sin2 θ, g44 = 1− 2M

r
.

Розгляньмо спiввiдношення, що випливають iз рiв-
нянь (7), (8) за умови (4) для екваторiальних коло-
вих рухiв з θ = π/2 частки зi спiном зi сталою орбi-
тальною швидкiстю вiдносно шварцшiльдiвської ма-
си. Тобто в (7), (8) покладаємо

u1 = 0, u2 = 0, u3 = const 6= 0, u4 = const 6= 0, (16)

S12 = 0, S23 = 0, S13 = const 6= 0 (17)

без апрiорних обмежень на Pλ. Згiдно з (4), (16), (17)
маємо

S14 = −P3

P4
S13, S24 = 0, S34 =

P1

P4
S13. (18)

Для похiдних DSλν/ds знаходимо

DS12

ds
= 0,

DS13

ds
= −P1

P4
Γ1

44u
4S13,

DS23

ds
= 0, (19)

де Γ1
44 — символ Крiстофеля, обчислений за метри-

кою (15). Згiдно з (16)–(19) iз рiвнянь (8) отримуємо
два нетривiальнi спiввiдношення:

−P1

P4
Γ1

44u
4S13 = P 1u3, (20)

P 2u3 = 0. (21)

Оскiльки u3 = dϕ/ds 6= 0, внаслiдок (21) необхiдно

P 2 = 0. (22)

Спiввiдношення (20) задовольняється у двох випад-
ках:

P 1 = 0 (23)

або

−g11u
4Γ1

44S
13 = P4u

3. (24)

Спочатку проаналiзуймо випадок (23). Тодi два пер-
шi спiввiдношення (11), з λ = 1, 2, задовольняються
тотожно, а iншi набирають вигляду

u3 = N
P 3

µ

(
1− 3S2

0

µ4∆
P4P

4R13
13

)
, (25)

u4 = N
P 4

µ

(
1 +

3S2
0

µ4∆
P3P

3R13
13

)
, (26)

де

∆ = 1 +
S2

0

µ2
R13

13

(
1− 3P3P

3
)
, (27)

N =
(

1 +
A

4∆2µ4

)−1/2

, (28)

A ≡ 36S4
0R1313R

1313P3P
3P4P

4. (29)

Для отримання (25), (26) ми використали вирази(
S13
)2

= S2
0P4P

4g11g33,
(
S14
)2

= S2
0P3P

3g11g44, (30)

якi випливають iз (4), (14).
Розгляньмо рiвняння (7) за умов (16)–(19), (22),

(23). Перше з них (7), з λ = 1, таке:

Γ1
33u

3P 3 + Γ1
44u

4P 4 = −g2
44

√
g11g33g44

× S0

µ

(
2P 3u4 + P 4u3

)
. (31)

Друге рiвняння (7), з λ = 2, задовольняється тотож-
но. З третього й четвертого рiвнянь набору (7) отри-
муємо вiдповiдно

P 3 = const, P 4 = const. (32)

Отже, всi рiвняння (7), (8) задовольнятимуться, як-
що чотири сталi величини u3, u4, P 3, P 4 задовольня-
ють рiвняння (25), (26), (31).

C. Область iснування екваторiальних колових
орбiт

З алґебраїчних спiввiдношень (25), (26), (31) неваж-
ко отримати квадратне рiвняння для величини

x ≡ P3P
3. (33)

Це рiвняння таке:
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x2

[(
1− 3M

r
− 3M2

r2
ε2

)2

− 9ε2 M2

r2

(
1− 2M

r

)(
1 +

4M

r
ε2

)]
(34)

+µ2x

[
2M

r

(
1− 3M

r
− 3M2

r2
ε2

)2(
1 +

M

r
ε2

)
+ 9ε2 M2

r2

(
1− 2M

r

)(
1 +

4M

r
ε2

)]
+ µ4 M2

r2

(
1 +

2M

r
ε2

)
= 0,

де

ε2 ≡ S2
0

µ2r2
(35)

i, згiдно з умовою (6), необхiдно ε2 � 1. У тривiаль-
ному випадку безспiнової частки (ε = 0) iз (34) маємо

x = −µ2 M

r

(
1− 3M

r

)−1

. (36)

Унаслiдок чого, згiдно з (33),

P 3 = ±µ

√
M

r3

(
1− 3M

r

)−1/2

. (37)

Вираз (37) збiгається з вiдомим виразом для 4-iм-
пульсу частки без спiну маси µ, який випливає без-
посередньо з рiвнянь геодезiйних лiнiй для колових
орбiт. Зокрема вираз (37) показує, що такi орбiти в
полi Шварцшiльда iснують лише для r > 3M .

Зауважимо, що у випадку

1− 3M

r
� M2

r2
ε2, (38)

тобто коли r не є близьким до 3M , з рiвняння (34)
отримуємо вираз для P 3, який вiдрiзняється вiд (37)
лише малими поправками порядку ε2.

Особливим є випадок, коли r дорiвнює чи близьке
до 3M . Зокрема при

r = 3M, ε 6= 0 (39)

з (34) отримуємо єдиний вiд’ємний корiнь

x = − 1√
3µ2ε

, (40)

де, не втрачаючи загальностi, покладаємо

ε ≡ S0

µr
, (41)

тобто ε > 0. (За обраної сиґнатури метрики величи-
на x у (34) є вiд’ємною). Згiдно з (33), (40) маємо
P 3 = ±3−5/4ε−1/2µM−1. Однак легко перевiрити, що
всi спiввiдношення (25), (26), (31) задовольняються
лише при

P 3 = − µ

35/4M
√

ε
. (42)

Ураховуючи спiввiдношення (25)-(29), з точнiстю
до ε записуємо u3 = P 3/µ. Тодi, згiдно з (42), для
кутової швидкостi маємо

u3 = − 1
35/4M

√
ε
. (43)

Якщо r не дорiвнює 3M , однак близьке до цього
значення, а саме

1− 3M

r
= δ, |δ| � ε, (44)

то, замiсть (42), (43), iз (34) отримуємо

P 3 = − µ

35/4M
√

ε

(
1−

√
3δ

2ε

)
, (45)

u3 = − 1
35/4M

√
ε

(
1−

√
3δ

2ε

)
. (46)

Пiдкреслимо, що тут δ може бути як додатним, так i
вiд’ємним. Тобто рiвняння (34) допускає iснування ко-
лових орбiт у межах малого околу значення r = 3M ,
якщо |δ| � ε, як для r > 3M , так i для r < 3M .

Порiвняймо вирази (43), (46) iз вiдповiдними вира-
зами u3, отриманими в [17] iз рiвнянь (1), (2) за умови
(3). Легко переконатися, що вони збiгаються мiж со-
бою (необхiдно врахувати, що в [17] для ε використо-
вувалося позначення ε ≡ |S0|/Mm, на вiдмiну вiд (6)).
Тому доходимо висновку, що iснування колових орбiт
частки зi спiном у малому околi r = 3M є спiльним
наслiдком рiвнянь (1), (2) за умов (3) i (4).

Стосовно спiввiдношення (24) неважко переконати-
ся, що в цьому випадку рiвняння (7), (8) несумiснi.
Тобто випадок (23) єдино можливий.

D. Величини енерґiї та орбiтального моменту

Оцiнимо величини енерґiї E та орбiтального момен-
ту L частки зi спiном на розглянутих вище колових
орбiтах. Вирази для цих величин у випадку екваторi-
альних рухiв у полi Шварцшiльда мають вигляд

E = P4 +
1
2
g44,1S

14, (47)

L = −P3 −
1
2
g33,1S

13. (48)
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Згiдно зi спiввiдношеннями (6), (9), (30), (45) запису-
ємо

|g44,1S
14| � P4, (49)

тому наближено отримуємо

E = µ
3−3/4

√
ε

(
1−

√
3

2
δ

ε

)
. (50)

Порiвняймо це значення енерґiї частки зi спiном на
коловiй орбiтi з малого околу r = 3M зi значенням
енерґiї частки без спiну на геодезiйнiй коловiй орбiтi
з r = 3M(1 + δ), 0 < δ � 1. Згiдно з (37) маємо

Egeod =
µ

3
√

δ
. (51)

Iз (50), (51) випливає, що

E2/µ2 � 1, E2
geod/µ2 � 1, (52)

тобто цi величини є ультрарелятивiстськими. Водно-
час, зiдно з (44), маємо

E2/E2
geod =

√
3δ

ε
� 1, (53)

тобто на колових орбiтах з малого околу r = 3M зна-
чення енерґiї частки зi спiном i безспiнової суттєво
вiдрiзняються. Це не дивно, оскiльки рiзнi фiзичнi
причини зумовлюють такi орбiти: геодезiйнi коловi
орбiти iснують завдяки ґравiтацiйному притяганню,
тодi як коловi орбiти частки зi спiном визначаються
спiльною дiєю ґравiтацiйного притягання та ґравiта-
цiйного спiн-орбiтального вiдштовхування. Причому
пiдкреслимо, що з погляду супутнього спостерiгача,
прискорення частки зi спiном вiдносно безспiнової має
порядок M/r2, тобто є значним [27]. Отже, коловi ор-
бiти частки зi спiном з малого околу r = 3M є суттєво
негеодезiйними орбiтами.

Неважко переконатися, що аналогiчнi висновки ви-
пливають з аналiзу величини орбiтального моменту
(48).

E. Випадок неекваторiальних колових орбiт

Покажiмо, що рiвняння (7), (8) за умови (4) мають
розв’язки, якi описують неекваторiальнi коловi орбiти
частки зi спiном у полi Шварцшiльда. Послiдовнiсть
обчислень й оцiнок у цьому випадку аналогiчна тому,
що проводилось для екваторiальних орбiт. Початково
покладаємо

u1 = u2 = 0, u3 = const 6= 0, θ = const 6= π/2, 0, (54)

S12 = const, S23 = const, S13 = const, (55)

без апрiорних обмежень на P ν . Неважко перевiрити,
що всi рiвняння набору (8) задовольняються, якщо
додатково до (54), (55) виконуються спiввiдношення:

P 1 = 0, P 2 = 0, S12 = 0, (56)

S13Γ2
33u

3 = S23

(
Γ1

33u
3 − Γ1

44u
4 P3

P4

)
. (57)

Безпосереднiми обчисленнями знаходимо, що всi рiв-
няння (7) задовольняються за необхiдних обмежень:

r = 3M(1 + δ1), 0 < δ1 � 1, (58)

cos θ = δ2, |δ2| � 1, (59)

де малi величини δ1 i δ2 пов’язанi з величиною ε, озна-
ченою в (35), спiввiдношенням

3δ2
1 + δ2

2 = ε2. (60)

Iз рiвнянь (7) отримуємо

P 3 =
√

6
18M

µ√
δ1

, (61)

S13 = µ

√
δ1√
6

, S23 =
µδ2

3
√

6M
√

δ1

(62)

(не втрачаючи загальностi, покладаємо S13 > 0). З
точнiстю до ε маємо u3 = P 3/µ, u4 = P 4/µ, а також

(u3)2 =
1

54M2δ1
, (u4)2 =

1
2δ1

. (63)

Тобто згiдно з (58)–(60) неекваторiальнi коловi ор-
бiти iснують лише в малому околi значення r = 3M
(r > 3M) i пiд малим кутом π/2 − θ. Згiдно з (63)
швидкiсть частки на цих орбiтах є ультрарелятивiст-
ською, а для величини її енерґiї маємо

E =
µ

3
√

2δ1

, (64)

тобто E2/µ2 � 1.
Неважко переконатися, що рiвняння (1), (2) за умо-

ви (3) також допускають iснування неекваторiальних
колових орбiт частки зi спiном у полi Шварцшiльда,
для яких справджуються вирази (58)–(64) [4].

III. ВПЛИВ НАХИЛУ СПIНУ ЧАСТКИ
НА ЇЇ ВIДХИЛЕННЯ

ВIД ЕКВАТОРIАЛЬНОЇ ПЛОЩИНИ

Особливiстю часткового розв’язку рiвнянь (1)–(3),
який описує колову орбiту з r = 3M у площинi
θ = π/2, є те, що вiн також є розв’язком так зва-
ної вкороченої системи рiвнянь Матiсона–Папапетру,
коли замiсть (1) розглядаються рiвняння

m
D

ds
uλ = −1

2
uπSρσRλ

πρσ, (65)

тобто коли враховують лише лiнiйнi за спiном члени й
умови (3) i (4) практично не вiдрiзняються. З’ясуємо,
як згiдно з рiвняннями (2), (3), (65) змiнюється цей
розв’язок, якщо початково спiн не є ортогональним
до площини θ = π/2. Система рiвнянь (65) для до-
вiльно орiєнтованого спiну в полi Шварцшильда має
вигляд
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u̇1 =
M

r2

(
1− 2M

r

)−1

(u1)2 + r

(
1− 2M

r

)
(u2)2 + r

(
1− 2M

r

)
sin2 θ(u3)2

− M

r2

(
1− 2M

r

)
(u4)2 − 3M

mr3 sin θ

(
sin2 θu3S2 − u2S3

)
,

u̇2 = sin θ cos θ(u3)2 − 2
r
u1u2 − 3M

mr3
sin θu3S1,

u̇3 =
2
r
u1u3 − 2 cot θu2u3 +

3M

mr3 sin θ
u2S1,

u̇4 = −2M

r2

(
1− 2M

r

)−1

u1u4 −
3M

(
1− 2m

r

)−2

mr3 sin θ

u1

u4

(
u3S2 sin2 θ − u2S3

)
. (66)

Систему (2) за умови (3) зручно записати через 3-вектор спiну у виглядi

Ṡ1 =
2M

r2

(
1− 2M

r

)−1

u1S1 +
1
r
u2S2 +

1
r
u3S3 + u̇4

S1

u4

−
(
S1u

1 + S2u
2 + S3u

3
)
[
(

1− 2M

r

)−1

u̇1 − u̇4

(
1− 2M

r

)−1
u1

u4

− M

r2

(
1− 2M

r

)−2

(u1)2 − r(u2)2 − r sin2 θ(u3)2 +
M

r2
(u4)2],

Ṡ2 = −r

(
1− 3M

r

)
u2S1 +

(
2M

r2

(
1− 3M

r

)−1

+
1
r

)
u1S2

+ cot θu3S3 + u̇4
S2

u4
−
(
S1u

1 + S2u
2 + S3u

3
)
[u̇2r2 − u̇4r2 u2

u4

+ u1u2

(
2r − 2M

(
1− 2M

r

)−1
)
− (u3)2r2 cos θ sin θ],

Ṡ3 =

(
2M

r2

(
1− 2m

r

)−1

+
1
r

)
u1S3 − r

(
1− 3M

r

)
sin2 θu3S1 + cot θu2S3

− sin θ cos θu3S2 − [S1u
1 + S2u

2 + S3u
3][r2 sin2 θu̇3 − r2 sin2 θu̇4

u3

u4

+ 2 sin2 θ

(
r −M

(
1− 2M

r

)−1
)

u1u3 + 2r2 sin θ cos θu2u3] +
S3

u4
u̇4, (67)

де за означенням мiж компонентами тензора спiну Skl i 3-вектором Si iснує зв’язок [4]

Skl =
1√
|g|

= εklmSm. (68)

Згiдно з (1)–(2) вираз для S2
0 є таким:

S2
0 = S2

1

(
1− 2m

r

)−1 1 +
(
1− 2m

r

)−1 (u1)2

(u4)2
+ S2

2r−2

(
1− 2m

r

)−2 1 + r2(u2)2

(u4)2

+ S2
3r−2 sin−2 θ

(
1− 2m

r

)−2 1 + r2 sin2 θ(u3)2

(u4)2
+ S1S2

u1u2

(u4)2
2
(

1− 2m

r

)−2

+ S1S3
u1u3

(u4)2
2
(

1− 2m

r

)−2

+ S2S3
u2u3

(u4)2
2
(

1− 2m

r

)−2

. (69)

Запишiмо систему рiвнянь (66), (67) та iнтеґрал (69) у термiнах безрозмiрних величин

y1 ≡
r

M
, y2 ≡ θ, y3 ≡ ϕ, y4 ≡

t

M
, y5 ≡

dr

ds
≡ u1,

y6 ≡M
dθ

ds
≡Mu2, y7 ≡M

dϕ

ds
≡Mu3, y8 ≡

dt

ds
≡ u4,
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y9 ≡
S1

mM
, y10 ≡

S2

mM2
y11 ≡

S3

mM2
, x ≡ s

M
, ε ≡ S0

Mm
. (70)

Рiвняння (66) запишiмо у виглядi системи рiвнянь першого порядку:

dy1

dx
= y5,

dy2

dx
= y6,

dy3

dx
= y7,

dy4

dx
= y8,

dy5

dx
= A1,

dy6

dx
= A2,

dy7

dx
= A3,

dy8

dx
= A4,

dy9

dx
=

2
y2
1

(
1− 2

y1

)−1

y5y9 +
y6y10

y1
+

y7y11

y1
− [y5y9 + y6y10 + y7y11][

(
1− 2

y1

)−1

A1

− y5

y8

(
1− 2

y1

)−1

A4 −
3y2

5

y2
1

(
1− 2

y1

)−2

− y1y
2
6 − y1y

2
7 sin2 y2 +

y2
8

y2
1

] +
y9

y8
A4,

dy10

dx
= −y1y6y9

(
1− 3

y1

)
+

y5y10

y1

(
2
y1

(
1− 2

y1

)−1

+ 1

)
+ cot y2y7y11 +

y10

y8
A4

− [y5y9 + y6y10 + y7y11][y2
1A2 −

y2
1y6

y8
A4 + y5y6

(
2y1 − 2

(
1− 2

y1

)−1
)
− y2

1y2
7 cos y2 sin y2],

dy11

dx
=

y5y11

y1

(
2
y1

(
1− 2

y1

)−1

+ 1

)
− y1y7y9

(
1− 3

y1

)
sin2 y2 − y6y11 cot y2

− y7y10 cos y2 sin y2 − [y5y9 + y6y10 + y7y11][y2
1 sin2 y2A3 −

y2
1y7

y8
sin2 y2A4

+ 2y5y7 sin2 y2

(
y1 −

(
1− 2

y1

)−1
)

+ 2y2
1y6y7 cos y2 sin y2] +

y11

y8
A4, (71)

де

A1 =
y2
5

y2
1

(
1− 2

y1

)−1

+ y1y
2
6

(
1− 2

y1

)
+
(

1− 2
y1

)(
y1y

2
7 sin2 y2 −

y2
8

y2
1

)
− 3

y3
1 sin y2

(
y7y10 sin2 y2 − y6y11

)
,

A2 = y2
7 cos y2 sin y2 −

2y5y6

y1
− 3y7y9

y3
1

sin y2,

A3 = −2y5y7

y1
− 2y6y7 cot y2 +

3y6y9

y3
1 sin y2

,

A4 = −2y5y8

y2
1

(
1− 2

y1

)−1

−
3y5

(
1− 2

y1

)−2

y3
1y8 sin y2

(
y7y10 sin2 y2 − y6y11

)
. (72)

Ураховуючи позначення (70), маємо

ε2 = y2
9

(
1− 2

y1

)−1 1 +
(
1− 2

y1

)−1

y2
5

y2
8

+ y2
10

(
1− 2

y1

)−2 1 + y2
1y2

6

y2
1y2

8

+ y2
11

(
1− 2

y1

)−2 1 + y2
1y2

7 sin2 y2

y2
1y2

8 sin2 y2

+ y9y10
y5y6

y2
8

2
(

1− 2
y1

)−2

+ y9y11
y5y7

y2
8

2
(

1− 2
y1

)−2

+ y10y11
y6y7

y2
8

2
(

1− 2
y1

)−2

. (73)

Систему (71) та вираз (73) використовуватимемо для обчислень на комп’ютерi при конкретних початкових
значеннях величин (70).

Строго коловим орбiтам з r = 3M частки зi спiном, ортогональним до екваторiальної площини у полi
Шварцшiльда, властивi такi початковi значення величин yi:

y1(0) = 3, y2(0) =
π

2
, y3(0) = 0, y4(0) = 0, y5(0) = 0, y6(0) = 0,

y7(0) = u, y8(0) = v, y9(0) = 0, y10(0) = w, y11(0) = 0, (74)

де

u = − 1
3
√

2

√
−1 +

√
ε2 + 12

ε
, v =

√
3
√

1 + 9u2, w = εv. (75)
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Якщо ж початково спiн не є ортогональним до пло-
щини θ = π/2, то вiдмiнними вiд нуля, згiдно з позна-
ченнями (70), можуть бути всi величини y9, y10, y11.
Їхнi початковi значення позначимо так:

y9(0) = w1, y10(0) = w2, y11(0) = w3.

Початковi значення iнших величин yi залишаємо та-
кими ж, як у (74). Розглядатимемо випадки, коли, не-
зважаючи на змiну початкової орiєнтацiї спiну, його

абсолютна величина фiксована, тобто ε задане. Для
величин w2, w3 зручно покласти

w2 = εv(1 + α), w3 = εβ, (76)

де α i β — параметри, якi визначають нахил спiну
(при α = β = 0 нахил вiдсутнiй i величина w2 дорiв-
нює величинi w з (74), (75)). Тодi зi спiввiдношення
(73) знаходимо вираз для w1:

w1 =
1√
3

√
1
2
(1 +

√
ε2 + 12

ε
)[−3α(2 + α)ε2 − ε2β2]. (77)

Iз простого аналiзу спiввiдношень (76), (77) випливає, що параметри α, β можуть змiнюватись у межах

|β| <
√

3, −1−
√

1− β2/3 < α < −1 +
√

1− β2/3, (78)

описуючи при цьому всi можливi орiєнтацiї спiну.

Деякi типовi графiки, отриманi внаслiдок iнтеґру-
вання системи рiвнянь (71), поданi на рис. 1–5. У
всiх випадках ε = 10−2, а параметри α, β є такими:
α = −10−6, β = 0, тобто нахил спiну до площини
θ = π/2 незначний i зумовлений компонентою спiну
Sr, тодi як початково Sϕ = 0. Згiдно з рис. 1, 5 частка
зi спiном поступово наближається до поверхнi гори-
зонту r = 2M , однак значно повiльнiше, нiж частка
без спiну з тими ж початковими значеннями коорди-
нат i швидкостi (для порiвняння зображенi вiдповiднi
геодезiйнi лiнiї; нагадаємо, що за вiдсутностi нахилу
спiну, тобто при α = 0, β = 0, орбiта частки зi спiном
є строго коловою). Геодезiйнi лiнiї на рис. 1–3 доведе-
нi до моменту досягнення поверхнi горизонту. Рис. 4
описує вихiд частки з площини θ = π/2, зумовлений
нахилом спiну. Його особливiстю є те, що траєкто-
рiя частки зi спiном лягає в iншу площину, яка не
перетинає точки з r = 0. Тобто проявляється ефект
зависання частки над джерелом ґравiтацiйного поля,
причому пiд невеликим кутом π/2− θ. На рис. 6 схе-
матично зображено розташування орбiти частки сто-
совно площини θ = π/2 (горизонтальна лiнiя) з тим,
що реально кут π/2 − θ є значно меншим. Цей ре-
зультат узгоджується з висновками, описаними в [4]
на основi аналiзу рiвнянь Матiсона–Папапетру в по-
лi Шварцшiльда про iснування зависаючих колових
орбiт, при цьому тi з них, для яких r близьке до 3M ,
також зависають пiд малим кутом (на вiдмiну вiд цих
орбiт, зависла орбiта, якiй вiдповiдають рис. 1–3, не є
строго коловою).

Зазначимо, що при iнтеґруваннi рiвнянь (71)
проводили оцiнки тих членiв точних рiвнянь
Матiсона–Папапетру, якими знехтували, обмежую-
чись укороченими рiвняннями (65). Кривi на рис. 1–5
поданi для iнтервалiв iнтеґрування, на яких указа-
нi члени, значно меншi вiд збережених членiв. Для
їх продовження на бiльшi часовi необхiдно було б

ураховувати точнi рiвняння Матiсона–Папапетру.
Зi збiльшенням абсолютної величини параметра α,

тобто нахилу спiну до площини θ = π/2, за збере-
ження початкових умов (74) i β = 0 крива ρ(τ) для
частки зi спiном наближається до аналогiчної кривої
для частки без спiну, зображеної на рис. 1. У гранич-
ному випадку α = −1, коли початково Sθ = 0, обидвi
кривi збiгаються. Також iз збiльшенням абсолютної
величини α зростає амплiтуда коливань кривої θ(τ)
(див. рис. 4), а з нею i кут зависання частки зi спi-
ном над джерелом поля. Однак цей кут залишається
малим навiть при α = −1.

Ми не подаємо графiкiв залежностi компонент век-
тора спiну вiд часу, оскiльки на вибраному часовому
iнтервалi вони змiнюються мало.

Якщо при iнтеґруваннi рiвнянь (71) з початковими
умовами (74) покласти α = 0, β 6= 0, тобто початко-
во Sr = 0, Sϕ 6= 0, то частка зi спiном не виходить з
екваторiальної площини.

Рис. 1. Залежнiсть ρ ≡ r/M вiд τ ≡ s/M для частки зi
спiном (товста лiнiя) i частки без спiну (тонка лiнiя).
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Рис. 2. Залежнiсть кутової координати вiд τ для частки
зi спiном (товста лiнiя) i частки без спiну (тонка лiнiя).

Рис. 3. Залежнiсть t/M вiд τ для частки зi спiном (тов-
ста лiнiя) i частки без спiну (тонка лiнiя).

Рис. 4. Залежнiсть кута θ вiд τ для частки зi спiном.

Рис. 5. Траєкторiї частки зi спiном (товста лiнiя) i час-
тки без спiну (тонка лiнiя). Коло радiуса 2 вiдповiдає по-
верхнi горизонту.

Рис. 6. Схематичне зображення вiдхилення траєкторiї
частки зi спiном вiд екваторiальної площини. Темна пля-
ма вказує на розташування шварцшiльдiвського джерела.

IV. ВИСНОВКИ

Конкретну ситуацiю, коли гiпотетично мiг би
проявитись ефект значного ґравiтацiйного вiдштов-
хування, зумовлений наявнiстю у пробної частки

внутрiшнього обертання, iмовiрно, уперше аналiзува-
ли в [11]. З’ясовувалось, чи може частка зi спiном бу-
ти нерухомою вiдносно джерела поля Керра, завис-
нувши на осi його обертання. Показано, що рiвнян-
ня Матiсона–Папапетру такої можливостi не допус-
кають. З урахуванням результатiв iнших дослiджень
цей неґативний результат цiлком зрозумiлий, оскiль-
ки виявилося, що необхiдною умовою суттєвого зрос-
тання впливу взаємодiї спiну з кривиною простору-
часу на траєкторiю частки є близькiсть її швидко-
стi вiдносно джерела поля до швидкостi свiтла. Тоб-
то статичне зависання неможливе. Однак, згiдно з
[28], рiвняння Матiсона–Папапетру з доповняльною
умовою (3) допускають ефект динамiчного зависан-
ня частки зi спiном у полi Шварцшiльда, коли вона
рухається по ультрарелятивiстськiй коловiй орбiтi з
θ 6= π/2 (пiзнiше цей результат був узагальнений для
поля Керра [29], повнiший аналiз проведено в [4]).

Результати, викладенi в роздiлах 2 i 3 цiєї статтi,
показують, що ефекти значного ґравiтацiйного вiд-
штовхування для частки зi спiном проявляються не
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лише за умови (3), але й за умови (4). При цьому для
колових орбiт з малого околу значення r = 1, 5rg (rg =
2M — шварцшiльдiвський радiус горизонту) або бли-
зькi до них вiдповiднi розв’язки рiвнянь Матiсона–
Папапетру за умов (3) i (4) практично збiгаються.
Вiдповiдно до числових оцiнок, поданих у [17,27], для
реалiзацiї рухiв електронiв i протонiв по вказаних ор-
бiтах вони повиннi мати ультрарелятивiстськi швид-
костi, якi вiдповiдають їхнiм енерґiям вiльного руху
вiдповiдно порядку Ee = 1014 еВ i Ep = 7×1018 еВ, як-
що маса шварцшiльдiвського джерела становить три
маси Сонця i Ee = 5 × 1016 еВ та Ep = 3 × 1021 еВ

для шварцшiльдiвської маси порядку 106 маси Сон-
ця. Такi швидкостi властивi високоенерґетичним час-
ткам iз складу космiчних променiв. Подальший аналiз
процесiв поблизу конкретних джерел ґравiтацiйного
поля (чорних дiр, ядер галактик) дасть змогу з’ясу-
вати можливу роль ефектiв ґравiтацiйного вiдштов-
хування, зумовлених наявнiстю в часток спiну. Зокре-
ма необхiдно дослiдити, чи можуть цi ефекти вплива-
ти на формування джетiв.

Робота частково пiдтримана Програмою НАН Ук-
раїни “Космомiкрофiзика”.
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GRAVITATIONAL REPULSION FOR SPINNING PARTICLES
IN A SCHWARZSCHILD FIELD

R. M. Plyatsko, O. B. Stefanyshyn
Pidstryhach Institute for Applied Problems in Mechanics and Mathematics

of the National Academy of Sciences of Ukraine
3-b Naukova St., Lviv, 79060, Ukraine

The effects of the gravitational repulsion in the cases of solutions of the Mathisson–Papapetrou equations
which describe the circular or close to circular orbits in the small region of the value r = 3M in a Schwarzschild
field are considered. It is shown that these effects follow from the Mathisson–Papapetrou equations both at the
Frenkel–Mathisson and Tulczyjew–Dixon conditions. Attention is also paid to the possibilities of manifestations
of the gravitational repulsion in some astrophysical phenomena.

3003-10


