
ISSN 1729-4959. Машинознавство, 2010, №5 (155)   9

У багатьох випадках виникає проблема описання і
оцінювання впливу включень на процеси дифузії та філь-
трації в реальних середовищах. Якщо розміри включень
є достатньо малими і вони розподілені так, що знаходяться
в кожному фізично малому елементі тіла, то основні
макроскопічні параметри процесу переносу домішкових
компонент, як правило, можна визначати на основі конти-
нуальних моделей гетеродифузії [1 — 3]. Це характерно,
зокрема, для дрібнодисперсних полікристалічних тіл і
пористих середовищ.
Інтерпретація експериментальних досліджень і визна-

чення коефіцієнта дифузії в області включення, наприк-
лад, межі зерна чи дислокації, або коефіцієнтів фільтрації-
дифузії в капілярно-пористих структурах базується на
розв’язках відповідних крайових задач математичної
фізики. Оскільки побудова їхніх точних розв’язків навіть
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ
СТАЦІОНАРНИХ ПРОЦЕСІВ ДИФУЗІЇ
У ДВОФАЗНИХ ТІЛАХ РЕГУЛЯРНОЇ
СТРУКТУРИ З УРАХУВАННЯМ
КОНВЕКТИВНОГО ПЕРЕНОСУ
В ОДНІЙ З ФАЗ
У статті для побудови точних аналітичних розв’язків контактно-крайових
задач дифузії домішкової речовини у двофазних регулярних структурах з
урахуванням  конвективного механізму  масопереносу в одній з фаз
запропоновано метод, який базується на використанні інтегральних
перетворень в окремих областях. З використанням контактних умов
знайдений зв’язок між відповідними інтегральними перетвореннями.
Отримано аналітичний розв’язок задачі дифузії для двофазного шару
регулярної структури з врахуванням конвективного переносу в одній з фаз
та досліджені потоки маси через внутрішню міжфазну поверхню контакту.

дифузія, конвекція, регулярна структура, інтегральне перетворення

для найпростіших геометричних областей викликає значні
труднощі, то, як правило, використовують наближенні
аналітичні [4 — 7] або числові [8 — 9] розв’язки.
У праці [10] запропоновано метод побудови точних

розв’язків контактно-крайових задач дифузії в тілах регу-
лярної структури на основі інтегральних перетворень за
просторовими змінними окремо в контактуючих областях.
Знайдено аналітичний розв’язок задачі дифузії для гори-
зонтального шару, який є періодичною структурою, що
утворена з двох фізично різних вертикальних підшарів.
На цій основі досліджено граничні переходи, які відпові-
дають наближенню поодинокого включення [4] та конти-
нуальної гетеродифузії [3].
У статті цей метод узагальнено на випадок, коли в

підшарах одного з типів періодичної структури врахо-
вується конвективне перенесення. Для усталеного режиму
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отримано аналітичні вирази для концентрації домішкової
речовини й потоків маси, зокрема, через внутрішню
поверхню контакту.

1. Об’єкт дослідження та постановка задачі. Роз-
глянемо шар товщиною 0x , який складається з періо-
дично розташованих областей двох типів. Поверхні, що
обмежують ці області, перпендикулярні до поверхонь
шару (рис. 1) (вісь Ox  — перпендикулярна до поверхонь
тіла, Oy  — до поверхонь складових областей). При цьому
області з коефіцієнтом дифузії 1D  мають ширину L2 , а з
коефіцієнтом 2D  — l2 , крім цього в областях з коефі-
цієнтом дифузії 1D  масоперенос відбувається не тільки
за дифузійним, а й за конвективним механізмом.
Така структура має сімейство площин симетрії

( )( lLny +±= , =n 0,1,2,...), які ділять навпіл сусідні кон-
тактуючі області. Тому можемо виділити елемент тіла, на
вертикальних межах якого потоки в напрямку осі Oy
дорівнюють нулю (рис. 2).
У стаціонарному випадку концентрація домішкової

речовини ),(1 yxc∞  в області [;0][;0] 01 Lx ×=Ω  визнача-
ється з рівняння

01
2
1

2

2
1

2

1 =
∂
∂

−












∂
∂

+
∂
∂ ∞∞∞

x
cv

y
c

x
cD ,   1, Ω∈yx ,       (1)

де v  — швидкість конвективного перенесення, якаа
приймається відомою і сталою.
В області [;][;0] 02 lLLx +×=Ω  концентрація частинок

домішки ),(2 yxc∞  задовольняє рівняння дифузії
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Приймаємо, що на поверхні шару 0=x  підтриму-
ються сталі значення концентрацій, а на поверхні 0xx =
концентрації дорівнюють нулю:
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На бічних поверхнях виділеного елемента 0=y ,
lLy +=  нулю дорівнюють горизонтальні складові

потоку, тобто
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На межі контакту Ly =  задаємо умови рівності хіміч-
них потенціалів і горизонтальні складові масових потоків
домішкової речовини [11]:
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де ),( yxiµ  — хімічний потенціал в області iΩ , iΛ  —
кінетичні коефіцієнти ( =i 1; 2).
Приймемо лінійну залежність хімічного потенціалу від

концентрації [12]:

( )),(1),( 11
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1 yxcAyx ∞∞ γ−−µ=µ ,

( )),(1),( 22
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2 yxcAyx ∞∞ γ−−µ=µ ,

де 0µ  — хімічний потенціал для чистої речовини у стані,
який заданий значеннями абсолютної температури T  і
тиску P ; MRTA =  — коефіцієнт, в якому R  — універ-ер-
сальна газова стала і M  — атомна вага; iγ  — коефіцієнти
активності.
Тоді зі співвідношень (5) отримаємо умови неідеаль-

ного контакту для концентрації у вигляді:
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де 1η  і 2η  ( 21 η≠η , ii Aγ=η ) — коефіцієнти концентра-ра-
ційної залежності хімічного потенціалу частинок в облас-
тях 1Ω  і 2Ω  відповідно.
При цьому коефіцієнти дифузії можуть бути записані

через кінетичні коефіцієти та рівняння стану.
2. Методика розв’язування контактно-крайової

задачі. Розв’язок контактно-крайової задачі дифузії (1)
— (4), (6) будемо шукати з допомогою інтегральних пере-
творень за просторовими змінними.

Рис. 1. Шар періодичної структури, в якому мігрує домішкова
речовина

Рис. 2. Виділений елемент регулярної структури
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Виконаємо інтегральні перетворення за змінною y
окремо в областях 1Ω  і 2Ω . Для того, щоб застосуватити
перетворення Фур’є потрібно знати величину відповідних
функцій або їхніх похідних на межах області пере-
творення [13]. При 0=y  і lLy +=  граничні умови (4)
визначають значення функції yc ∂∂ ∞

1  на межі області 1Ω
і yc ∂∂ ∞

2  на межі 2Ω . На інших межах областей 1Ω  і
2Ω  (поверхні контакту) величини yci ∂∂ ∞  є невідомими.

Доозначимо їх, враховуючи другу контактну умову (6).
Вона означає, що на межі контакту Ly =  масові потоки
рівні між собою і, в свою чергу, дорівнюють деякій
функції )(xg∞ , тобтоо
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Тоді  можемо виконати скінченні інтегральні cos-
перетворення [13] в  області  1Ω : Lkyy k π=→ ,

),(),( 11 kxcyxc ∞∞ →  і  в  області  2Ω : ljyy j π=→ ,
),(),( 22 jxcyxc ∞∞ → . У зображеннях контактно-крайоваа

задача (1) — (4), (7) набуде вигляду:
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



=
=

=
...,2,1,0

0,
k
kL

ak ; ljy j π= ,





=
=

=
...,2,1,0

0,
j

jl
a j .
За змінною x  в області 1Ω  застосуємо такі пере-

творення [14]:
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де 0xnxn π= , а в області 2Ω  — sin-перетворення Фур’є:
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де 0xmxm π= .

Тоді з (8) — (10) отримаємо такі алгебричні рівняння:
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Звідси знаходимо:
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Виконаємо обернені перетворення за змінною x .
Враховуючи вирази для ka  і ja , запишемо їх окремо для
нульових і ненульових членів рядів за k і j:
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Після застосування відповідних обернених перетво-
рень за змінною y отримаємо
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У виразах (17), (18) залишаються невідомими функції
∞
ng~  і ∞

mg~  відповідно. Шукатимемо їх з першої контактної
умови (6) стрибка функції концентрації на межі поділу
областей 1Ω  та 2Ω . Підставляємо вирази (17), (18) в
умову (6) і отримуємо таке рівняння:
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Для знаходження зв’язку між функціями ∞
ng~  і ∞
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розглянемо співвідношення, обернене до (16), тобто
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Домножимо обидві частини цієї рівності на sin (xm,x) і
проінтегруємо за x від 0 до x0, тобто застосуємо скінченне
інтегральне перетворення Фур’є (11) за змінною x. Маємо
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і після інтегрування отримаємо
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де коефіцієнти Am,n визначаються так:
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З іншого боку, якщо розглянемо рівність
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і застосуємо до неї скінченне інтегральне sin-перетво-
рення (12), то отримаємо
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Враховуючи, що за формулою (16) ліва частина цієї
рівності є ∞

ng~ , отримаємо:
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Зазначимо також, що
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Зауважимо, що, зважаючи на співвідношення (20) і
(22), для знаходження розв’язку задачі потрібно визначити
лише одну з функцій ∞

ng~  і ∞
mg~ .

Подамо перший доданок у правій частині (19) у вигляді
розвинення за n . Її другий доданок з урахуванням співвід-
ношення (20) перетворимо до вигляду
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Тоді рівняння (19) можна звести до форми
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Звідси знаходимо
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Кінцево функції концентрації домішкової речовини
(17), (18) набудуть вигляду:
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Зазначимо, що для знаходження ∞
mg~  використовуємо

співвідношення (20) разом з виразом (24).
3. Числовий аналіз потоку маси через внутрішню

поверхню контакту. Числові розрахунки проводились у
безрозмірних змінних [3] ( ) xDk 21

1=ξ , ( ) yDk 21
1=η ,

де k  — коефіцієнт, який має розмірність ][ 1−c . Обчис-
лення виконувались з точністю 910−=ε .
На рис. 3 — рис. 6 наведені характерні розподіли

потоку частинок домішки через поверхню контакту
області 1Ω  і 2Ω , обчислені за формулою (24), в залеж-
ності від різних значень параметрів задачі. Вздовж осі
абсцис відкладена безрозмірна координата ξ , вздовж осі
ординат — функція )(ξg . При цьому прийняті такі
значення параметрів задачі: ( ) ==ξ 0

21
10 xDk 10,

( ) ==Λ LDk 21
1 0.1, ( ) ==λ lDk 21

1 0.9, =12 DD 0.01,
=v 5, =ηη 21 10, =)2(

0
)1(

0 cc 0.1.

Зазначимо, що врахування конвективної складової в
одній з областей приводить до значного зменшення потоку
маси через поверхню контакту на більшій частині цієї
межі (для ]6;0[∈ξ  функція )(ξg  набуває значень у межах
похибки, рис. 3 — рис. 6), істотно зростаючи біля «ниж-
ньої» межі шару 0ξ=ξ . Причому, чим більшою є швид-
кість конвективного переносу, тим ближче до межі 0ξ=ξ
починається зростання потоку і тим більших значень
досягає максимум )(ξg  (див. рис. 3).
Зауважимо також, що такі параметри задачі, як відно-

шення коефіцієнтів концентраційної залежності хімічних
потенціалів 21 ηη , які визначають стрибок концентрації
на межі контакту, і відношення потужностей джерел маси

)2(
0

)1(
0 cc  на поверхні областей 1Ω  і 2Ω  не тільки істотнотно
впливають на величину потоку, але їхня зміна може
привести до зміни знака функції )(ξg , тобто до зміни
напряму сумарного потоку маси через поверхню контакту
(рис. 4, рис. 6b).
Якщо )1(

0
)2(

0 cc > , 12 DD >  і 12 η>η , то о 0)( <ξg  для
];0[ 0ξ∈ξ∀ , тобто результуюча потоку спрямована з

області 2Ω  в область 1Ω  (рис. 3, рис. 5). У протилежномуму
випадку 0)( >ξg  для ];0[ 0ξ∈ξ∀  і потік спрямований з

1Ω  в 2Ω  (рис. 6a).
Також зауважимо, що при )1(

0
)2(

0 cc >  на величину пото-
ку істотно впливає товщина λ  ( l  в розмірних змінних)
області 2Ω  (див. рис. 5), хоч при )1(

0
)2(

0 cc <  цей вклад є
меншим. У той же час, товщина Λ  області 1Ω  практич-
но не впливає на значення функції )(ξg .

4. Потоки маси домішкової речовини. Отримання
аналітичних розв’язків  контактно-крайової задачі
конвективної дифузії дає можливість знайти потоки маси
домішкових частинок через поверхні *xx =  і *yy = , які
визначаються за формулами:
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Рис. 3. Залежність функції )(ξg  від швидкості конвективногоо
переносу в області 1Ω  (криві 1 — 4 відповідають =v 5; 4; 3; 2)

Рис . 4. Залежність функції )(ξg  від відношення 21 ηη  (криві
1 — 7 відповідають =ηη 21 0.1; 0.5; 2; 5; 10; 15; 100)

Рис. 5. Залежність функції )(ξg  від товщини області 2Ω (криві
1 — 7 відповідають λ =0.5; 0.7; 0.8; 1; 1.1; 1.2; 2)

Рис. 6. Залежність функції )(ξg  від різних значень відно-
шення потужностей джерел маси для =ηη 21 0,1 (рис. 6а, криві
1-4 відповідають )2(

0
)1(

0 cc =0.05, 0.1, 0.5, 1.2) і =ηη 21 2 (рис. 6b,
криві 1-5 відповідають )2(
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— в області 1Ω
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Підставляємо відповідні вирази (25), (26) для кон-
центрацій ),( yxci

∞  у співвідношення (27), (28). Тоді
отримаємо:
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Таким чином, ми отримали вирази для потоків маси
через будь-яку поверхню тіла.
Висновки. Для стаціонарного випадку отримано

точний аналітичний розв’язок контактно-крайової задачі
дифузії домішкової речовини у двофазній регулярній
структурі з урахуванням конвективної складової в одній
з фаз. Для цього був запропонований метод побудови
розв’язків у таких тілах, який базується на використанні
окремих інтегральних перетворень у різних областях.
Знайдено зв’язок між відповідними інтегральними

перетвореннями за допомогою контактних умов, сформу-
льованих для функції концентрації.
Отримання аналітичних розв’язків контактно-крайової

задачі дало можливість встановити вирази для потоків
маси домішкових частинок.
Проведено числовий аналіз потоку маси через межу

контакту областей, з яких складене тіло, та визначено
вплив параметрів задачі на поведінку потоку.
Зауважимо, що зважаючи на вигляд рівнянь (1), (2),

розв’язки задачі масоперенесення в регулярних струк-
турах можна застосовувати для дослідження процесів
теплопровідності, розглядаючи ідеальні умови контакту
як частковий випадок щодо наведеного в статті.
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In the paper for construction of exact analytical solutions of
contact boundary problems of admixture diffusion in two-phase
regular structures with allowance for convective mechanism in one
of the phases the method is proposed which is based on use of
integral transformations in separated regions. By use of contact
conditions a relation between corresponding integral transforms is
found. An analytical solution is obtained for the problem of diffusion
for a two-phase layer of regular structure with taking into account
convective mass transfer in one of the phases as well as mass flows
through the inner interphase contact surface.
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