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Исследовано влияние линейно-вязкого сопротивления и сухого трения при оптимальном 

управлении переносным движением упругого объекта. Предложена методика экспериментальных 
исследований. 
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Введение. Задача перемещения упругих объектов окончательно  не изучена. В [1] предложены и 

исследованы оптимальные управления переносным движением упруго-деформируемых систем с 
конечным и бесконечным числом степеней свободы, но без учета сопротивления. 

Цель работы — исследование управления переносным движением основания упругого объекта (с 
учетом сопротивлений), обеспечивающего перемещение из исходного состояния абсолютного покоя в 
конечное состояние абсолютного покоя за минимальное время  T.  

Дифференциальное уравнение динамики переносного движения объекта (центра масс) запишется 
в виде: 

dt

dSс
kFtFсSm тр 1* )( −−=ɺɺ  .                (1) 

Здесь *m  — перемещаемая масса; Sс  — координата центра масс ( XrSeSс += , где Se  — перемещение 

в переносном движении, Xr  — перемещение в относительном движении); F  — силовое воздействие 
(управление); трF  — сила сопротивления по Кулону–Амонтону (в данном случае переносная скорость 

не меняет знак); 1k  — коэффициент линейно-вязкого сопротивления.  
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тр=  — сила сухого трения (на единицу массы); 

)(tVe  — переносная скорость; *1 2/ mkk = , где 1k  — 

коэффициент вязкого сопротивления (по гипотезе Кельвина-
Фойта). На рисунке 1 изображен график управления )(tU  

без учета сопротивлений.  
В качестве переносного ускорения объекта принят 

кососимметричный закон (рисунок 1) рассмотренный в [1], 
который в результате интегрирования с учетом начальных 
условий принимает вид: 
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где 0U  — переносное ускорение; H  — функция Хевисайда; T  — время движения. 

 
Рисунок 1 —Управления переносным 
движением без учета сопротивлений 
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По зависимостям (3) построены графики переносного движения (рисунки 2, 3) при 20 =U  м/с2, 

2=T с. 

 
Рисунок 2 — График переносного ускорения 

 
Рисунок 3 — Графики переносной скорости и перемещения 

 
Для реализации переносного ускорения )(tUe  с учетом сухого трения и линейно-вязкого 

сопротивления по зависимости (2) найдены управляющие воздействия:  с учетом только сухого трения 
— ftUetU += )()( ; с учетом только линейно-вязкого сопротивления —  )(2)()( tkVetUetU += ; с учетом 

линейно-вязкого сопротивления и сухого трения: ftkVetUetU ++= )(2)()( . На рисунке 4 представлены 

графики оптимального управления переносным движением без учета влияния упругих колебаний 
объекта. 

 

 
 
 
 
 
1 — без учета сопротивления;  
2 — с учетом линейно-вязкого  сопротивления;  
3 — учет сухого трения;  
4 — учет линейно-вязкого сопротивления и сухого 
трения 

Рисунок 4 — Графики оптимального управления переносным движением 
 
Дифференциальное уравнение относительного движения упругого объекта (колебания без учета 

внутреннего трения) записывается следующим образом:  

)(2
2

2
tUX
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Xd
er

r −=ω+ .      (4) 

Здесь rX  — относительное перемещение; mс /2 =ω ; с  — коэффициент жесткости; m — 

сосредоточенная масса. При исходных данных ( π=ω 2 , 2=T с) найдено решение уравнения и 
построены графики )(tX r  и )(tVr  (рисунок 5).  

 

  
 

Рисунок 5 — Графики относительного движения )(tX r  и относительной скорости )(tVr  
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Методика экспериментальных исследований. В качестве упругого элемента используется 
плоский стержень (рисунок 6) с жестко закрепленным основанием. 

 
Рисунок 6 — Изгиб стержня 

 
Известно, что перемещение свободного конца стержня с жестко защемленным другим равно 

zEJ

Pl

3

3
=∆ , где P  — сила; l  — длина; zEJ  — жесткость на изгиб ( E  — модуль упругости первого 

рода; zJ  — осевой момент инерции поперечного сечения). ∆⋅=
3

3

l

EJ
P z , следовательно коэффициент 

жесткости листовой пружины равен 
3

3

l

EJ
с z= . Частота собственных колебаний 

m

с=ω ; 
T

π=ω 2
, где  

T  — период колебаний. 

Следовательно, 
2

2

3

43

Tl

EJ z π= . С учетом выражения для осевого момента инерции 
12

3bh
J z =  длина 

стержня вычисляется по формуле: 

3
2

23

16 m

ETbh
l

π
=  .                    (5) 

Исходные данные для эксперимента: 1,0=b м; 03,0=h м, модуль упругости 121021,0 ⋅=E  Па; 
период колебания 1=T с; масса сосредоточенная 2=m кг. Из (5) найдена длина стержня 564,0=l м. 

Для измерения деформации стержня использованы тензорезистивные преобразователи, принцип 
действия которых основан на тензоэффекте, т.е. изменении электрического сопротивления проводника 
(полупроводника) под действием силы P . Электрическое сопротивление 0R  проводника 

(полупроводника) постоянному току определяется [2] как ∫ρ=
l

SdlR
0

0 , где ρ — удельное электрическое 

сопротивление материала тензорезистора; l  — длина провода; S  — площадь проходного сечения 
провода. Относительное изменение сопротивления ( ) ( )( )ρρ∆+∆+∆=∆=ε SSllRRR 0 , где ( ) lll ε=∆  

— относительное удлинение, ( ) SSS ε=∆  — относительное изменение площади, ( ) ρε=ρρ∆  — 

относительное изменение удельного сопротивления материала. 
Коэффициент тензочувствительности датчика ( )lтзК εε+µ+= ρ21 , где µ — коэффициент 

Пуассона (для металлов ( )4,0...24,0≅µ ). Функция преобразования тензорезистора ( )llR ∆ϕ=ε  имеет 

вид: ( ) ( )llКEКRR тзтзR ∆=σ=∆=ε 0 , где ( )−∆⋅=σ llE механическое напряжение; E  — модуль 

упругости материала тензорезистора; ( )4...5,0≅тзК . 
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Использовались два работающие в противофазе тензорезистора (рисунок 7). 

 
Рисунок 7 — Электрическая схема измерительного блока 

 
На рисунке 7 изображена электрическая схема блока измерения (БИ), реализующего 

преобразование параметра 0RRR ∆=ε  в электрический сигнал выхU , пропорциональный отклонению ∆. 

БИ включает источник питания (ИП), набор прецизионных резисторов, образующих мост Уитстона, и 
измерительный усилитель (ИУ) с возможностью баланса нуля. В последовательные плечи моста 
включены тензорезисторы 21,RR , противофазно размещенные на упругой пластине, а в 

противоположные плечи моста — прецизионные резисторы 43,RR . К диагонали 1–2 моста подключен 

источник питания, а к диагонали 3–4 — измерительный усилитель.  
Напряжение выхU  на выходе ИУ измеряется вольтметром (В). Информационный параметр Rε  

при необходимости, контролируется мультиметром в режиме измерения сопротивлений. При отсутствии 
деформации стержня и соответственно и тензорезисторов, выполняется условие баланса моста: 

3421 RRRR = , 034 =U . Во время колебаний упругий стержень деформируется и сопротивления 21,RR  

изменяются: )1(
101 RRR ε+= , )1(

202 RRR ε+= , где 02,12,1
RRR ∆=ε , 0R  — начальное сопротивление 

чувствительного элемента в ненагруженном состоянии ( )0
2,1

=εR . В результате деформации растяжения 

в измерительной диагонали моста формируется напряжение ( )[ ]RRUU ε+ε⋅⋅= 25,0034 , где −0U  

напряжение питания моста Уитстона. 
После усиления напряжения 34U  на выходе ИУ с коэффициентом усиления 0K  формируется 

информационный сигнал выхU  тензодатчика: 

( )[ ]RRвых UKU ε+ε⋅⋅⋅= 25,000 .   

Найдена зависимость ∆ от выхU . При изгибе стержня напряжения в месте защемления: 
W

M=σ , 

где PlM =  — изгибающий момент; 
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W =  — момент сопротивления сечения, где b , h  — размеры 

поперечного сечения. С учетом (5) следует: 
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Выводы. В результате приложения к основанию упругого объекта управляющего воздействия 

)(tU  с учетом сопротивления движению реализуется требуемое ускорение переносного движения )(tUe , 

график которого представлен на рисунке 2. При реализации найденных управлений перемещение 
упругого объекта происходит из исходного состояния в конечное состояние покоя за время T .  
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Предложена методика  регистрации измерений колебаний упругого объекта с использованием 
тензометрирования. Найдена зависимость )(tXr  от выходного значения напряжения. 

Дальнейшие исследования предусматривают разработку программы (язык Melfa Basic IV) 
реализации оптимального закона управления на роботизированном манипуляторе MITSUBISHI RV-2AJ 
для линейного перемещения упругого объекта.  
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