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One-dimensional foliations on
topological manifolds
S. Maksymenko, E. Polulyakh

Abstract. Let X be an (n+ 1)-dimensional manifold, ∆ be a one-dimensio-
nal foliation on X, and p : X → X/∆ be a quotient map. We will say that a
leaf ω of ∆ is special whenever the space of leaves X/∆ is not Hausdorff at
ω. We present necessary and sufficient conditions for the map p : X → X/∆
to be a locally trivial fibration under assumptions that all leaves of ∆ are
non-compact and the family of all special leaves of ∆ is locally finite.

1. INTRODUCTION
Study of the topological structure of flow lines foliations has a long

history and leads back to H. Poincarè. The question when a partition
into curves is a foliation was considered by H. Whitney [46], [47]. In
two-dimensional case one-dimensional foliations appeared as level-sets of
pseudo-harmonic functions in W. Kaplan [21], [22].
Let ∆ be a one-dimensional foliation on R2, and R2/∆ be the space of

leaves endowed with the quotient topology. Notice that R2/∆ is usually
non-Hausdorff. W. Kaplan [21] showed that
(1) the quotient mapping p : R2 → R2/∆ is a locally trivial fibration with

fiber R;
(2) there exists at most countably many leaves {ωi}i∈A of ∆ such that

the complement R2 \ {ωi}i∈A is a disjoint union ⊔
j∈B

Sj , where each Sj
is homeomorphic with (0, 1) × R so that the lines t × R, t ∈ (0, 1),
correspond to the leaves of ∆;

(3) there exists a pseudoharmonic function f : R2 → R having no singulari-
ties and whose foliation by connected components of level-sets coincides
with ∆.
2010 Mathematics Subject Classification: 57R30, 55R10
Keywords: foliation, non-compact surface, fiber bundle, selection
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See also W. Boothby [5], [6], M. Morse and J. Jenkins [17], [18], [19], [20]
and M. Morse [33], [32] for extensions of Kaplan’s results to foliations with
singularities.
A. Haefliger and G. Reeb [14] studied general one-dimensional non-

Hausdorff manifolds and showed, in particular, that the above result (3) of
W. Kaplan can be deduced from Poincarè-Bendixon theorem, see also [13],
[37].
Later C. Godbillon and G. Reeb [10] classified locally trivial fibrations

over a non-Hausdorff letter Y . Though they considered a very special case
their methods clarify the general situation.
The question when for an arbitrary k-dimensional foliation ∆ on X the

quotient map p : X → X/∆ has homotopy lifting properties was considered
in C. Godbillon [11], see also G. Meigniez [29] and [30] for the criterion
when p is a Serre fibration or a locally trivial fibration but mostly in smooth
category. J. Harrison [15] studied similar problem concerning geodesic flows
without compact orbits. Also foliations by flow lines on 3-manifolds are
classified by S. Matsumoto [27].
In recent years a progress in the theory of Hamiltonial dynamical sys-

tems of small degrees of freedom increased an interest to the structure of
level-sets functions on surfaces, see e.g. A. Fomenko and A. Bolsinov [4],
A. Oshemkov [34], V. Sharko [41], [42], V. Sharko and Yu. Soroka [43],
E. Polulyakh and I. Yurchuk [36], E. Polulyakh [35].
Homotopy properties of foliations on surfaces glued from strips similarly

to (2) are studied in S. Maksymenko and E. Polulyakh [25] and [26] and
Yu. Soroka [44].
In [26] the authors extended Kaplan’s result (2) to foliations on arbitrary

non-compact surfaces X. Namely, under certain assumptions including (1),
i.e. that p : X → X/∆ is a locally trivial fibration, the topological structure
of the closures Sj of strips Sj was described.
In the present paper we consider an arbitrary one-dimensional foliation∆

with all non-compact leaves on a topological manifold X. Our main result
gives necessary and sufficient conditions for the quotient map p : X → X/∆
to be a locally trivial fibration, see Theorem 2.8.
As mentioned above such types of questions were extensively studied.

However, the essentially new features of Theorem 2.8 in comparison e.g.
with [11], [30] and others, is that we work in C0 category only and give a
characterization in terms of topology of the quotient space X/∆.

2. ONE-DIMENSIONAL FOLIATIONS
Let Rn+ = {(x1, . . . , xn) | xn ≥ 0} be the closed half-space in Rn.
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Definition 2.1 (cf. [8]). Let X be an (n+1)-dimensional topological man-
ifold, n ≥ 1. A foliated chart on X of codimension n is a pair (U,φ),
where U ⊂ X is open and φ : U → (a, b) × Bn is a homeomorphism
with Bn being an open subset of Rn+ and a < b ∈ R ∪ {±∞}. The set
Py = φ−1

(
(a, b)× {y}

)
, y ∈ Bn, is called a plaque of this foliated chart.

Definition 2.2 (cf. [8], [45]). Let ∆ = {ωα |α ∈ A} be a partition of
X into pathconnected subsets ωα of X. Suppose that X admits an atlas
{Ui, φi}i∈Λ of foliated charts of codimension n such that, for each α ∈ A
and each i ∈ Λ, every pathcomponent of a set ωα ∩ Ui is a plaque. Then
∆ is said to be a foliation of X of dimension 1 (and codimension n) and
{Ui, φi}i∈Λ is called a foliated atlas associated to ∆. Each ωα is called a
leaf of the foliation and the pair (X,∆) is called a foliated manifold.
Remark 2.3. In [21] one-dimensional foliations on the plane were also
called regular families of curves.
In what follows we will assume that X is endowed with some one-

dimensional foliation ∆. We will also consider only foliated charts included
into some (maximal) foliated atlas associated to ∆.
Let ω be a leaf of ∆. If ω is compact, then it is homeomorphic with the

circle. Otherwise, there exists a continuous bijection ϕ : R → ω. Moreover,
if ϕ̄ : R → ω is another continuous bijection, then ϕ−1 ◦ ϕ̄ : R → R is a
homeomorphism, c.f. [11, Proposition 6].
Recall that a continuous map f : A → B is called proper whenever for

each compact K ⊂ B its inverse image f−1(K) is compact. The following
lemma is easy and we leave it for the reader.

Lemma 2.4. Consider the following conditions on ω ∈ ∆:
(e) there exists an embedding ϕ : R → X with ϕ(R) = ω;
(p) there exists a proper injective continuous map ϕ : R → X with

ϕ(R) = ω;
(p)′ any injective continuous map ϕ : R → X with ϕ(R) = ω is proper;
(c) ω is a closed subset of X.

Then the following equivalences hold true:

(e) & (c) ⇔ (p) ⇔ (p′).
A leaf ω satisfying condition (p) of Lemma 2.4 will be said to be properly

embedded 1.

1 In the book [45, §16] a leaf is called proper if it satisfies condition (e).
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The union of all leaves of ∆ intersecting a subset U ⊂ X is called the
saturation of U and denoted by S(U). The following lemma is easy to
prove.

Lemma 2.5. [12, Proposition 1.5], [45, Theorem 4.10] If U ⊂ X is open,
then S(U) is open as well. □
If Y is a manifold, then a trivial 1-dimensional foliation ∆ on the product

R× Y is a partition of R× Y into the lines R× y, y ∈ Y .
Let ∆i be a 1-foliation on Xi, i = 1, 2. Then an embedding ψ : X1 → X2

will be called foliated whenever ψ(ω) is contained in some leaf of ∆2 for
each leaf ω ∈ ∆1.
In particular, if φ : U → (a, b)×Bn is a foliated chart as in Definition 2.1,

then its inverse ψ = φ−1 : (a, b)×Bn → X is an open foliated embedding.
In this case the set Pu = ψ

(
(a, b)× {u}

)
is a plaque for each u ∈ Bn.

Space of leaves. Let Y = X/∆ be the space of leaves and p : X → Y be
the corresponding quotient map. Endow Y with the quotient topology with
respect to p. Thus a subset V ⊂ Y is open if and only if its inverse p−1(V )
is open in X.
Notice that for a subset U ⊂ X its saturation is S(U) = p−1

(
p(U)

)
. In

particular, Lemma 2.5 means that p is an open map.
Evidently, Y is a T1-space if and only if each leaf of ∆ is a closed subset

of X. However, in general, Y is not a Hausdorff space.

Special points. Let u ∈ Y be a point and βu be a base of neighborhoods
of u. Then the following set

hcl(u) := ∩
V ∈βu

V

will be called the Hausdorff closure of u. A point u will be called special 2 if
u ̸= hcl(u). Notice that u ∈ hcl(v) if and only if any two neighborhoods of
u and v intersect. The latter statement is symmetric with respect to u and
v, and so it is equivalent to the assumption v ∈ hcl(u). However, one easily
checks that the property “belong to Hausdorff closure” is not transitive.
Evidently, Y is Hausdorff if and only if u = hcl(u) for all u ∈ Y , that

is when Y has no special points. The set of all special points of Y will be
denoted by V.
We will say that a leaf ω of ∆ is special if p(ω) is a special point of Y .

In particular, Σ := p−1(V) is the set of all special leaves of ∆.
The following lemma gives a characterization of special leaves and ex-

tends [10, Proposition 4].
2 In [14, Definition 3] such a point is called a branch point. See also [10].
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Lemma 2.6. Let ω ∈ ∆ be a leaf and u = p(ω) be the corresponding point
in Y . Then the following conditions equivalent:
(1) u is a special point of Y , and so ω is a special leaf of ∆;
(2) there exists a point v ∈ hcl(u) distinct from u and a sequence {wi}i∈N

converging to both points u and v;
(3) there exist two sequences {xi}i∈N and {yi}i∈N in X such that xi and

yi belong to the same leaf for all i ∈ N, that is p(xi) = p(yi), and

lim
i→∞

xi = x ∈ ω, lim
i→∞

yi = y ̸∈ ω. (2.1)

Proof. Equivalence (1)⇔(2) is well known and easy.
(3)⇒(2). Denote wi = p(xi) = p(yi), i ∈ N and v = p(y). Then, by

continuity of p, the sequence {wi}i∈N converges to distinct points u and v.
In particular, v ∈ hcl(u).
(2)⇒(3). Choose any points x ∈ ω and y ∈ ω′ := p−1(v), and let {Ui}i∈N

and {Vi}i∈N be countable bases of topology on X at x and y respectively.
Since p is open, p(Ui) and p(Vi) are open neighborhoods of u and v respec-
tively. But these points are special and u ∈ hcl(v), whence p(Ui)∩p(Vi) ̸= ∅
for all i ∈ N. Hence there exist xi ∈ Ui and yi ∈ Vi such that p(xi) = p(yi).
Then {xi}i∈N and {yi}i∈N converge to x and y respectively. □
Definition 2.7. Let V be an open subset of Rn+, where n = dimX − 1 is
the codimension of the foliation ∆. A continuous map γ : V → X is called
a cross section of ∆ if
• γ(V ∩ ∂Rn+) ⊂ ∂X;
• the composition p ◦ γ : V → Y is an injective map, that is u ̸= v ∈ V
implies that the images γ(u) and γ(v) of these points belong to distinct
leaves of ∆.

If x ∈ γ(V ) and ω is a leaf of ∆ containing x, then we will also say that γ
passes through x as well as through ω.
The aim of this paper is to present necessary and sufficient conditions for

the map p to be a locally trivial fibration under assumption that all leaves
of ∆ are non-compact.

Theorem 2.8. Let X be an (n+1)-dimensional manifold and ∆ be a one-
dimensional foliation on X. Suppose that all leaves of ∆ are non-compact
and the family of all special leaves of ∆ is locally finite. Then the following
conditions are equivalent.
(1) The quotient map p : X → X/∆ is a locally trivial fibration with fiber R

and X/∆ is locally homeomorphic with Rn+ (though it is not necessary
a Hausdorff space).
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(2) For each leaf ω there exists an open saturated neighborhood foliated
homeomorphic with R× V , where V is an open subset of Rn+.

(3) For each leaf ω of ∆ there exists a cross section passing through ω.
Remark 2.9. It is proved in [11, Chapter III, Propostion 4 and Corollary]
that for arbitrary p-dimensional foliation ∆ then the quotient map

p : X → X/∆

is a Serre fibration whenever it satisfies a certain variant of homotopy ex-
tension property and either has a local section at each point or the quotient
X/∆ is a (possibly non-Hausdorff manifold). See also [29] and [30] for
extensions.
Our Theorem 2.8 claims that for one-dimensional foliations ∆ with lo-

cally finite family of special leaves existence of cross sections with open
subsets of Rn+ implies that p is even a locally trivial fibration and X/∆ is
a possibly non-Hausdorff manifold.
Remark 2.10. Equivalence between (1) and (2) for dimX = 2 is proved
in [26] without assumption that Y is locally homeomorphic with R. Also
in [14, §2.2, Proposition 1] it is show that X/∆ is a 1-manifold for one-
dimensional foliation on R2.
Remark 2.11. R. H. Bing [2], [3] constructed a non-manifold B ⊂ R4 such
that R×B is homeomorphic with R4. In other words, R4 admits a trivial
partition into open arcs (being not a foliation) such that the quotient space
B is not a 3-manifold. That example was improved by many authors, see
e.g R. Rosen [38], J. Kim [23], J. Bailey [1], L. Rubin [39].
Remark 2.12. E. Dyer and M. Hamstrom [9] studied so called completely
regular mappings p : X → Y between metric spaces such that the inverse
images of all points are in a certain sense “uniformly homeomorphic”, and
get sufficient conditions when such a map is equivalent to a trivial fibration,
see [9, Theorem 7], and also [28], [40] for generalizations. We consider here
a similar problem, but now the space Y is not even Hausdorff, and we gave
conditions when p is a locally trivial fibration.
The following statement is proved in [43, Theorem 1] for continuous

functions f : R2 → R, and in [30, item 3 at the end of page 3778] for
smooth case.

Theorem 2.13. Let M and N be two manifolds with dimM = dimN + 1
and f :M → N be a surjective continuous map such that

• f(IntM) = IntN and f(∂M) = ∂N ;
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• the partition ∆ = {f−1(c) | c ∈ N} of M constitutes a one-
dimensional foliation with all non-compact leaves.

Then f is a locally trivial fibration with fiber R. In particular, if N is
contractible, then f is a trivial fibration.
Proof. We claim that ∆ contains no special leaves and each leaf admits
a cross section. Then it will follow from Theorem 2.8 that f is a locally
trivial fibration with fiber R.
Absence of special leaves. Let Y = M/∆ be the space of leaves en-

dowed with the corresponding factor topology. Then f can be written as a
composition of the following maps

f = θ ◦ p :M p−−−→ Y
θ−−−→ N,

where θ is the induced continuous bijection. Since N is Hausdorff, it follows
that so is Y , and therefore Y contains no special points. Hence ∆ contains
no special leaves.
Existence of cross sections. Let x ∈ M and φ : U → (−1, 1) × Bn be a

foliated chart at x as in Definition 2.2 such that φ(x) = (0, 0) ∈ (−1, 1)×Bn,
where n = dimN . Then the map γ : Bn →M defined by γ(y) = φ−1(0, y)
is a cross section of ∆. □

In fact, Theorem 2.8 is an easy consequence of the following statements:
Lemma 4.6. Let ω0 be a leaf of ∆. Suppose that for each leaf ω of ∆
contained in S(ω0) there exists a cross section γ passing through ω. Then
ω0 is properly embedded.

Theorem 2.14. Let γ : V → X be a cross section intersecting only leaves
being simultaneously non-compact, properly embedded, and non-special.
Then the saturation S(γ(V )) is open and foliated homeomorphic with R×V .
The proof of Theorem 2.8 will be given in §3. In §4 we will prove some

general preliminary results concerning one-dimensional C0 foliations being
well known for smooth case. In particular we will prove Lemma 4.6. §5 is
devoted to the proof of Theorem 2.14 using E. Michael’s theorems about
selections of multivalued maps.

3. PROOF OF THEOREM 2.8
(1)⇒(2), (3). Suppose the quotient map p : X → Y is a locally trivial

fibration with fiber R and Y is locally homeomorphic with Rn+. This means
that for each ω ∈ ∆ there exist
• an open neighborhood V ⊂ Y of its image u = p(ω) homeomorphic
with an open subset of Rn+ and
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• a foliated homeomorphism ψ : R× V → p−1(V ).
Then p−1(V ) is an open and saturated neighborhood of ω and ψ is a foliated
homeomorphism required by (2).
Moreover, the map γ : V → X defined by γ(v) = ψ(0, v) is a cross section

passing through ω. This proves (3).
(3)⇒(2). Suppose each leaf of ∆ admits a local cross section. Then it

follows from Lemma 4.6 that all leaves of ∆ are properly embedded. Let Σ
be a family of all special leaves and σ ∈ Σ be a special leaf.
Since each leaf is closed and Σ is a locally finite family, it follows that

Σ \ σ is a closed set, whence X ′ = (X \ Σ) ∪ σ is open and saturated and
contains no special leaves. Moreover, since each leaf in X ′ admits a local
cross section, it follows from Theorem 2.14 that each leaf ω ⊂ X ′ has an
open saturated neighborhood W foliated homeomorphic with R×V , where
V is an open subset of Rn+. Then W is also open in X. This proves (2).

(2)⇒(1). Let u ∈ Y and ω = p−1(u) be the corresponding leaf of ∆.
Suppose there exist an open subset V ⊂ Rn+ and a foliated homeomorphism
ψ : R × V → Wω onto some open and saturated neighborhood Wω of ω.
Since p is an open map, so is the composition p◦ψ. Hence Uu := p

(
ψ(Wω)

)
is an open neighborhood of u in Y . Moreover, the restriction

p ◦ ψ|0×Rn : 0× V → Uu

is a continuous and open bijection, and so it is a homeomorphism. Thus
Y is locally homeomorphic with Rn+ and the map p ◦ ψ : R × V → Uu is
a trivialization of p over Uu, so p is a locally trivial fibration with fiber R.
Theorem 2.8 is completed.

4. PRELIMINARIES
In this section we will assume that X is an (n+1)-dimensional manifold

with ∂X = ∅ and ∆ is a one-dimensional foliation on X.
Some statements in this section are well known for C1 foliations e.g. [30],

and some of them are proved for C0 case but for the foliations on R2, see e.g.
W. Kaplan [21]. However we did not find good exposition in the literature
for general C0 foliations needed in our case and therefore short proofs will
be presented. This will also make the paper self-contained.
It will be convenient to regard the graph of a function f : X → R as the

following subset
Γf := {(f(x), x) | x ∈ X}

of R×X. Thus we switch the coordinates.
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Lemma 4.1. Let Z be a topological space, f1, . . . , fk : Z → (a, b) be con-
tinuous functions such that fi(z) < fj(z) for all i < j and z ∈ Z, and

Γi = {(fi(z), z) | z ∈ Z} ⊂ [a, b] × Z

be the graph of fi. Let also c1 < c2 < · · · < ck ∈ (a, b) be any increasing
k-tuple of numbers. Then there exists a self-homeomorphism h of [a, b]×Z
such that
(a) h is fixed on a× Z and b× Z;
(b) h([a, b]× z) = [a, b]× z for all z ∈ Z;
(c) h(Γi) = ci × Z;
(d) if fi(z) = ci for some z ∈ Z and all i = 1, . . . , k, then h is fixed on

[a, b]× z.
Proof. The proof follows from [24, Lemma 6.1.1], see also [26, Lemma
5.2.1]. Let us just mention that the situation can be reduced to the case
[a, b] = [0, 1], and that for k = 1 the desired self-homeomorphism h of
[0, 1]× Z can be defined e.g. by

h(s, z) =

{
(s, z), s ∈ {0, 1},(
slogf1(z) c1 , z

)
, s ∈ (0, 1).

We leave the details for the reader, see Figure 4.1. □

FIGURE 4.1.

Lemma 4.2. Let W be an open neighborhood of 0 in Rn and
γ :W → (a, b)× Rn

be a cross section of the trivial one-dimensional foliation with
γ(0) ∈ (a, b)× 0.

Then for each c ∈ (a, b) there exists an open embedding
ψ : (a, b)×W ⊂ (a, b)× Rn

such that
(i) ψ

(
(a, b)× x

)
= (a, b)× γ(x) for all x ∈W ;

(ii) ψ(c, x) = γ(x) for all x ∈W , i.e. ψ−1(γ(W )) = c×W ;
(iii) if γ(0) = (c, 0), then ψ(t, 0) = (t, 0) for all t ∈ (a, b).
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Proof. Let π : (a, b) × Rn → Rn be the standard projection. Then the
assumption that γ is a cross section means that the composition

π ◦ γ :W
γ−−−→ (a, b)× Rn π−−−→ Rn

is an injective map between open subsets of Rn. Hence by Brouwer’s theo-
rem on domain invariance, e.g. [16], π ◦ γ(W ) is an open neighborhood of
0 in Rn. Therefore we get an open embedding

ψ : (a, b)×W → (a, b)× R, ψ(t, x) = (t, π ◦ γ(x))

satisfying (i) and (iii). Then ψ−1(γ(W )) ⊂ (a, b) ×W can be regarded as
a graph of certain continuous function W → (a, b). Hence we get from
Lemma 4.1 that ψ can be composed with a foliated homeomorphism of
(a, b)×W to satisfy (ii), that is to make ψ−1(γ(W )) being the graph of the
constant function W → c. Moreover, statements (b) and (d) of Lemma 4.1
allow to preserve properties (i) and (iii) respectively. □

Lemma 4.3. Let ω be a leaf of ∆, J1, J2 ⊂ ω be two compact segments
such that J1 ∩ J2 is a point, V be an open n-disk, ε > 0, and

ψ1 : (a− ε, b+ ε)× V → X, ψ2 : (b− ε, c+ ε)× V → X

be two open foliated embeddings such that
ψ1

(
[a, b]× 0

)
= J1, ψ2

(
[b, c]× 0

)
= J2, ψ1(b, 0) = ψ2(b, 0) = J1 ∩ J2,

and the union of the images of ψ1 and ψ2 does not contain compact leaves
of ∆. Then there exists an open neighborhood W of 0 in V and an open
foliated embedding

ψ : (a− ε, c+ ε)×W → X

such that ψ
(
[a, c]× 0

)
= J1 ∪ J2, see Figure 4.2.

Proof. Notice that the assumption that the union of the images of ψ1

and ψ2 does not contain compact leaves of ∆ implies that for any u, v ∈ V
the union of the arcs

ψ1

(
(a− ε, b+ ε)× u

)
, ψ2

(
(b− ε, c+ ε)× v

)
does not contain a non-trivial loop, so the intersection of these arcs is
connected (though possibly empty).
Since ψ1 and ψ2 are open embeddings, there exist δ > 0 and a small open

neighborhood W of 0 in V such that
ψ2

(
(b− δ, b+ δ)×W

)
⊂ image(ψ1).

Then we have an embedding γ : W → V defined by γ(u) = ψ−1
1

(
ψ2(b, u)

)
,

u ∈W . Hence by Lemma 4.2 one can find an open foliated embedding
ψ̄1 : (a− ε, b+ ε)×W → X
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FIGURE 4.2.

such that
• ψ̄1(t, 0) = ψ1(t, 0) for all t ∈ (a− ε, b+ ε);
• image(ψ̄1) = ψ1

(
(a− ε, b+ ε)×W

)
;

• π ◦ ψ̄−1
1 (x) = π ◦ ψ−1

2 (x) for all x ∈ image(ψ̄1) ∩ image(ψ2);
• ψ̄1(b, u) = ψ2(b, u) for all u ∈W .

Now define the map ψ : (a− ε, c+ ε)× V → X by

ψ(t, u) =

{
ψ̄1(t, u), t ∈ (a− ε, b],

ψ2(t, u), t ∈ [b, c+ ε).

One easily checks that ψ is an open foliated embedding which coincides
with ψ1 on (a − ε, b] × 0 and with ψ2 on [b, c + ε) × 0. In particular,
ψ
(
[a, c]× 0

)
= J1 ∪ J2. □

Corollary 4.4. c.f. [30, Lemma 22] Let Bn be an open n-disk, ω be a leaf
of ∆, and J ⊂ ω be a compact segment. Then there exists an open foliated
embedding ψ : (0, 3)×Bn → X such that ψ

(
[1, 2]× 0

)
= J .

Proof. Let us show that there exists an open set W such that J ⊂ W
and W does not contain compact leaves of ∆. Indeed, since ω is either
non-compact or is an embedded circle, it follows that J ̸= ω. Fix a point
x ∈ ω \ J . As X is a regular space, there exist a pair of disjoint open
neighborhoods U1 ∋ x and U2 ⊃ J . Denote W = U2 ∩ S(U1). Then by
Lemma 2.5 W is open. Moreover, J ⊂ ω = S(x) ⊂ S(U1), so J ⊂ W .
Finally, sinceW ⊂ S(U1), we see that S(y)∩U1 ̸= ∅ for each y ∈W , that is
S(y) ̸⊂W . In other words,W does not contain any leaf of ∆. In particular,
W can not contain compact leaves.
Notice that J can be covered by finitely many foliated charts contained

in W . Lemma 4.3 allows to replace two consecutive foliated charts with
one. Hence the proof follows from that lemma by induction on the number
of foliated charts covering J . □
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Cross sections. The following two lemmas describe general properties of
cross sections.

Lemma 4.5. Let ψ : (a, b)× Bn → X be an open foliated embedding. Let
also U = ψ

(
(a, b)×Bn

)
, Pu = ψ

(
(a, b)×u

)
, u ∈ Bn, be a plaque of ψ, and

γ : V → X be a cross section. Then the following statements hold true.
(1) Suppose Pu ∩ γ(V ) ̸= ∅ for each u ∈ Bn. Then then for each s ∈ (a, b)

the restriction map

ψ|{s}×Bn : {s} ×Bn → X (4.2)

is a cross section of ∆.
(2) Suppose γ(v) ∈ Pu for some u ∈ Bn and v ∈ V . Then there exists an

open neighborhood Vv of v in V and an open neighborhood Wv of v in
Bn such that

• γ(Vv) ⊂ ψ
(
(a, b)×Wv

)
;

• Pw ∩ γ(Vv) ̸= ∅ for each w ∈Wv.
In particular, the restriction ψ|s×Wv : s ×Wv → X is a cross sections
of ∆.

(3) For every x ∈ S(γ(V )) there exist an open subset W of Rn and a
cross-section ψx :W → X such that x ∈ ψx(W ) ⊂ S(γ(V )).

Proof. (1) Suppose Pu ∩ γ(V ) ̸= ∅ for all u ∈ Bn. Since γ(V ) intersects
each leaf of ∆ in at most one point, it follows that distinct plaques Pu and
Pv for u ̸= v ∈ Bn belong to distinct leaves of ∆. As Bn is an open subset
of Rn, the map (4.2) is a cross section for each s ∈ (a, b).

(2) Consider the following composition map:

ξ = π◦ψ◦γ|γ−1(U) : γ
−1(U)

γ−−−→ U
ψ−−−→ (a, b)×Bn π−−−→ Bn, (4.3)

where π is the standard projection to the second coordinate.
Then the assumption γ(v) ∈ Pu for some u ∈ Bn and v ∈ V implies that

v ∈ γ−1(U) and ξ(v) = u.
Since the images of distinct points of V under γ are contained in distinct

leaves of ∆, they also belong to distinct plaques of ψ, whence ξ is an
injective continuous map between open subsets of Rn. Hence, by Brouwer
theorem on domain invariance ξ is an open map, [7]. In particular, ξ yields
a homeomorphism of some open neighborhood Vv of v onto some open
neighborhood Wu of u in Bn. This implies that γ(Vv) ⊂ ψ

(
(a, b) ×Wu

)
and Pw ∩ γ(Vv) ̸= ∅ for each w ∈Wu.

(3) Let ω be the leaf containing x and y = γ(v) = ω ∩ γ(V ). If x = y,
then one can put Wx = V and γx = γ.
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Therefore suppose x ̸= y. Let J ⊂ ω be a closed segment with ends
x and y. Then by Corollary 4.4 there exists an open foliated embedding
ψ : (0, 3)×Bn → X such that ψ

(
[1, 2]×0

)
= J , ψ(1, 0) = x and ψ(2, 0) = y.

Thus y = γ(v) = ψ(2, 0) ∈ P0 = ψ
(
(0, 3)× 0

)
, and so by (2) there exists

a neighborhood W of 0 in Bn such that the map ψx : W → X defined by
ψx(w) = ψ(1, w) is a cross section with ψx(W ) ⊂ S(γ(V )). It remains to
note that ψx(0) = ψ(1, 0) = x. □

Lemma 4.6. Let ω0 be a leaf of ∆. Suppose that for each leaf ω of ∆
contained in S(ω0) there exists a cross section γ passing through ω. Then ω0

is properly embedded, i.e. it satisfyies conditions (e) and (c) of Lemma 2.4.
Proof. If ω0 is compact, then it is necessarily properly embedded. There-
fore assume that ω0 is non-compact.
(e) Let ω ⊂ S(ω0) be a leaf of ∆. By (3) of Lemma 4.5 for each x ∈ ω

there exists an open foliated embedding ψ : (−1, 1) × Bn → X such that
ψ(0, 0) = x and different plaques of ψ are contained in different leaves
of ∆. In particular, ψ homeomorphically maps (−1, 1)× {0} onto an open
neighbourhood of x in ω. This implies that ω is an embedded 1-submanifold
of X.
(c) Let x ∈ S(ω0) \ ω0. Then decreasing Bn one can assume that the

image of ψ does not intersect ω0, whence x /∈ ω0. From arbitrariness of
x ∈ S(ω0) we conclude that ω0 is closed in X. □

Parallel cross sections. Let γ : V → X be a cross section and W ⊂ V
be an open subset. Then a cross section δ : W → X parametrically agrees
with γ, whenever for each u ∈ W the points δ(u) and γ(u) belong to the
same leaf. Also δ is parallel to γ if it parametrically agrees with γ and
δ(W ) ∩ γ(W ) = ∅.
Let γ0, γ1 : V → X be two parallel cross sections intersecting only non-

compact leaves. For each u ∈ V let ωu be the leaf containing γ0(u) and
γ1(u), Iu ⊂ ωu be the compact segment with ends γ0(u) and γ1(u), and
Int Iu be the interior of Iu. In this situation we will put:

L(γ0, γ1) := ∪
u∈V

Int Iu, K(γ0, γ1) := ∪
u∈V

Iu. (4.4)

Lemma 4.7. There exists a homeomorphism ψ : [0, 1] × V → K(γ0, γ1)
such that

ψ
(
[0, 1]× u

)
= Iu, ψ(0, u) = γ0(u), ψ(1, u) = γ1(u)

for every u ∈ V , see Figure 4.3. In particular, ψ
(
(0, 1) × V

)
= L(γ0, γ1).

Moreover, L(γ0, γ1) is open in X.
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FIGURE 4.3.

Proof. Fix some ε > 0 and denote J = (−ε, 1 + ε). Then it follows
from Corollary 4.4 and Lemma 4.2 that for each u ∈ V there exists a
neighborhood Wu in V and an open foliated embedding ψu : J ×Wu → X
having the following properties:
(a) ψu([0, 1]× u) = Iu, ψu(0, u) = γ0(u), and ψu(1, u) = γ1(u);
(b) ψu(J × v), γ0(v), and therefore γ1(v), are contained in the same leaf

of ∆ for each v ∈Wu;
(c) γ0(Wu) = 0×Wu and γ1(Wu) = 1×Wu.
In particular, this implies that the set

L(γ0, γ1) = ∪
x∈V

ψu
(
(0, 1)×Wu

)
is open in X.
As V is paracompact, there is a locally finite cover {Wi}i∈Λ of V and

for each i ∈ Λ an open foliated embedding ψi : J × Wi → X such that
ψi([0, 1]× u) = Iu for all u ∈Wi. Denote Ui = ψi(J ×Wi) and U = ∪

i∈Λ
Ui.

Then U is an open neighborhood of K(γ0, γ1) and {Ui}i∈Λ is a locally finite
cover of U .
Let {λi : V → [0, 1]}i∈Λ be a partition of unity subordinated to the cover

{Wi}i∈Λ. Thus supp(λi) ⊂Wi and
∑

i∈Λ λi(u) = 1. Let also
pi : J ×Wi → J, qi : J ×Wi →Wi

be the standard projections, and

µi = λi ◦ qi ◦ ψ−1
i : Ui

ψ−1
i−−−−−→ J ×Wi

qi−−−→ Wi
λi−−−−→ [0, 1].

Then supp(µi) = J × supp(λi), whence µi extends by zero to a continuous
function on all of U .
Let f : U → J be the function defined by the following rule:

f(x) =
∑
x∈Ui

µi(x) · pi ◦ ψ−1
i (x).

Since for each u ∈Wi the function pi ◦ψ−1
i : Iu → [0, 1] is homeomorphism

which maps γ0(u) and γ1(u) to 0 and 1 respectively, and
∑

j∈Λ µj ≡ 1, we
see that the restriction f |Iu is a convex linear combination of orientation
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preserving homeomorphisms. Therefore f |Iu : Iu → [0, 1] is a homeomor-
phism as well.
Let also g : U → V be the map defined by g(x) = qi(x) whenever x ∈ Ui.

Due to (b) this definition does not depend on a particular Ui containing x.
Hence g is a well-defined continuous map.
Then the mapping

ϕ = (f, g) : K(γ0, γ1) → [0, 1]× V

is a continuous bijection being also a local homeomorphism, and so it is
a homeomorphism. Moreover, ϕ(Iu) = [0, 1] × u for all u ∈ V . Therefore
ψ = ϕ−1 is the required homeomorphism. □

Lemma 4.8. Let γi : V → X, i ∈ Z, be a family of pairwise parallel cross
sections intersecting only non-compact leaves and U = S(γi(V ))) be the
common saturation of their images. Suppose also that the following two
conditions hold:
(1) L(γi, γi+1) ∩ L(γj , γj+1) = ∅ for i ̸= j;
(2)

∞
∪

i=−∞
K(γi, γi+1) = U .

Then U is open in X and foliated homeomorphic with R× V .
Proof. By Lemma 4.7 for each i ∈ Z there exists a homeomorphism

ψi : [i, i+ 1]× V → K(γi, γi+1)

such that for each u ∈ V

• ψi
(
[i, i+1]× u) is a segment of the leaf of ∆ between the points γi(u)

and γi+1(u);
• ψi−1(i, u) = ψi(i, u) = γi(u).

Therefore we have a homeomorphism

ψ : R× V −→
∞
∪

i=−∞
K(γi, γi+1) = U

defined by ψ(t, u) = ψi(t, u) whenever t ∈ [i, i + 1] and u ∈ V . Moreover,
U =

∞
∪
i=1

L(γ−i, γi) is open in X. □

5. PROOF OF THEOREM 2.14
Let γ : V → X be a cross section intersecting only leaves being simul-

taneously non-compact, properly embedded, and non-special. We have to
prove that its saturation S(γ(V )) is open and foliated homeomorphic with
R× V .
First we will assume that ∂X = ∅. The proof of the case ∂X ̸= ∅

will follow from the case ∂X = ∅ by passing to the double 2X of X and
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considering the one-dimensional foliation on 2X induced by ∆. It will be
given at the end op this section.
Our proof is based on the following statement which will be proved below.

Proposition 5.1. Let K ⊂ X be a compact subset. Then one can find
two parallel cross sections α, β : V → X parametrically agreeing with γ and
satisfying

S(γ(V )) ∩K ⊂ L(α, β).

Moreover, if A,B : V → X are two parallel cross sections parametrically
agreeing with γ, then one can assume that(

S(γ(V )) ∩K
) ∪

K(A,B) ⊂ L(α, β).

Before proving Theorem 2.14 let us deduce it from Proposition 5.1.
Fix any increasing sequence K1 ⊂ K2 ⊂ · · · of compact subsets of X

such that X = ∪
i∈N

Ki. Using Proposition 5.1 one constructs a family of
parallel cross sections αi, βi : V → X, i ∈ N, parametrically agreeing with
γ and such that
(1) S(γ(V )) ∩Ki ⊂ L(αi, βi);
(2) K(αi−1, βi−1) ⊂ L(αi, βi) for all i ≥ 2.
Hence

S(γ(V )) = ∪
i∈N
S(γ(V )) ∩ Ki = ∪

i∈N
L(αi, βi).

Exchanging αi and βi if necessary and re-denoting them as follows:
γ−i = αi, and γi−1 = βi for i ∈ N, one can assume that the sequence
of cross sections {γi}i∈Z satisfies assumptions of Lemma 4.8, see Figure 5.4.
Hence S(γ(V )) is open and foliated homeomorphic with R×V . This proves
Theorem 2.14 modulo Proposition 5.1.

FIGURE 5.4.

The following lemma guarantees existence of local cross sections in Propo-
sition 5.1.
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Lemma 5.2. Let K ⊂ X be a compact subset. Then for each u ∈ V
one can find an open neighborhood W in V and two parallel cross sections
α, β :W → X parametrically agreeing with γ and such that

S(γ(W )) ∩K ⊂ L(α, β).

Proof. Suppose that lemma fails, so there exists u ∈ V belonging to some
leaf ω such that for
• any decreasing sequence Wi of neighborhoods of u in V satisfying

∩
i∈N

Wi = {u},

• and any family of pairs of parallel cross sections αi, βi : Wi → X, i ∈ N,
parametrically agreeing with γ

the set
S(γ(Wi)) \ L(αi, βi)

contains some point xi ∈ K. Denote
U = ∪

i∈N
L(αi, βi).

Then one can assume, in addition, that the following properties hold:
(a) the sequence {xi}i∈N converges to some point x ∈ K;
(b) ω ⊂ U ;
(c) xi ̸∈ U for all i ∈ N, whence x ̸∈ U as well, and so x ̸∈ ω.
Indeed, (a) follows from compactness of K.
To prove (b) fix any continuous bijection ϕ : R → ω. By assumption ϕ

is proper, so one can find A > 0 such that ω ∩K ⊂ ϕ(−A,A). Choose αi
and βi so that αi(Wi) ∩K = βi(Wi) ∩K = ∅,

· · · < αi+1(u) < αi(u) < · · · < α1(u) < −A <

< A < β1(u) < · · · < βi(u) < βi+1(u) < · · ·

lim
i→+∞

αi(u) = −∞, and lim
i→+∞

βi(u) = +∞. Then we will have that ω ⊂ U .
Finally, to satisfy (c) choose Wi+1 so small that xi ̸∈ S(γ(Wi+1)) for all

i ∈ N.
Now let ωi be the leaf of ∆ containing xi, and yi = ωi∩γ(W1). Then the

sequence {yi}i∈N converges to y = γ(u) ∈ ω. Hence p(x) ̸= p(y) = p(ω),
while p(xi) = p(yi) = p(ωi) for all i ∈ N. Therefore by Lemma 2.6 ω is a
special leaf which contradicts to the assumption. □

The rest of the proof of Theorem 2.14 is based on E. Michael’s result
about selections, [31].
Let 2X be the set of all subsets of X and E(X) ⊂ 2X be the set of all

closed subsets of X. Let also A ⊂ V be a subset and q : V ⇒ X be
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a multivalued map, i.e. a map q : V → 2X . Then a selection for the
restriction q|A is a continuous map ϕ : A→ X such that ϕ(x) ∈ q(x) for all
x ∈ A.
A multivalued map q : V ⇒ X is called lower semi-continuous whenever

for each open U ⊂ X the set
TU := {x ∈ V | q(x) ∩ U ̸= ∅}

is open in V .
A family Z ⊂ 2X is called equi-LCk, k ≥ 0, if for every P ∈ Z, x ∈ P ,

and a neighborhood Ux of x in X, there exists a neighborhood Ox of x in
X such that for every Q ∈ Z every continuous map f : Sm → Q∩Ox of an
m-sphere (m ≤ k) is homotopic to a constant map in Q ∩ Ux.
A topological space Z is called Ck, or k-connected, k ≥ 0, if every contin-

uous map f : Sm → Z of an m-sphere (m ≤ k) is homotopic to a constant
map.

Theorem 5.3. [31, Theorem 1.2] Let V be a separable metric space, A ⊂ V
be a closed subset with dim(V \ A) ≤ k + 1, X a complete metric space,
Z ⊂ E(X) be equi-LCk and q : V → Z be a lower semi-continuous map.
Then every selection for q|A can be extended to a selection for q|U for some
open U ⊃ A. If also every S ⊂ Z is Ck, then one can take U = X.
We will use the following particular case of Theorem 5.3.

Corollary 5.4. Let V be a separable metric space, dimV = n, X be a
complete metric space, and Z ⊂ E(X) be an equi-LCn+1 family such that
each Q ∈ Z is contractible. Then every lower semi-continuous multivalued
map q : V → Z has a continuous selection.

Proof of Proposition 5.1. Since V is paracompact, it follows from
Lemma 5.2 that there exist
• a locally finite open cover W = {Wi}i∈N of V with compact closures Wi,
• and a family of pairs of parallel cross sections αi, βi : Wi → X, i ∈ N,
parametrically agreeing with γ

such that
S(γ(Wi)) ∩Ki ⊂ L(αi, βi),

where Ki := K ∪A(Wi) ∪ B(Wi) if the cross sections A,B : V → X are
given, and Ki := K otherwise.
Then it follows from Lemmas 4.7 and 4.1 that for each i ∈ N one can

find an embedding ψi : [−1, 1]×Wi → X such that for each u ∈ V

(1) ψi
(
[−1, 1]× u

)
is contained in the leaf of ∆;

(2) ψi(−1, u) = αi(u), ψi(0, u) = γ(u), ψi(1, u) = βi(u);
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(3) S(γ(Wi)) ∩ Ki ⊂ ψi
(
(−1, 1)×Wi

)
;

(4) αi(Wi) are contained in the same path component of S(γ(V )) \ γ(V )
for all i ∈ N.

Let u ∈ V , ωu be the leaf of ∆ containing γ(u), and ϕu : R → ωu
be any bijection satisfying ϕ−1

u (αi(u)) < 0, and ϕx(0) = γ(u). Therefore
ϕ−1
u (βi(x)) > 0 for all i such that u ∈ Wi. Then there are two numbers
au, bu such that

ωu \ ∩
i : u∈Wi

L(αi, βi).

consists of two half closed intervals

Au = ϕu(−∞, au], Bu = ϕu[bu,+∞).

Since ωu is a properly embedded leaf, it follows that Au and Bu are closed
in X. Moreover, by (3) they do not intersect K.
Define the following two maps a, b : V → E(X), i.e. multivalued map-

pings a, b : V ⇒ X with closed images, by

a(u) = Au, b(u) = Bu

for u ∈ V .

Lemma 5.5. (i) The maps a and b are lower semi-continuous.
(ii) The families A = {Au | u ∈ V } and B = {Bu | u ∈ V } are equi-LCk

for all k ≥ 0.
Proof. It suffices to check (i) and (ii) for a only.
(i) We should check that for each open U ⊂ X the set

TU = {u ∈ V | a(u) ∩ U ̸= ∅}

is open as well.
Let u ∈ V be such that Au ∩ U ̸= ∅, and x ∈ Au ∩ U . Since U is open,

one can assume that x is not the end of Au, that is ϕ−1
u (y) < au.

By assumption u ∈ Wi for some i ∈ N. Then by Corollary 4.4 for the
closed interval on ωu between x and ϕu(au) there exists an open neighbor-
hood O of u in Wi and an open foliated embedding

ψ : (−1, 2)×O → X

such that
(a) ψ

(
(−1, 2)×O

)
⊂ U ;

(b) ψ(0, u) = x;
(c) ψ

(
(−1, 2)× v

)
⊂ ωv;

(d) ψ(1, v) = αi(v).
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It follows from (a) and (d) that ψ((−1, 1]× v) ⊂ Av ∩ U , whence O ⊂ TU .
Thus TU is open, and so a is a lower semi-continuous multivalued map.
(ii) Notice that for each x ∈ X there exists an open neighborhood Ux such

that the intersection of Ux with each leaf ω is either empty or homeomorphic
to an open interval. Therefore intersection of Ux with each set Au is either
empty or homeomorphic to (0, 1) or to (0, 1]. In the latter two cases Ux∩Au
is contractible. Hence every continuous map Sk → Ux∩Au is null homotopic
and one can put Oy = Uy. This means that A is equi-LCk for all k ≥ 0. □

Since for each u ∈ V the sets Au and Bu are contractible, it follows
from Lemma 5.5 that a and b satisfy assumptions of Corollary 5.4. Hence
they admit continuous selections α, β : V → X and these selections are the
required cross sections. This completes Proposition 5.1.

Proof of Theorem 2.14. Case ∂X ̸= ∅. We need the following simple
lemma whose proof we leave for the reader.

Lemma 5.6. Let ξ : Rn → Rn be the involution defined by

ξ(x1, . . . , xn−1, xn) = (x1, . . . , xn−1,−xn).

Then for each subset V ⊂ Rn+ open in the induced topology of Rn+, its double
V̂ = V ∪ ξ(V ) is open in Rn. □
Now let

X̂ = X1 ⊔
id:∂X1→∂X2

X2

be the double of X, i.e. the union of two copies X1 and X2 of X glued
along their boundaries by the identity map. Let also σ : X̂ → X̂ be the
involution interchanging X1 and X2 by the identity map.
Then the foliation ∆ on each of the copies of X gives a one-dimensional

foliation ∆̂ on X̂. Moreover, let V̂ be the double of V as in Lemma 5.6.
Then V̂ is open in Rn and the cross section γ naturally extends to the cross
section γ̂ : V̂ → X̂ of ∆̂ such that γ̂|V = γ and σ ◦ γ̂ = γ̂ ◦ ξ.
Since ∂X̂ = ∅, it follows from the boundaryless case of Theorem 2.14

that the saturation S(γ̂(V̂ )) is open in X̂ and foliated homeomorphic with
R×V̂ . That homeomorphism induces a homeomorphism of the open subset

S(γ(V )) = S(γ̂(V̂ )) ∩X1

of X1 onto R× V . Theorem 2.14 is completed.
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Triples of infinite iterations of
hyperspaces of max-plus compact convex

sets
A. Savchenko, M. Zarichnyi

Abstract. Geometry of the infinite iterated hyperspace of compact max-plus
convex sets, their completions and compactifications is investigated.

1. INTRODUCTION
In [10] H. Toruńczyk and J. West investigated the construction of the it-

erated hyperspace functor. For a compact metric spaceX, this construction
leads to the metric direct limit X ′ of the sequence

X → expX → exp2X → . . . ,

where every map is the singleton embedding x 7→ {x}. In particular, they
proved that, for any Peano continuum X, the completion X∗ of X ′ is home-
omorphic to the separable Hilbert space ℓ2.
The paper [14] is devoted to the construction of iterated superextension

(the superextension functor was defined by J. de Groot [3]). It turned out
that the completed infinite iterated superextension admits a natural com-
pactification, which is the inverse limit of iterated superextensions. This
result was considerably generalized by V. V. Fedorchuk [4]. He introduced
the notion of perfectly metrizable functor and described the topology of ob-
tained triples comprised of infinite iterations, their completions, and com-
pactifications by means of inverse systems.
As a partial case, Fedorchuk considered the probability measure functor

P . The direct and inverse sequences of iterated spaces of probability mea-
sures were also considered in [11], [12]. R. Mirzakhanyan [7], [8] investigated
the case of the inclusion hyperspace functor.

2010 Mathematics Subject Classification: 52A30, 54B20, 57N20
Keywords: max-plus convex set, hyperspace, Hilbert cube
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In [2] Ta Khac Cu proved counterparts of the results from [10] for the
case of hyperspace of compact convex subsets in normed spaces.
The aim of this note is to extend results of [2] onto the case of the so-

called max-plus convexity (see the definition below).
The authors are indebted to the referee for her/his valuable comments.

2. PRELIMINARIES
All spaces are assumed to be metrizable topological spaces. Let (X, d)

be a metric space. By expX we denote the hyperspace of a space X, i.e.,
the set of all nonempty compact subsets in X endowed with the Hausdorff
metric dH:

dH(A,B) = inf{ε > 0 | A ⊂ Oε(B), B ⊂ Oε(A)}.
The Hausdorff metric on exp2X = exp expX induced by the (Hausdorff)

metric dH will be denoted by dHH.
By Q = [0, 1]ω we denote the Hilbert cube. A closed set A in Q is called

a Z-set in Q if the identity map of Q can be approximated by maps whose
images miss A. A subset A ⊂ Q is called a Z-skeletoid [1] if A = ∪∞

i=1Ai,
where A1 ⊂ A2 ⊂ . . . is a sequence of Z-sets satisfying the condition:
for each ε > 0, n ∈ N and a Z-set C ⊂ Q there exist m > n and an
autohomeomorphism ψε : Q→ Q such that

(1) d(ψε, id) < ε;
(2) ψε|C∩An = id;
(3) ψε(C) ⊂ Am.

(here d denotes a fixed compatible metric on Q). See [1] for the necessary
properties of Z-skeletoids in Q.
Recall that a map f : X → Y is called soft [9] provided that for every

commutative diagram
A� _

��

φ // X

f
��

Z
ψ

// Y

such that Z is a paracompact space and A is a closed subset of Z there
exists a map Φ: Z → X such that f ◦ Φ = ψ and Φ|A = φ.
Let Rmax = R ∪ {−∞} and let τ be a cardinal number. Given x, y ∈ Rτ

and λ ∈ R, we denote by x⊕y the coordinate wise maximum of x and y and
by λ ⊙ x the vector obtained from x by adding λ to every its coordinate.
A subset A in Rτ is said to be max-plus convex if α⊙ a⊕ β ⊙ b ∈ A for all
a, b ∈ A and α, β ∈ Rmax with α ⊕ β = 0. See, e.g., [6] for the history and
applications of max-plus convexity.
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A max-plus convex body in Rn is a max-plus convex set in Rn which is
the closure of its interior.
The hyperspace of all compact max-plus convex subsets of X ⊂ Rτ is

denoted by mpcc(X).
Remark that there is a natural max-plus (respectively, max-min) convex

structure on the hyperspace mpcc(X), where X is a max-plus (respectively
max-min) convex compact subset of Rα, 1 ≤ α ≤ ω.
Given a subset A of the hyperspace mpcc(X), we say that A is max-plus

convex if, for every A1, . . . , An ∈ A and every α1, . . . , αn ∈ [−∞, 0] with
⊕n
i=1αi = 0, we have

⊕n
i=1αi ⊙Ai = {⊕n

i=1αi ⊙ ai | ai ∈ Ai, i = 1, . . . , n} ∈ A.

Remark that the set ⊕n
i=1αi ⊙ Ai is easily seen to be an element of the

hyperspace mpcc(X). We denote by mpcc2(X) the set of nonempty closed
max-plus convex subsets in mpcc(X).
One can similarly define the iterations mpccm(X), m ≥ 3.

3. INFINITE ITERATED HYPERSPACES
Let mpcc2(X) denote the set of all nonempty closed convex subsets in

mpcc(X), where X is a compact max-plus convex subspace in Rn, n ≥ 1.
We endow Rn with the ℓ∞-metric: if

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn,

then d(x, y) = maxi |xi − yi|. Note that the union map
uX : mpcc2(X) → mpcc(X)

is well-defined. Indeed, if A ∈ mpcc(X) and for any a, b ∈ uX(A) there are
A,B ∈ A such that a ∈ A and b ∈ B. Since A is max-plus convex, for any
α, β ∈ Rmax with α ⊕ β = 0 we have α ⊙ A ⊕ β ⊙ B ∈ A and therefore
α⊙ a ⊕ β ⊙ b ∈ uX(A).

Lemma 3.1. For every a ∈ X and A ∈ mpcc(X),
dHH({{a}},A) = dH({a}, uX(A)).

Proof. First,
dHH({{a}},A) = sup{dH({a}, A) | A ∈ uX(A)} ≤ dH({a}, uX(A)).

On the other hand, if dHH({{a}},A) < r, then Or(a) ⊃ B, for every B ∈ A.
Therefore, Or(a) ⊃ uX(A) and thus dH({a}, uX(A)) < r. This proves the
reverse inequality. □

Proposition 3.2. The map uX is soft.
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Proof. First we show that u−1
X (A) is max-plus convex for anyA ∈ mpcc(X).

If B, C ∈ u−1
X (A) and β, γ ∈ Rmax with β ⊕ γ = 0, then we have
β ⊙ B ⊕ γ ⊙ C = {β ⊙B ⊕ γ ⊙ C | B ∈ B, C ∈ C}.

Given x ∈ β ⊙ B ⊕ γ ⊙ C ∈ β ⊙ B ⊕ γ ⊙ C, we see that there are
b ∈ B and c ∈ C such that x = β ⊙ b ⊕ γ ⊙ c. Since b, c ∈ A, we conclude
that uX(β ⊙ B ⊕ γ ⊙ C) ⊂ A.
Now, if x ∈ A, then there B ∈ B and c ∈ C such that x ∈ B ∩ C. Then

x ∈ β ⊙B ⊕ γ ⊙ C ∈ β ⊙ B ⊕ γ ⊙ C.
Thus, uX(β ⊙ B ⊕ γ ⊙ C) ⊃ A, i.e. finally uX(β ⊙ B ⊕ γ ⊙ C) = A.
We are going to prove that the map uX is open. Since the spaces under

consideration are compact and metrizable, it suffices to prove that for any
A ∈ mpcc2(X) and any sequence (Ai) in mpcc(X) converging to

A = uX(A)

there exists a sequence (Ai) in mpcc2(X) converging to A and such that
uX(Ai) = Ai, for every i ∈ N (see, e.g., [5]).
For any i, let ri = dH(A,Ai) and let

Ai = convmp({Ai ∩ Ōri(C) | C ∈ A})
(by convmp we denote the closed max-plus convex hull map). Since the
map K 7→ Ōri(K) is continuous, we conclude that

{Ai ∩ Ōri(C) | C ∈ A} ∈ expmpcc(X).

It is easy to see that dHH({Ai ∩ Ōri(C) | C ∈ A},A) ≤ ri and, since
the closed max-plus convex hull map is nonexpanding, we obtain that
dHH(Ai,A) ≤ ri.
Now, by [13, Theorem 3.3] the map uX is soft as an open map with

max-plus convex preimages. □
Given a compact convex set X consider the following sequence:

X
sX // mpcc(X)

smpcc(X) // mpcc2(X)
smpcc2(X) // . . .

Note that every map in this sequence is an isometric embedding. We denote
the metric direct limit of this sequence by mpcc+(X) and let mpcc++(X)
be the completion of mpcc+(X). In the sequel, we identify the spaces
mpccn(X) with the corresponding subspaces of mpcc+(X) and mpcc++(X).
Denote by mpccω(X) the inverse limit of the sequence

mpcc(X) mpcc2(X)
uXoo mpcc3(X)

umpcc2(X)oo . . .
umpcc3(X)oo

Let ψn : mpccω(X) → mpccn(X) denote the natural projection.
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There exists a natural embedding θ : mpcc+(X) → mpccω(X). The re-
striction of this embedding onto the set mpccn(X) is uniquely determined
by the maps

snm = smpccm−1(X) . . . smpccn(X) : mpccn(X) → mpccm(X), n < m.

We write θ = (θn), where θn = ψnθ.
The following proposition is proved in [4] in general form; in turn, this

is a generalization of a result from [14].

Proposition 3.3. The (unique) extension θ̄ : mpcc++(X) → mpccω(X) of
the map θ is an embedding.
Proof. Similarly as in [10, Lemma 3], one can prove that the map θ̄ is
injective. We are going to show that the map θ̄−1 is continuous. To this
end, for any x ∈ mpcc++(X) and ε > 0 one should find a neighborhood U
of θ̄(x) in mpccω(X) such that

θ̄−1(U) ⊂ Bε(x). (3.1)
We write θ̄ = (θ̄i), where θ̄i = ψi ◦ θ̄. Again, similarly as in [10, Lemma 3],
the sequence (θ̄i(x)) converges to x and therefore there exists n such that

d(θ̄k(x), x) < ε/4 for all k ≥ n. (3.2)
Put

V = Oε/4(θ̄n(x))) ⊂ mpccn+1(X), U = ψ−1
n+1(V ).

Let us verify the inclusion
mpcc+(X) ∩ θ̄−1(U) ⊂ O3ε/4(x). (3.3)

Let y ∈ mpcc+(X) ∩ θ̄−1(U). Then there exists k ≥ n + 1 such that
y ∈ mpcck(X) ⊂ mpcc+(X). Since y ∈ θ̄−1(U), we have ψn+1(y) ∈ V .
Since

ε/2 > d(ψn+1(y), θ̄n(x)),

from (3.2) and Lemma 3.1 it follows that
d(y, x) ≤ d(y, θ̄n(x)) + d(θ̄n(x), x) < ε/2 + ε/4 + 3ε/4.

Therefore, the inclusion in (3.3) is verified. Since mpcc+(X) is dense in
mpcc++(X), from (3.3) we obtain that θ̄−1(U) ⊂ B3ε/4(x) ⊂ Oε(x). □
Let Q = [−1, 1]ω be the Hilbert cube, s = (−1, 1)ω be its pseudointerior

and rintQ = {(xi) ∈ Q | supi |xi| < 1} be its radial interior.

Theorem 3.4. Let X be a compact max-plus convex body in Rn. Then the
triple (mpccω(X),mpcc++(X),mpcc+(X)) is homeomorphic to the triple
(Q, s, rintQ).
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Proof. Consider the following metric ϱ on mpccω(X),

ϱ((xi), (yi)) =
∞∑
i=1

d(xi, yi)

2i
,

where

(xi), (yi) ∈ mpccω(X) ⊂
∞∏
i=1

mpcci(X).

For every i ∈ N and j > i, the maps
qij = mpcc(si−1,j−1) : mpcci(X) → mpccj(X)

determine the map qi : mpcci(X) → mpccω(X).
We first show that the pair (mpccω(X),mpcc++(X)) is homeomorphic

to the pair (Q, s). By [1, Theorems 2.3 and 3.3, Chapter V], it suffices to
prove that the set

B = mpccω(X) \mpcc++(X)

is a Z-skeletoid in mpccω(X). Note first that the set B is σ-compact as
the complement to the topologically complete set mpcc++(X). Note also
that every compact subset K ⊂ B is a Z-set in mpccω(X). Indeed, the
sequence of retractions ψn : mpccω(X) → mpccn(X) converges uniformly
to the identity map of mpccω(X) and the image of every ψn misses K. By
[1, Theorems 3.2, Chapter V], in order to show that B is a Z-skeletoid it
suffices to find a Z-skeletoid in B. In turn, it suffices to find a sequence a
sequence (Li) of compact subspaces in B such that:

(1) every Li is homeomorphic to Q;
(2) every Li is a Z-set in Qi+1;
(3) for every i there is a retraction ri : mpccω(X) → Li and the sequence

(ri) of retractions uniformly converges to the identity map.
The construction of such a sequence (Li) is analogous to that in the proof

of [4, Theorem 4], therefore we drop the details. We suppose that X is a
max-plus convex body in Rn, n ≥ 2. Also, we suppose that diamX ≤ 1.
Then diammpccω(X) ≤ 1.
By K1 we denote the set

{A ∈ mpcc(X) | there is x ∈ A such that x+ (ε, . . . , ε) ∈ A},
where ε > 0. Clearly, K1 is max-plus convex and if ε is small enough then
K1 is nonempty and can be made as close to mpcc(X) as we wish. We
require that there is a retraction r1 of mpcc(X) onto K1 which is 1-close
to the identity. Let L1 = q1(K1).
Assuming that Ki, i ≤ p, are already constructed we let
Kp+1 = {A ∈ mpccp(X) | there is x ∈ A such that x+ (ε, . . . , ε) ∈ A},
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where ε > 0 is chosen small enough that
mpcc(smpccp−1(X))(Kp) ⊂ Kp+1

and there is a retraction
rp+1 : mpccp+2(X) → Kp+1

which is 2−p-close to the identity. Let Lp+1 = qp+1(Kp+1).
Thus, L = ∪∞

i=1Li is a Z-skeletoid in mpccω(X). We conclude that the
pair (mpccω(X),mpcc++(X)) is homeomorphic to (Q, s).
Similarly, one can prove that mpcc+(X) is a Z-skeletoid in mpccω(X).

Therefore, the pair (mpccω(X),mpcc+(X)) is homeomorphic to (Q, rintQ).
We now apply [4, Theorem 2] to finish the proof. □

4. REMARKS AND OPEN QUESTIONS
It is plausible that the main result can be extended to the case of all

max-plus convex subsets of Rα, α ≤ ω, of dimension ≤ 1.
We also conjecture that there is a counterpart of the main result for the

hyperspace of max-min convex sets in Rτ . Given λ ∈ Rmax ∪ {∞} and
x = (xα) ∈ Rτ , we define λ ⊗ x = (min{λ, xα}). A subset A in Rτ is said
to be max-min convex if α⊗ a⊕ b ∈ A for all a, b ∈ A and α ∈ Rmax.
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Топологія потоків Морса-Смейла з
особливостями на межі двовимірного

диска
М. В. Лосєва, О. О. Пришляк

Abstract. We analyze topological properties of Morse-Smale flows on two-
dimensional disk whose singularities lie on the boundary of the disk. A
complete topological invariant for such flows is constructed. We also obtain
a topological classification of these flows and propose a method of their
enumeration.
Анотація. В роботі досліджуються топологічні властивості потоків Мор-
са-Смейла на двовимірному диску, у яких особливості лежать на межі ди-
ска. Побудовано повний топологічний інваріант цих потоків. Отримана їх
топологічна класифікація та запропоновано спосіб їх нумерації.

ВСТУП
На замкненому многовиді векторне поле завжди породжує потік. У

випадку компактного многовиду з межею векторне поле буде породжу-
вати потік тоді і тільки тоді, коли воно дотикається до межі в кожній
її точці [1].
Нехай H—компактний многовид з межею ∂H. Позначимо через

X(H, ∂H) простір векторних Cr полів на H дотичних до ∂H, оснащений
звичайною Cr топологією. В цьому просторі можна наступним чином
визначити структурну стійкість: векторне поле X ∈ X(H, ∂H) є Cr
структурно стійким, якщо воно має Cr окіл U, такий, що кожне поле
Y ∈ U є топологічно еквівалентним до X, тобто існує гомеоморфізм
h, який переводить орбіти X в орбіти Y та зберігає їх орієнтацію.
Для поля X ∈ X∞(H, ∂H) позначимо через ω(X) множину його не-

блукаючих точок.

Ключові слова: топологічна класифікація, потоки, поверхня з межею
УДК 517.956.4
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Нехай H—замкнений многовид класу C∞ і Xr(H), r ≥ 1, — множи-
на векторних Cr полів з Cr топологією. Тоді векторне поле X ∈ Xr(H)
називається полем Морса-Смейла, якщо виконуються такі умови:
(1) ω(X) є простою, тобто вона має лише скінченну кількість орбіт, усі

з яких гіперболічні;
(2) якщо σi, σj ∈ ω(X), то нестійкий многовидWU (σi) трансверсальний

до стійкого многовиду WS(σj).
Топологічній класифікації полів Морса-Смейла присвячено багато

робіт, зокрема [2], [8], [6].
Множина векторних полів Морса-Смейла є відкритою і непорожньою

множиною в Xr(H̃), r ≥ 1, а кожен її елемент структурно стійкий [4],
[5].
Поля, що знаходяться в загальному положенні до межі многовиду,

(m-поля) досліджувались в роботах [9], [10], [11].
Полем Морса на многовиді з межею будемо називати векторне поле

X ∈ Xr(H), що задовольняє такі умови:
(1) ω(X) є скінченою, тобто має скінченне число точок, усі з яких є

гіперболічними особливими точками;
(2) якщо σi, σj ∈ ω(X) і в точці x ∈WU (σi)∩WS(σj) стійкий та нестій-

кий многовиди перетинаються нетрансверсально, то x ∈ ∂H;
(3) поле дотичне до межі і його обмеження на межу є полем Морса-

Смейла.
На замкнених поверхнях потоки Морса-Смейла утворюють всюди

щільну множину на множині всіх потоків. Серед потоків, у яких мно-
жина неблукаючих точок складається зі скінченого числа траєкторій,
структурно стійкими є лише потоки Морса-Смейла. Аналогічні резуль-
тати мають місце і для многовидів з межею. Зокрема, ці результати
доведені в роботах [3], [7].
Мета даної роботи—описати топологічну структуру потоків Мор-

са-Смейла на двовимірному диску, у яких особливості лежать на межі
диска.

1. ПРОСТІ ПОТОКИ
Потік Морса-Смейла на двовимірному диску будемо називати про-

стим, якщо у нього всі особливості лежать на межі.

Лема 1.1. Простий потік Морса-Смейла на двовимірному диску не
містить замкнених траєкторій.
Доведення. Припустимо, що потік має замкнену траєкторія. Тоді
вона обмежує область гомеоморфну двовимірному диску. Відобразимо
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цю область на верхню півсферу. При цьому потік на області буде ін-
дукувати потік на верхній півсфері. Застосувавши симетрію відносно
горизонтальної площини побудуємо потік на нижній півсфері, що про-
довжує потік з верхньої півсфери. Тоді отримає потік на двовимірній
сфері без нерухомих точок, що неможливо, бо за теоремою Пуанкаре-
Хопфа сума індексів нерухомих точок потоку на сфері повинна дорів-
нювати 2. Отримане протиріччя доводить лему. □

Всі нерухомі точки потоку на 2-диску поділяються три типи: 1) ви-
токи, 2) стоки, 3) сідла.
В подальшому, для сідлових особливих точок будемо використову-

вати такі назви:
1) a-сідло для особливої точки в яку входять дві траєкторії і з якої
виходить одна (вона є стоком при обмеженні потоку на межу),

2) b-сідло для особливої точки з якої виходять дві траєкторії і в яку
входить одна (вона є витоком при обмеженні потоку на межу) (Див.
рис. 1.1.)

РИС. 1.1. a-сідло (зліва) та b-сідло (справа)

Лема 1.2. Для простого потоку Морса-Смейла на двовимірному ди-
ску з s нерухомими точками число сідел l дорівнює

l = (s− 2)/2. (1.1)
Доведення. Нехай простий потік має k витоків, m стоків та l сідел

(s = k + l + m). Так само як і в лемі 1.1, подвоївши потік на сферу
і застосувавши формулу Ейлера для ейлерової характеристики, маємо
k−l+m = 2. Звідки s = k+l+m = 2+2l, що і дає потрібну формулу. □

2. СЕПАРАТРИСНА ДІАГРАМА
Сепаратрисою називається траєкторія, що входить або виходить із

сідла та не лежить на межі диска. Сепаратрису також можна охара-
ктеризувати як внутрішню траєкторію, для якої існує окіл U такий,
що для довільної точки x сепаратриси і довільного околу V цієї точки,
існує точка y ∈ V , траєкторія якої не міститься в U .
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Сепаратрисною діаграмою простої функції називається орієнтований
граф, вершинами якого є нерухомі точки потоку, а ребрами— траєкто-
рії межі та сепаратриси, причому орієнтація ребер відповідає напрямку
руху за траєкторіями і на графі виділений цикл, що складається з тра-
єкторій межі.
Дві сепаратрисні діаграми називаються еквівалентними, якщо між

їх графами існує ізоморфізм, що зберігає орієнтації ребер та відображає
виділений цикл у виділений цикл.
Ребра на виділеному циклі будемо називати граничними, а сепара-

триси— внутрішніми. Отже, топологічна еквівалентність відображає
граничні ребра на граничні ребра, а внутрішні – на внутрішні.

Лема 2.1. Сепаратрисна діаграма має такі властивості:
1) Для кожної сепаратриси принаймні один з її кінців є вершиною
валентності 3.

2) Число сепаратрис l та число вершин s пов’язані формулою (1.1).
3) Кожна сепаратриса розбиває виділений цикл на дві частини (кінці
сепаратриси належать кожній з цих частин) так, що
a) в кожній з частин непарне число вершин;
b) для будь-якої іншої сепаратриси обидва її кінці належать одній
з двох частин.

4) Для кожної вершини, обидва інцидентні ребра з граничного циклу
мають по відношенню до цієї вершини однаковий напрямок, тобто
обидва входять в неї або обидва виходять з неї.

5) Якщо якійсь з вершин інцидентні більше ніж одна сепаратриса,
то всі ці сепаратриси мають по відношенню до вершини напрямок
такий, як і інцидентні їй граничні ребра (ця вершина є стоком або
витоком).
Доведення. 1) Сідло є вершиною валентності 3 і одним з кінців се-
паратриси.
2) Кожна сепаратриса містить рівно одне сідло як один із своїх кін-

ців, і кожне сідло є кінцем сепаратриси. Тому сепаратрис і сідел одна-
кове число, яке, згідно леми, обчислюється за формулою (1.1).
3) Якщо обмежити потік на межу (коло), то матимемо два типи не-

рухомих точок— витоки і стоки, які чергуються між собою. Нехай се-
паратриса виходить із сідлової точки (a-сідло). Тоді ця точка є стоком
для обмеження потоку на межу. Інший кінець також є стоком. Тому в
одній з частин разом із зазначеними двома точками буде на стоків буде
на один більше ніж витоків (ми починаємо обходити нерухомі точки зі
стоку, вони чергуються і закінчуємо стоком). Отже, всього нерухомих
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точок непарне число. Те, що для іншої сепаратриси обидва кінці лежать
в одній частині рівносильне тому, що сепаратриси не перетинаються.
4) Ця властивість безпосередньо перевіряється для кожного з чоти-

рьох типів нерухомих точок.
5) Якщо валентність вершини більша за 3, то ця точка не може бути

сідлом, бо їх валентність дорівнює 3. Отже, вона є стоком або витоком.
Лему доведено. □

3. ТОПОЛОГІЧНА ЕКВІВАЛЕНТНІСТЬ ПОТОКІВ
Теорема 3.1. (Критерій топологічної еквівалентності). Два простих
потоки на 2-диску будуть топологічно еквівалентними тоді та тіль-
ки тоді, коли їх сепаратрисні діаграми ізоморфні.
Доведення. Необхідність. Топологічна еквівалентність відображає
особливі точки у особливі точки, сепаратриси— на сепаратриси, грани-
чні траєкторії на— граничні траєкторії, а отже, породжує ізоморфізм
сепаратрисних діаграм.
Достатність. Ізоморфізм сепаратрисних діаграм задає бієктивні

відповідності між множинами особливих точок, множинами сепаратрис
та множинами граничних траєкторій. Нехай x, y—стандартні коорди-
нати на 2-диску. Розглянемо на ньому стандартну ріманову метрику.
Для кожного зовнішнього та внутрішнього ребра знайдемо середину у
цій рімановій метриці. Для кожного з потоків розглянемо такі досить
малі ϵ-околи цих середин, які не перетинаються між собою, а також
з іншими сепаратрисами та граничними траєкторіями. Якщо для пер-
шого потоку для одного з ребер e, його довжина менша ніж відповідна
довжина у ребра другого потоку, то розтягнемо ребро e в його середині
p. Для цього розглянемо ріманову метрику

ds2 = (1 + h2x)dx
2 + 2hxhydxdy + (1 + h2y)dy

2,

де

h(x, y) =

{
ce

1
x2+y2−ϵ2 , x2 + y2 < ϵ2,

0, x2 + y2 ≥ ϵ2

При збільшенні константи c збільшується і довжина ребра e. Оскільки
ми можемо так збільшувати довжину ребра до як завгодно великої ве-
личини і це збільшення неперервно залежить від c, то знайдеться таке
значення c, при якому довжини відповідних ребер однакові. Пророблю-
ючи цю процедуру з кожним ребром, ми отримаємо ріманові метрики,
в яких довжини відповідних ребер однакові. Якщо s1—натуральний
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параметр на ребрі першого потоку, а s2—на відповідному ребрі друго-
го потоку, відкладені від відповідних вершин, то рівність s2 = s1 задає
гомеоморфізм між відповідними ребрами.
Продовжимо отриманий гомеоморфізм в середину кожної з областей.

Для цього в кожній області U розглянемо вершину витік і таку систе-
му координат x, y, в якій векторне поле X = (x, y) є полем швидкостей
потоку. Гомеоморфно відобразимо дугу {(x, y) | x2+y2 = ϵ2}∩U першо-
го потоку на відповідну дугу другого потоку. Цей гомеоморфізм задає
відповідність між траєкторіями. Гомеоморфізм між відповідними тра-
єкторіями будемо будувати за допомогою натуральних параметрів за
формулою s2 = ks1, де константа k дорівнює відношенню довжин від-
повідних траєкторій. Оскільки кожна траєкторія з внутрішності обла-
сті починається в якомусь витоку, то ці гомеморфізми задають від-
ображення 2-диска, яке за побудовою є гомеоморфізмом, що відобра-
жає траєкторії на траєкторії, тобто є топологічною еквівалентністю.
Теорему доведено. □

Теорема 3.2. (Реалізація). Орієнтований граф з виділеним циклом є
сепаратрисною діаграмою деякої простої функції, якщо він задовольняє
властивостям 1)-5) з леми 2.1.
Доведення. З умови 3)-a) леми 2.1 випливає парність вершин гра-
фа. Зафіксуємо на межі 2-диску ці вершини у вершинах правильного
многокутника. Умова 3)-a) рівносильна тому, що якщо побудувати се-
паратриси як хорди в 2-диску, то вони не будуть перетинатися. Будемо
розглядати області, на які сепаратриси (хорди) розбивають 2-диск, як
криволінійні многокутники.
Покажемо, що в кожній такій області є єдина вершина витік і єди-

на вершина стік. З умови 3)-a) випливає, що для кожної сепаратриси
один з її кінців є сідлом, а інший— стоком або витоком. Зафіксуємо
область і сепаратрису з її межі. Нехай ця сепаратриса починається в
a-сідлі (випадок b-сідла аналогічний, з заміною всіх напрямків руху на
протележні). Тоді вона закінчується у стоці. Значить у області є стік
на межі. Розглянемо траєкторію на межі області, що закінчується у
цьому стоці. Початок цієї траєкторії є або витоком або b-сідлом. Отже,
у першому випадку є виток на межі. У другому випадку витоком буде
початок сепаратриси, що входить це b-сідло.
Те, що інших витоків і стоків на межі не існує, доводиться від супро-

тивного. Наприклад, якщо існує 2 витоки, то розглянувши об’єднання
траєкторій, що виходять з першого витоку, і об’єднання траєкторій, що
виходять з другого витоку, отримаємо сепаратрису, яка лежить на пе-
ретині їх меж, а це суперечить визначенню області. Якщо a(t) і b(t)—
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шляхи, що починаються у витоку і закінчуються у стоці (об’єднання
яких дає всю межу області), то траєкторії всередині області можна за-
дати рівнянням (1 − s)a(t) + sb(t) для s ∈ [0, 1]. Проробивши це для
кожної області отримаємо шуканий потік на 2-диску. □

4. КОД ПОТОКУ
Задамо циклічну нумерацію вершин. В якості першої вершини ви-

беремо одну з вершин з найбільшою валентністю (якщо всі вершини
мають валентність 3—то стік або витік).
Складемо список, що починається з 1, а далі за зростанням йдуть

номери сідел, що є кінцями сепаратрис, інцидентних вершині 1. На-
приклад, 1− 3− 5.
Далі, для вершини з найменшим номером, що не є сідлом, складемо

аналогічний список, наприклад 8− 6.
Продовжимо цю процедуру для інших вершин і в результаті отри-

маємо, набір списків. Якщо вершина 1 є стоком, то припишемо їй знак
+, а якщо витоком, то знак −.
Будемо казати, що один такий набір менший за інший, якщо в ньо-

му декілька перших елементів такі самі, як у другого набору, а насту-
пний—менший. Якщо, всі елементи тотожні один одному, але знаки
при одиниці різні, то найменшим будемо вважати набір зі знаком −.
Кодом потоку будемо називати набір списків зі знаком біля 1, який

є найменшим серед усіх можливих наборів списків, побудованих так,
як було описано вище. Приклад коду: +1− 3− 5, 8− 6.

Теорема 4.1. Два потоки топологічно еквівалентні тоді і тільки
тоді, коли у них однакові коди.
Доведення. Необхідність.Оскільки топологічна еквівалентність збе-
рігає порядок вершин і код за сепаратрисною діаграмою виписується
однозначно, то з топологічної еквівалентності потоків випливає рівність
кодів.
Достатність. З рівності кодів випливає, що сепаратрисні діагра-

ми еквівалентні. Еквівалентність задається відображенням, яке пере-
водить вершини однієї діаграми у вершини з тими самими номерами
на іншій діаграмі. □

5. ПРИКЛАДИ ЗАСТОСУВАНЬ ТА ОБЧИСЛЕНЬ
Покажемо, як можна застосовувати побудовані вище інваріанти для

обчислення кількості топологічно не еквівалентних потоків із заданим
числом сепаратрис.
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Якщо у потоку немає сепаратрис, то він має дві особливі точки—
стік і витік. Всі такі потоки мають таку саму структуру, що і потік,
зображений на рис. 5.2.

РИС. 5.2. Потоки без сідел

Для потоків з однією сепаратрисою можливі два коди:−1−3 (рис. 5.3)
та +1− 3.

РИС. 5.3. Сепаратрисна діаграма потоку з кодом −1− 3

Для потоків з двома сепаратрисами можливі чотири коди:
1) − 1− 3− 5 (Рис. 5.4 зліва); 3) − 1− 3, 4− 6;

2) + 1− 3− 5; 4) − 1− 3, 6− 4 (Рис. 5.4 справа).
Перші два коди відрізняються тільки знаком. Тому будемо записувати
їх як ±1− 3− 5. Третій і четвертий коди відрізняються порядком і ми
запишемо їх як −1− 3,±4− 6.
Для потоків з трьома сепаратрисами можливі чотирнадцять кодів:

1,2) ± 1− 3− 5− 7; 9-12) ± 1− 3, 4− 8,±5− 7;

3,4) ± 1− 3− 7, 4− 6; 13-14) ± 1− 3, 7− 5, 8− 4.

5-8) ± 1− 3− 5,±4− 6;
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РИС. 5.4. Сепаратрисні діаграми потоків з кодами −1−
3− 5 та −1− 3, 6− 4

Провівши аналогічні міркування можна пересвідчитись, що з чотир-
ма сепаратрисами можливі 35 потоків, а з п’ятьма сепаратрисами—
190 різних потоків.

ВИСНОВОК
В роботі розглядалися потоки на двовимірному диску, у яких всі осо-

бливі точки є гіперболічними і лежать на межі. Доведено критерій то-
пологічної еквівалентності таких потоків. Отримані в роботі результати
повністю вирішують проблему структурної класифікації оптимальних
потоків з гіперболічними особливими точками на межі двовимірного
диска. Автори сподіваються, що вдасться отримати аналогічні резуль-
тати для інших поверхонь з межею.
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О поверхностях пространства
Минковского со стационарными
значениями кривизны грассманова

образа

М. А. Гречнева, П. Г. Стеганцева

Abstract. On the surfaces in Minkowski space with the stationary values
of the curvature of the Grassmann image let us consider the classes of the
surfaces in Minkowski space 1R4 (spacelike or timelike) with the stationary
values of the curvature of the Grassmannian manifold PG(2, 4) along the
domains, which are tangential to its the Grassmann image Γ2

Аннотация. В данной работе рассматриваются классы поверхностей
(времениподобные и пространственноподобные) пространства Минков-
ского 1R4 со стационарными значениями кривизны грассманова много-
образия PG(2, 4) вдоль площадок, касательных к их грассманову образу
Γ2.

Грассмановы многообразия и грассманов образ поверхностей евкли-
дова пространства являются классическими примерами гладких много-
образий, геометрия которых хорошо изучена в работах К. Лейхтвейса,
Ю. Вонга, Ю. Муто, Ю. А. Аминова, А. А. Борисенко, А. В. Горька-
вого и других геометров. Несмотря на большое количество публика-
ций, много вопросов теории грассмановых многообразий и грассмано-
ва образа остаются нерешенными. Особенно это касается теории по-
верхностей многомерных неевклидовых пространств. Математической
моделью пространства-времени в специальной теории относительно-
сти служит точечное псевдоевклидово пространство индекса 1, которое

Ключевые слова: Пространство Минковского, грассманово многообразие, секцион-
ная кривизна.
УДК 514.76
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еще называют пространством Минковского. Одним из первых исследо-
вателей грассманова многообразия псевдоевклидова пространства яв-
ляется Т. Ханган. Также вопросами римановой геометрии грассмано-
вых многообразий неизотропных подпространств псевдоевклидова про-
странства занимался И. Маазикас. Изучению внутренней и внешней
геометрии грассманова многообразия посвящены работы С. Е. Козло-
ва и Д. В. Иванова. В данной работе будем рассматривать классы по-
верхностей пространства Минковского, кривизна грассманова образа
которых принимает экстремальные значения.
Грассмановым многообразием PG(2, 4) пространства Минковского

1R4 (с метрикой ds2 = −dx21 + dx22 + dx23 + dx24) называется множество
двумерных плоскостей этого пространства, проходящих через фикси-
рованную точку O.
В пространстве Минковского существуют плоскости трех типов. Тип

плоскости определяется парой ортогональных векторов x̄ и ȳ. Плос-
кость σ называется пространственноподобной (соотв. времениподоб-
ной, или изотропной), если существуют два ортогональных вектора
x̄, ȳ ∈ σ такие, что x̄2 > 0, ȳ2 > 0 (соотв. x̄2 < 0, ȳ2 > 0, или x̄2 = 0,
ȳ2 > 0). Тогда грассманово многообразие представляет собой дизъ-
юнктное объединение трех подмногообразий

PG(2, 4) = SPG(2, 4) ∪ TPG(2, 4) ∪ IzPG(2, 4).

В работе [5] изучены свойства этих подмногообразий, введена гладкая
структура, получены формулы для вычисления секционной кривизны.
Пусть V 2—регулярная неизотропная поверхность пространства 1R4.

Поставим в соответствие каждой точке поверхности V 2 плоскость, про-
ходящую через фиксированную точку пространства 1R4 и параллель-
ную нормальной плоскости Nx поверхности в точке x. Получим отоб-
ражение поверхности V 2 в грассманово подмногообразие SPG(2, 4) или
TPG(2, 4). Грассмановым образом Γ2 поверхности V 2 называют образ
указанного отображения.

1. СТАЦИОНАРНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ СЕКЦИОННОЙ КРИВИЗНЫ
В работе [2] Ю. Вонг показал, что секционная кривизна грассманова

многообразия евклидова пространства принимает значения из отрезка
[0, 2]. В работах [4] и [1] исследуются поверхности, для которых кри-
визна грассманова многообразия вдоль площадок, касательных к грас-
сманову образу поверхности, принимает минимальное и максимальное
значения. Из работы [6] следует, что секционная кривизна подмного-
образий SPG(2, 4) или TPG(2, 4) пространства 1R4 может принимать
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любые действительные значения. По этой причине будем рассматри-
вать значения секционной кривизны в точках локальных экстремумов.
При стандартном плюккеровом погружении указанных подмногооб-

разий в пространство 3R6 метрика их точечных образов имеет сиг-
натуру (− − ++) [5]. Двумерные касательные площадки σ к каждо-
му из подмногообразий будем задавать бивектором σ̄ с координатами
σab = x[ayb], где X̄ = (xa) и Ȳ = (yb), a, b = 1, . . . , 4—касательные
векторы. Тогда секционная кривизна в направлении данной площадки
определяется формулой [6]:

K̄(σ) =
R̄abcdσ

abσcd

(gacgbd − gabgcd)σabσcd
, (1.1)

где R̄abcd—тензор кривизны, а gij—компоненты метрического тензора
подмногообразий грассманова многообразия. Формула (1.1) для каж-
дого из подмногообразий SPG(2, 4) и TPG(2, 4) имеет вид

K̄(σ) =
−(−σ12 + σ34)2 + (σ13 + σ24)2

−(σ12)2 + (σ13)2 + (σ14)2 + (σ23)2 + (σ24)2 − (σ34)2
. (1.2)

Координаты σab удовлетворяют условию

σ12σ34 − σ13σ24 + σ14σ23 = 0.

Точки локальных экстремумов находятся из системы уравнений
∂K̄(σ)

∂σij
= 0.

В работе [6] рассматривались грассмановы подмногообразия неизо-
тропных подпространств псевдоевклидова n-пространства произволь-
ного индекса, найдены стационарные значения их секционной кривиз-
ны. В случае пространства 1R4 стационарные точки и соответствующие
значения секционной кривизны имеют вид:

1) σ12 = σ34, σ24 = −σ13 и K̄(σ) = 0;
2) σ12 = σ34 = 0, σ23 = σ14 и K̄(σ) = 1;
3) σ13 = σ24 = 0, σ23 = −σ14 и K̄(σ) = 1.

2. КЛАССЫ ПОВЕРХНОСТЕЙ СО СТАЦИОНАРНЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ
СЕКЦИОННОЙ КРИВИЗНЫ ГРАССМАНОВА ОБРАЗА

Опишем те классы поверхностей V 2 (пространственноподобных или
времениподобных) пространства 1R4, для которых кривизна подмно-
гообразий SPG(2, 4) и TPG(2, 4) вдоль площадок, касательных к их
грассманову образу Γ2, принимает стационарные значения.
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Как и в случае евклидова пространства [3] можно показать, что ка-
сательные векторы к грассманову образу записываются в виде

X̄ =

(
L2
11√
g11

,− L1
11√
g11

,
L2
12√
g22

,− L1
12√
g22

)
,

Ȳ =

(
L2
12√
g11

,− L1
12√
g11

,
L2
22√
g22

,− L1
22√
g22

)
,

где Lkij—коэффициенты вторых квадратичных форм поверхности V 2.
Тогда бивектор σ̄ имеет координаты:

σ12 =
L1
11L

2
12 − L1

12L
2
11

g11
, σ13 =

L2
11L

2
22 − (L2

12)
2

√
g11g22

,

σ14 =
L1
12L

2
12 − L1

22L
2
11√

g11g22
, σ23 =

L1
12L

2
12 − L1

11L
2
22√

g11g22
,

σ24 =
L1
11L

1
22 − (L1

12)
2

√
g11g22

, σ34 =
L1
12L

2
22 − L1

22L
2
12

g22
.

Рассмотрим случай, когда секционная кривизна принимает стационар-
ное значение, равное нулю. Имеет место

Теорема 2.1. Пусть V 2 ⊂ 1R4—регулярная времениподобная поверх-
ность с невырожденным грассмановым образом Γ2. Стационарное зна-
чение секционной кривизны подмногообразия SPG(2, 4) или TPG(2, 4)
вдоль любой неизотропной площадки, касательной к Γ2, равно нулю
тогда и только тогда, когда выполняются условия:
1) поверхность V 2 является плоским многообразием в пространстве

1R4;
2) поверхность V 2 имеет плоскую нормальную связность, т.е. ее
первая и вторые квадратичные формы одновременно приводятся
к диагональному виду.

Доказательство. По условию теоремы грассманов образ Γ2 невы-
рожден, то есть в каждой его точке пространство касательных векто-
ров двумерно. Согласно [6], в каждой точке грассманова многообразия
существует двумерная касательная площадка, в направлении которой
кривизна принимает стационарное значение K̄(σ) = 0. Эта площадка
задается условиями σ24 = −σ13 и σ12 = σ34. Первое условие запишется
в виде

L1
11L

1
22 − (L1

12)
2

√
g11g22

= −L
2
11L

2
22 − (L2

12)
2

√
g11g22

,
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откуда следует, что гауссова кривизна поверхности V 2 равна нулю, так
как гауссова кривизна времениподобной поверхности вычисляется по
формуле

K =
L1
11L

1
22 − (L1

12)
2 + L2

11L
2
22 − (L2

12)
2

√
g11g22

.

Второе условие имеет вид
L1
11L

2
12 − L1

12L
2
11

g11
=
L1
12L

2
22 − L1

22L
2
12

g22
.

Для времениподобной поверхности можно выбрать параметризацию
таким образом, что g11 = −g22. Тогда равенство

L1
11L

2
12 − L1

12L
2
11 = L1

22L
2
12 − L1

12L
2
22

означает выполнение условия AB = BA, где A,B—матрицы вторых
квадратичных форм поверхности. А это условие выделяет поверхности
с плоской нормальной связностью.
Обратно, если времениподобная поверхность с плоской нормальной

связностью имеет нулевую гауссову кривизну, то секционная кривиз-
на ее грассманова образа равна 0 и это значение является стационар-
ным. Действительно, поскольку поверхность имеет плоскую нормаль-
ную связность, то вторые квадратичные формы можно одновременно
привести к диагональному виду, т.е. L1

12 = L2
12 = 0. Тогда координаты

бивектора σ̄ запишутся в виде

σ12 = σ34 = 0, σ13 =
L2
11L

2
22√

g11g22
, σ24 =

L1
11L

1
22√

g11g22
.

Из равенства нулю гауссовой кривизны следует, что
L2
11L

2
22 = −L1

11L
1
22.

Тогда секционная кривизна равна 0 и достигается при условиях
σ12 = σ34, σ24 = −σ13,

т.е. является стационарным значением. □

Далее рассмотрим случай, когда секционная кривизна принимает
стационарное значение, равное единице. Имеет место

Теорема 2.2. Пусть V 2 ⊂ 1R4—регулярная поверхность с невырож-
денным грассмановым образом Γ2. Стационарное значение секционной
кривизны подмногообразия SPG(2, 4) или TPG(2, 4) вдоль любой неизо-
тропной площадки, касательной к Γ2, равно единице тогда и только
тогда, когда поверхность V 2 является гиперповерхностью некоторого
трехмерного подпространства пространства 1R4.



О поверхностях пространства Минковского 47

Доказательство. Согласно [6], в каждой точке грассманова много-
образия существуют две двумерные касательные площадки, в направ-
лении каждой из которых кривизна принимает стационарное значе-
ние K̄(σ) = 1. Первая площадка задается условиями σ12 = σ34 = 0 и
σ23 = σ14, которые имеют вид

L1
11L

2
12 − L1

12L
2
11 = L1

12L
2
22 − L1

22L
2
12 = 0

L1
12L

2
12 − L1

11L
2
22 = L1

12L
2
12 − L1

22L
2
11.

Эти условия равносильны равенствам
L1
11

L2
11

=
L1
12

L2
12

=
L1
22

L2
22

,

из которых следует, что точечная коразмерность поверхности равна 1,
то есть она является гиперповерхностью.
Вторая площадка задается условиями σ13 = σ24 = 0, σ23 = −σ14 или

L2
11L

2
22 − (L2

12)
2 = L1

11L
1
22 − (L1

12)
2 = 0,

L1
11L

2
22 + L2

11L
1
22 = 2L1

12L
2
12.

(2.3)

Эти условия могут быть записаны иначе, поскольку одну из вторых
квадратичных форм всегда можно привести к диагональному виду. По-
ложим L1

12 = 0. Тогда условия (2.3) означают, что либо одна из вто-
рых квадратичных форм тождественно равна нулю, либо они имеют
вид IIk = Lkiidu

2
i . В каждом из этих случаев коэффициенты вторых

квадратичных форм снова пропорциональны, то есть поверхность V 2

является гиперповерхностью.
Обратно, если поверхность V 2 вкладывается в трехмерное простран-

ство, то
L1
11

L2
11

=
L1
12

L2
12

=
L1
22

L2
22

= k,

где k—коэффициент пропорциональности. Тогда из формулы (1.2)
следует, что K̄(σ) = 1 и это значение является стационарным. □
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О 4-квазипланарных отображениях
полукватернионных келеровых

многообразий
И. Н. Курбатова

Abstract. Earlier we introduces a concept of a semi-quaternion structure on a manifold
with affine connection generated by a couple of almost complex structures. We also
investigated 4-quasiplanar mappings of spaces with semi-quaternion structures under
various conditions of differential character. In the present article we continue study
of 4-quasiplanar mappings of semi-quaternion Kählerian spaces. Geometrical objects
being invariant under the considered mappings are constructed. The class of the semi-
quaternion Kählerian spaces admiting a 4-quasiplanar mapping on a flat space (4-
quasiplane) is allocated. Their tensor sign is received. It is proved that any 4-quasiplane
semi-quaternion Kählerian space admits non-trivial 4-quasiplanar mappings (it is an
analog of the theorem of Beltrami in the theory of geodetic mappings of Riemannian
spaces). It is shown that the 4-quasiplane semi-quaternion Kählerian space represents
a direct product of two Kählerian spaces of constant holomorphic curvature.
Аннотация. Ранее мы ввели в рассмотрение понятие полукватернионной струк-
туры на пространстве аффинной связности, порожденной парой почти комплекс-
ных структур, коммутирующих друг с другом. Мы также исследовали 4-квази-
планарные отображения пространств аффинной связности с полукватернионными
структурами при различных условиях дифференциального характера. В настоя-
щей статье продолжается изучение 4-квазипланарных отображений полукватер-
нионных келеровых пространств. Строятся геометрические объекты, инвариант-
ные относительно рассматриваемых отображений. Выделен класс полукватерни-
онных келеровых пространств (4-квазиплоские), допускающих 4-квазипланарное
отображение на плоское пространство. Получен их тензорный признак. Доказа-
но, что любое 4-квазиплоское полукватернионное келерово пространтво допускает
нетривиальные 4-квазипланарные отображения (это аналог теоремы Бельтрами в
теории геодезических отображений римановых пространств). Показано, что 4-ква-
зиплоское полукватернионное келерово пространство представляет собой прямое
произведение двух келеровых пространств постоянной голоморфной кривизны.

Ключевые слова: Риманово пространство, кватернионная структура, келерова
структура
УДК 517.764
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1. ВВЕДЕНИЕ
В современной дифференциальной геометрии интенсивно развивает-

ся теория диффеоморфизмов многообразий с аффинорными структу-
рами различных типов.
В настоящей статье продолжается начатое нами в [4], [5], [6] изу-

чение 4-квазипланарных отображений (4КПО) псевдо-римановых про-
странств с полукватернионной структурой.
Исследования носят локальный характер и проводятся в классе до-

статочно гладких функций.
Напомним, что полукватернионной [6] называется структура, кото-

рая порождается парой почти комплексных структур [3], коммутиру-
ющих между собой. Соответственно, почти полукватернионным на-
зывается псевдо-риманово пространство Vn c заданными на нем почти
комплексными структурами

1
F и

2
F , которые наряду с

1
Fαi

1
F hα = −δhi ,

2
Fαi

2
F hα = −δhi (1.1)

удовлетворяют условиям
1
Fαi

2
F hα =

2
Fαi

1
F hα. (1.2)

Отсюда следует, что тензор
3
F hi =

1
Fαi

2
F hα,

определяет на Vn структуру почти произведения [7]

3
Fαi

3
F hα = δhi . (1.3)

Связь между
1
F ,

2
F ,

3
F имеет вид:

1
Fαi

2
F hα =

2
Fαi

1
F hα =

3
F hi ,

2
Fαi

3
F hα =

3
Fαi

2
F hα = −

1
F hi ,

3
Fαi

1
F hα =

1
Fαi

3
F hα = −

2
F hi .

(1.4)

Мы полагаем, что аффиноры
1
F ,

2
F , на Vn определяют почти эрмитову

структуру [3], то есть
1
F ij = −

1
F ji,

2
F ij = −

2
F ji,

1
F ij = giα

1
Fαj ,

2
F ij = giα

2
Fαj . (1.5)
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Из (1.4) следует, что
3
F ij =

3
F ji,

3
F ij = giα

3
Fαj . (1.6)

Как обычно, под келеровой структурой будем понимать полукватер-
нионную структуру на Vn, для которой

s
F hi,j = 0, s = 1, 2, 3.

Здесь <,>—знак ковариантной производной в Vn.
Рассмотрим (псевдо-)римановы пространства (Vn, gij) и (V n, gij) c

полукватернионными келеровыми структурами
s
F ,

s

F , s = 1, 2, 3, нахо-
дящиеся в 4КПО, сохраняющем структуру. Тогда в общей по отобра-
жению системе координат (xi) при условиях (1.1)-(1.6) имеют место
соотношения

Γ
h
ij(x) = Γhij(x) +

3∑
s=0

s
q(i(x)

s
F hj)(x), (1.7)

где
◦
F hi = δhi ,

3
F hi =

1
Fαi

2
F hα,

s
F hi (x) =

s

F hi (x),

s
F hi,j = 0,

s
F hi|j = 0, s = 1, 2, 3, (1.8)

где sqi(x)—некоторые ковекторы; (·, ·) означает операцию симметриро-
вания по соответствующим индексам; <,>, <|>—знаки ковариантной
производной в Vn и V n, соответственно.
Назовем 4-квазипланарной линией кривую L полукватернионного

пространства (Vn, gij ,
s
F ), заданную в параметрической форме
xh = xh(t), h = 1, 2, . . . n,

вдоль которой функции λh = dxh

dt удовлетворяют дифференциальным
уравнениям

dλh(t)

dt
+ Γhαβ(x)λ

α(t)λβ(t) = λα
3∑
s=0

s
a(t)

s
F hα,

где s
a(t)—некоторые функции параметра t.
Эти кривые представляют собой аналог геодезических линий про-

странств аффинной связности и аналитически планарных кривых по-
чти комплексных многообразий [7], [2].
Покажем, что образом каждой геодезической в (Vn, gij ,

s
F ) при 4КПО

является 4-квазипланарная кривая в (V n, gij ,
s

F ).
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Если L—геодезическая в Vn с параметрическими уравнениями

xh = xh(t), h = 1, 2, . . . n,

то вдоль нее λh = dxh

dt удовлетворяют уравнениям

dλh(t)

dt
+ Γhαβ(x)λ

α(t)λβ(t) = ρ(t)λh(t).

В общей по 4КПО системе координат (xi) кривая L пространства
V n, являющаяся образом кривой L, определяется теми же парамет-
рическими уравнениями xh = xh(t), h = 1, 2, . . . n, а соответствующие
точки этих кривых имеют одинаковые значения параметра t. При этом
если в дифференциальные уравнения геодезической L подставить Γhαβ
из (1.7), то они примут вид

dλh(t)

dt
+ Γ

h
αβ(x)λ

α(t)λβ(t) = λα
3∑
s=0

s
a(t)

s
F hα,

то есть L будет 4-квазипланарной в V n.
Аналогично проверяется, что аналитически планарные и 4-квазипла-

нарные кривые Vn при 4КПО также переходят в 4-квазипланарные ли-
нии V n.
В [6] мы показали, что из зависимости между ковариантными про-

изводными
s
F в Vn и V n с учетом (1.1)-(1.8) следует, что

◦
qi =

1
qα

1
Fαi =

2
qα

2
Fαi =

3
qα

3
Fαi (1.9)

при
3
Fαα ̸= ±n.

Отметим, что
3
Fαα = ±n соответствует

3
F hi = ±δhi и, следовательно,

1
F hi = ±

2
F hi , то есть в этом случае полукватернионная келерова струк-

тура вырождается в классическую келерову [3].

2. СВОЙСТВА ПОЛУКВАТЕРНИОННЫХ КЕЛЕРОВЫХ ПРОСТРАНСТВ
2.1. Ввиду ковариантного постоянства структурных аффиноров в по-
лукватернионном келеровом пространстве (Vn, gij ,

s
F hi ) имеют место ра-

венства:
s
F hi,[kl] = 0,

откуда с учетом тождества Риччи и (1.1)-(1.5) получаются свойства
тензоров Римана и Риччи:
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Rαijk
1
Fαh = −Rhαjk

1
Fαi , Rαi

1
Fαh = −Rhα

1
Fαi , (2.10)

Rαijk
2
Fαh = −Rhαjk

2
Fαi , Rαi

2
Fαh = −Rhα

2
Fαi , (2.11)

Rαijk
3
Fαh = Rhαjk

3
Fαi , Rαi

3
Fαh = Rhα

3
Fαi . (2.12)

2.2. Поскольку
3
F hi,j = 0, аффинорная структура

3
F hi интегрируема [7],

так что в рассматриваемой окрестности можно выбрать систему коор-
динат, называемую адаптированной (к аффинору), в которой

3
F hi при-

водится к виду:

(
3
F hi ) =

(
Em 0
0 −En−m

)
, (2.13)

то есть
3
F ab = δab ,

3
FAB = δAB,

3
FAb =

3
F aB = 0, (2.14)

для a, b = 1, 2, . . . ,m, A,B = m+ 1,m+ 2, . . . , n.
В частности,

3
Fαα = 2m− n. (2.15)

В [6] мы доказали, что келерово полукватернионное пространство
(Vn, gij ,

s
F hi ) приводимо, и формулы (1.4)-(1.6), записанные в адаптиро-

ванной к
3
F hi системе координат, дают нам

gab = gab(x
c), gAB = gAB(x

C), gaB(x) = 0, (2.16)
1
F aB =

1
FAb = 0,

2
F aB =

2
FAb = 0,

2
F ab = −

1
F ab = F ab ,

2
FAB =

1
FAB = FAB,

(2.17)

причем
F ac F

c
b = −δab , gacF

c
b = −gbcF ca , F ab,c = 0,

FAC F
C
B = −δAB, gACF

C
B = −gBCFCA , FAB,C = 0.

Это означает, что полукватернионное келерово пространство Vn пред-
ставляет собой прямое произведение Vn = Vm×Vn−m, где пространство
(Vm(x

a), gab(x
c)) является обычным келеровым относительно аффинора

1
F ab (x

c), а пространство (Vn−m(x
A), gAB(x

C)), соответственно, обычным
келеровым относительно аффинора

1
FBA(x

C).
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3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ, ИНВАРИАНТНЫЕ ОТНОСИТЕЛЬНО
4КПО ПОЛУКВАТЕРНИОННЫХ КЕЛЕРОВЫХ ПРОСТРАНСТВ

3.1. Рассмотрим полукватернионные келеровы пространства

(Vn, gij ,
s
F ), (V n, gij ,

s

F ), s = 1, 2, 3,

находящиеся в 4КПО, сохраняющем структуру. При этом полагаем,
что наряду с (1.1)-(1.6) в V n выполняются аналогичные (1.5), (1.6) ра-
венства

1

F ij = −
1

F ji,
2

F ij = −
2

F ji,

1

F ij = giα
1
Fαj ,

2

F ij = giα
2
Fαj ,

3

F ij =
3

F ji,
3

F ij = giα
3
Fαj .

Свертывание основных уравнений 4КПО (1.7) по индексам i, j с уче-
том (1.4), (1.9) дает нам

2(m+ 2)
◦
qi = Γ

α
iα − Γαiα. (3.18)

Отсюда следует, что вектор ◦
qi градиентен.

Далее, ввиду (3.18) уравнения (1.7) можно представить в форме

T
h
ij = T hij ,

где

T hij = Γhij −
1

2(m+ 2)
ΓαβαQ

βh
ij , (3.19)

Qkhij = δki δ
h
j −

1
F ki

1
F hj −

2
F ki

2
F hj +

3
F ki

3
F hj . (3.20)

Аналогично записываются компоненты T
h
ij в V n.

3.2. На основании (1.7) зависимость между компонентами тензоров
Римана полукватернионных келеровых пространств

(Vn, gij ,
s
F ), (V n, gij ,

s
F ),

находящихся в 4КПО, имеет вид:
R
h
ijk = Rhijk + qα[jQ

(hα)
k]i , (3.21)

где
qij =

◦
qi,j −

◦
qα

◦
qβQ

αβ
ij , (3.22)

[·, ·] обозначено альтернирование по соответствующим индексам.
Из градиентности ◦

qi очевидно, что qij = qji.
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Свертывание (3.21) по индексам h, k дает нам

Rij = Rij + (n+ 4)qij − 2qαβQ
αβ
ij + (2m− n)qαi

3
Fαj . (3.23)

Отсюда с учетом градиентности ◦
qi находим, что

qαi
3
Fαj = qαj

3
Fαi

и, следовательно,

qαβ
3
Fαi

3
F βj = qij , qαβ

1
Fαi

1
F βj = qαβ

2
Fαi

2
F βj . (3.24)

Теперь (3.23) принимают вид

Rij = Rij + nqij + 4qαβ
1
Fαi

1
F βj + (2m− n)qαi

3
Fαj . (3.25)

Вычитая из (3.25) результат их свертывания с
1
F ik

1
F jl по индексам i, j,

получим

(n− 4)
(
qij − qαβ

1
Fαi

1
F βj

)
+ (2m− n)

(
qαj

3
Fαi + qαβ

2
Fαi

1
F βj

)
= 0.

Аналогично, складывая (3.25), свернутые с
3
F ik по индексу i, с резуль-

татом свертывания (3.25) с
2
F ik

1
F jl по индексам i, j, имеем

(2m− n)
(
qij − qαβ

1
Fαi

1
F βj

)
+ (n− 4)

(
qαj

3
Fαi + qαβ

2
Fαi

1
F βj

)
= 0.

Из двух последних равенств, соответственно, находим

qij = qαβ
1
Fαi

1
F βj , qαj

3
Fαi = −qαβ

2
Fαi

1
F βj , (3.26)

при m ̸= 2, n−m ̸= 2.
Наконец, (3.25) с учетом (3.26) дают нам(
Rαj −Rαj

) (
(n+ 4)δαi − (2m− n)

3
Fαi

)
= 4(m+ 2)(n−m+ 2)qij .

На основании полученных соотношений (3.21) можно представить в
форме

T
h
ijk = T hijk,

где

T hijk = Rhijk − R̃α[jQ
hα
k]i − 2R̃αk

( 1
F hi

1
Fαj −

2
F hi

2
Fαj

)
, (3.27)

R̃ij =
1

4(m+ 2)(n−m+ 2)
Rαj

(
(n+ 4)δαi − (2m− n)

3
Fαi

)
(3.28)

при m ̸= 2, n−m ̸= 2.
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Аналогичным образом представляются в V n компоненты T
h
ijk.

Нами доказана

Теорема 3.3. Геометрические объекты (3.19) и (3.27) инвариантны
относительно 4КПО полукватернионных келеровых пространств.
Объект (3.19) носит нетензорный характер и является аналогом из-

вестных параметров Томаса в теории геодезических отображений ри-
мановых пространств [7].
Его сохранение необходимо и достаточно для того, чтобы отображе-

ние между полукватернионными келеровыми пространствами было 4-
квазипланарным.
Объект (3.27)— аналог тензора Вейля в теории геодезических отоб-

ражений [7] и тензора голоморфно-проективной кривизны в теории
HP -отображений келеровых пространств [1].
Сохранение объекта (3.27)— лишь необходимое условие для того,

чтобы рассматриваемое отображение было 4-квазипланарным.

4. 4-КВАЗИПЛОСКИЕ ПОЛУКВАТЕРНИОННЫЕ КЕЛЕРОВЫ
ПРОСТРАНСТВА.

4.1. Будем называть полукватернионные келеровы пространства, до-
пускающие 4КПО на плоское пространство, 4-квазиплоскими. Рассмот-
рим 4КПО полукватернионного келерова пространства (Vn, gij ,

s
F ) на

плоское V n = En. Тогда из R
h
ijk = 0 следует T hijk = T hijk = 0 и, значит,

(3.27) принимают вид:

Rhijk = R̃α[jQ
hα
k]i + 2R̃αk

( 1
F hi

1
Fαj −

2
F hi

2
Fαj

)
. (4.29)

Опуская здесь индекс h в Vn и свертывая результат с gij по индексам
i, j, с учетом (3.28) получаем:

4(n−m2 +mn)Rhk + 4(2m− n)Rαk
3
Fαh−

−
(
(n+ 4)

3
R− (2m− n)R

) 3
F hk+

+
(
(2m− n)

3
R− (n+ 4)R

)
ghk = 0, (4.30)

где R = Rαα—скалярная кривизна Vn и
3
R = Rαβ

3
F βα.
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Исключая из (4.30) и результата их свертывания с
3

F hl по индексу h
слагаемое Rαk

3
Fαh , находим:

4m(n−m)Rhk =
(
nR− (2m−n)

3
R
)
ghk −

(
(2m−n)R−n

3
R
) 3
F hk. (4.31)

Продифференцируем это равенство ковариантно по xl:

4m(n−m)Rhk,l =
(
nR,l − (2m− n)

3
R,l

)
ghk−

−
(
(2m− n)R,l − n

3
R,l

) 3
F hk. (4.32)

Сравнивая результат поочередного свертывания (4.32) с ghl и
3
F hl по

индексам h, l, обнаруживаем, что R,k = 0 и
3
R,l = 0, то есть R и

3
R—

константы.
Учитывая вышесказанное, из (4.31) и (3.28) получаем

R̃hk =
(
C1R− C2

3
R
)
ghk −

(
C2R− C1

3
R
) 3
F hk, (4.33)

где

C1 =
n2 + 2n+ 2m2 − 2mn

8m(n−m)(m+ 2)(n−m+ 2)
,

C2 =
(2m− n)(n+ 2)

8m(n−m)(m+ 2)(n−m+ 2)

—константы при m ̸= 2, n−m ̸= 2.
Нами доказана

Теорема 4.2. Тензор Римана 4-квазиплоского полукватернионного ке-
лерова пространства (Vn, gij ,

s
F ) по необходимости имеет структуру

Rhijk = R̃α[jQ
hα
k]i + 2R̃αk

( 1
F hi

1
Fαj −

2
F hi

2
Fαj

)
,

R̃hk =
(
C1R− C2

3
R
)
ghk −

(
C2R− C1

3
R
) 3
F hk,

где

C1 =
n2 + 2n+ 2m2 − 2mn

8m(n−m)(m+ 2)(n−m+ 2)
,

C2 =
(2m− n)(n+ 2)

8m(n−m)(m+ 2)(n−m+ 2)

—константы при m ̸= 2, n−m ̸= 2.
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4.3. Если Vn— 4-квазиплоское полукватернионное пространство, то, в
соответствии с теоремой 4.2, его тензор Римана имеет структуру (4.29),
(4.33). Подставляя эти соотношения в выражение (3.27) для T hijk, полу-
чаем что в Vn имеет место T hijk = 0.
Пусть полукватернионное келерово пространство (Vn, gij ,

s
F ) допус-

кает 4КПО на 4-квазиплоское полукватернионное келерово (V n, gij ,
s
F ).

Тогда в V n тензор Римана имеет структуру, указанную в (4.29), (4.33)
и, следовательно, T hijk = 0. В силу инвариантности, T hijk = T

h
ijk = 0 в

Vn. Отсюда, в свою очередь, вытекают (4.29), (4.33).
Таким образом, справедлива

Теорема 4.4. Если полукватернионное келерово пространство

(Vn, gij ,
s
F )

допускает 4КПО на 4-квазиплоское полукватернионное келерово

(V n, gij ,
s
F ),

то тензор Римана Vn по необходимости удовлетворяет (4.29), (4.33).
Эта теорема по сути говорит о том, что класс полукватернионных ке-

леровых пространств, тензор Римана которых имеет структуру (4.29),
(4.33), замкнут относительно 4КПО.

4.5. Естественно возникает вопрос о том, допускает ли полукватерни-
онное келерово пространство Vn, в котором имеют место (4.29),(4.33),
нетривиальное 4КПО.
Предположим, что 4-квазиплоское полукватернионное келерово про-

странство (Vn, gij ,
s
F ) нам задано. Если существует полукватернионное

келерово относительно той же аффинорной структуры пространство
V n с метрическим тензором gij(x), на которое пространство Vn допус-
кает 4КПО соответствующее вектору ◦

qi ̸= 0, то, ввиду инвариантности
T hijk, имеем T hijk = T

h
ijk = 0. Тогда после свертывания (3.27) по h, k

ввиду (3.22), (4.31), (4.33) следует, что

◦
qi,j −

◦
qα

◦
qβQ

αβ
ij = (r1gij − r1gij) + (r2

3

F ij − r2
3
F ij), (4.34)

где r1, r2, r1, r2—некоторые константы.
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Далее, ввиду (1.1)-(1.6), (1.8) и (1.9) основные уравнения 4КПО (1.7)
можно представить в эквивалентной форме:

gij,k = 2
◦
qkgij + 2

◦
qα

3

Fαk

3

F ij +
◦
qαgβkQ

αβ
(ij). (4.35)

Совокупность уравнений (4.34), (4.35) образует систему Коши в ко-
вариантных производных первого порядка в Vn относительно gij(x) и
◦
qk. Кроме этого в V n мы также должны требовать выполнения условий

giα
1
Fαj + gjα

1
Fαi = 0,

giα
2
Fαj + gjα

2
Fαi = 0,

giα
3
Fαj − gjα

3
Fαi = 0.

(4.36)

Исследуем смешанную систему (4.34), (4.35), (4.36) в Vn. Заметим,
что при этих условиях в V n автоматически следует

s
F ik|l ≡ 0. Суще-

ствование решения

gij(x) ≡ gji(x), (det ∥gij∥ ̸= 0),
◦
qk(x) ̸= 0 (4.37)

системы уравнений (4.34), (4.35), (4.36) в 4-квазиплоском полукватер-
нионном келеровом пространстве Vn необходимо и достаточно, чтобы
это пространство допускало 4КПО.
Условия интегрируемости (4.34) и (4.35) имеют вид:
◦
qαR

α
ijk −

◦
qα,k

◦
qβQ

αβ
ij − ◦

qα
◦
qβ,kQ

αβ
ij =

+
◦
qα,j

◦
qβQ

αβ
ik +

◦
qα

◦
qβ,jQ

αβ
ik = gα[j,k]

(
r1δ

α
i + r2

3
Fαi

)
,

gαjR
α
ikl + giαR

α
jkl = 2gij,[l

◦
qk + 2

◦
qα,[l

3
Fαk]

3

F ij+

+ 2
3
F βj gβi,[l

3
Fαk]

◦
qα +

◦
qα,[lgk]βQ

αβ
(ij) +

◦
qαgβ[k,l]Q

αβ
(ij)

Ввиду (4.29), (4.33), (4.34), (4.35), эти условия интегрируемости выпол-
няются тождественно.
Дифференцируя ковариантно в Vn (4.36) и используя (4.35), убеж-

даемся, что первое дифференциальное продолжение условий (4.37) вы-
полняется.
Из вышесказанного и из теории дифференциальных уравнений сле-

дует, что смешанная система уравнений (4.34), (4.35), (4.36) имеет в 4-
квазиплоском полукватернионном келеровом пространстве Vn решение
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для любых начальных значениях искомых функций (4.37), удовлетво-
ряющих в точке M0 условиям (4.36).
Итак, нами доказана

Теорема 4.6. Любое 4-квазиплоское полукватернионное келерово про-
странство допускает нетривиальные 4КПО.
Две последние теоремы представляют собой аналог теоремы Бель-

трами в теории геодезических отображений римановых пространств.

5. СТРОЕНИЕ 4-КВАЗИПЛОСКИХ ПОЛУКВАТЕРНИОННЫХ КЕЛЕРОВЫХ
ПРОСТРАНСТВ

Рассмотрим тензор Римана 4-квазиплоского полукватернионного ке-
лерова пространства

Rhijk = R̃α[jQ
hα
k]i + 2R̃αk

( 1
F hi

1
Fαj −

2
F hi

2
Fαj

)
,

R̃hk =
(
C1R− C2

3
R
)
ghk −

(
C2R− C1

3
R
) 3
F hk

в адаптированной к аффинору
3
F системе координат. Тогда, как ука-

зывалось ранее, имеем

(
3
F hi ) =

(
Em 0
0 −En−m

)
,

3
F ab = δab ,

3
FAB = δAB,

3
FAb =

3
F aB = 0,

gab = gab(x
c), gAB = gAB(x

C), gaB(x) = 0,

1
F aB =

1
FAb = 0,

2
F aB =

2
FAb = 0,

2
F ab = −

1
F ab = F ab ,

2
FAB =

1
FAB = FAB,

F ac F
c
b = −δab , gacF

c
b = −gbcF ca , F ab,c = 0,

FAC F
C
B = −δAB, gACF

C
B = −gBCFCA , FAB,C = 0,

где a, b = 1, 2, . . . ,m, A,B = m+ 1,m+ 2, . . . , n.
Учитывая все это, при h = a, i = b, j = c, k = d получим, что

Rabcd = C3

(
δa[cgd]b +

1
F a[c

1
F d]b + 2

1
F ab

1
F cd

)
, (5.38)
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а при h = A, i = B, j = C, k = D—что

RABCD = C4

(
δA[CgD]B +

1
F a[c

1
F d]b + 2

1
FAB

1
F cd

)
, (5.39)

где C3, C4—некоторые константы. Остальные компоненты тензора Ри-
мана равны нулю.
Соотношения (5.38) свидетельствуют о том, что компонента Vm пред-

ставляет собой классическое келерово пространство постоянной голо-
морфной кривизны [1] относительно аффинора

1
F ab (x

c).
Аналогично (5.39) говорит о том, что компонента Vn−m представля-

ет собой классическое келерово пространство постоянной голоморфной

кривизны относительно аффинора
1

FAB (xC).
Нами доказана

Теорема 5.1. 4-квазиплоское полукватернионное келерово простран-
ство

(
Vn, gij(x

i),
s
F (xi)

)
есть прямое произведение Vn = Vm × Vn−m,

где
(
Vm(x

a), gab(x
c),

1
F ab (x

c)
)
является келеровым относительно аф-

финора
1
F ab (x

c) пространством постоянной голоморфной кривизны, а(
Vn−m(x

A), gAB(x
C),

1
FBA(x

C)
)
—соответственно, келеровым относи-

тельно аффинора
1
FBA(x

C) пространством постоянной голоморфной
кривизны.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей статье мы решаем задачи, традиционные для любого

типа отображений аффинносвязных и римановых пространств, а имен-
но, построение геометрических объектов, инвариантных относительно
рассматриваемых отображений, и нахождение классов пространств, их
допускающих.
Мы построили геометрические объекты, инвариантные относитель-

но 4-квазипланарных отображений полукватернионных келеровых про-
странств.
Один из них T hij носит нетензорный характер (типа проективных па-

раметров Томаса в теории геодезических отображений римановых про-
странств), в чем состоит неудобство его применения. Сохранение это-
го объекта является необходимым и достаточным условием того, что-
бы отображение одного полукватернионного келерова пространства на
другое было 4-квазипланарным.
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Другой объект T hijk—тензорный (типа тензора Вейля в теории геоде-
зических отображений римановых пространств или тензора голоморф-
но проективной кривизны в теории голоморфно-проективных отобра-
жений келеровых пространств). Его сохранение является лишь необхо-
димым условием того, чтобы соответствие между двумя полукватер-
нионными келеровыми пространствами было 4-квазипланарным.
Мы выделили класс пространств, названных 4-квазиплоскими, ко-

торые допускают 4-квазипланарное отображение на плоское простран-
ство. С помощью объекта T hijk получен внутренний тензорный признак
этих пространств и доказано, что любое 4-квазиплоское пространство
допускает нетривиальные 4-квазипланарные отображения на другие 4-
квазиплоские пространства (это аналог теоремы Бельтрами из теории
геодезических отображений римановых пространств).
Показано, что 4-квазиплоское пространство представляет собою пря-

мое произведение двух келеровых пространств постоянной голоморф-
ной кривизны.
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