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КОНТАКТНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПIВНЕСКIНЧЕННОГО ШАРУ

Розв’язано контактну задачу про втискування з ексцентриситетом кругового штам-
па у пiвнескiнченний пружний шар, що спирається на абсолютно жорстку основу без
тертя. На бiчнiй та нижнiй гранях пiвшару задано умови гладкого контакту. Пiд час
розв’язання використано вертикальне перемiщення точок шару, пiд дiєю зосередженої
на верхнiй межi шару сили. Отримано сингулярне iнтегральне рiвняння вiдносно невiдо-
мого контактного напруження. Розв’язок рiвняння розшукується у виглядi розвинення
за системою косинусiв у силу парностi контактного напруження вiдносно полярного
кута. В подальшому проведено ортогоналiзацiю за системою косинусiв, що приводить
до системи парних iнтегральних рiвнянь. Рiвняння розв’язано методом ортогональних
многочленiв i зведено до нескiнченної двовимiрної системи алгебраїчних рiвнянь, яку
розв’язано методом редукцiї. Отриманi осадка штампа i момент сили, що забезпечує
поступальний рух штампа, iз умов рiвноваги.
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Вступ. Дослiдження контактної взаємодiї твердих тiл розпочинається з
класичних робiт Ж. Буссинеска та Г. Герца [1, 2]. Г. Герцем було створено до-
статньо загальну теорiю контакта пружних тiл з гладкою поверхнею. Ж. Бус-
синеском фактично було побудовано розв’язок контактної задачi про втискува-
ння кругового штампа у пружний пiвпростiр. Велику кiлькiсть робiт присвяче-
но розв’язку просторових контактних задач для пружного шару. У цьому класi
бiльш складних задач не знайдено точних розв’язкiв, але запропоновано ефе-
ктивнi методи наближених. М. Н. Лебєдєвим та Я. С. Уфляндом у [3] розв’язано
задачу про втискування кругового штампа у пружний шар. Розв’язок побудо-
вано за допомогою iнтегрального перетворення Ханкеля та зведено до рiвняння
Фредгольма з симетричним ядром. У роботi I. I. Воровича та Ю. А. Устинова
[4] було запропоновано асимптотичний розв’язок цiєї задачi для товстого шару.
Пiзнiше В. М. Александровим та I. I. Воровичем було розроблено асимптотичнi
методи, що дозволяють знаходити розв’язки як для товстого, так i для тонкого
шару [5].

Втискування штампа невiсьовою силою у пружний шар розглянуто у робо-
тах К. Є. Єгорова [6], А. Л. Флоренса [7]. Бiльш проста задача про кручення
шару круговим штампом дослiджена Я. С. Уфляндом [8], А. Л. Флоренсом [7],
Д. В. Грилицьким [9]. У роботах Р. Лоу [10], К. Срiвастави та В. Саксени [11]
розглянуто вiсьосиметричнi контактнi задачi для пружного шару, що стискає-
ться парою штампiв кругової або кiльцевої форми. Г. Я. Поповим у роботi [12]
наближено розв’язано контактну задачу з круговою областю контакту у випадку
пружної основи загального типу. К. Є. Єгоровим розглянуто контактну задачу

Надiйшла 30.10.2017 © Фесенко Г. О., 2018



112 Фесенко Г. О.

для пружного шару за дiї невiсьової вертикальної сили на круговий штамп, де
розв’язок задачi роздiлено на двi частини вiдповiдно для центральної сили та
пари сил з моментом. Задачу зведено до системи парних iнтегральних рiвнянь
Фредгольма [6]. У роботi [13] розглянуто невiсьосиметричну контактну задачу
для кругового штампа на пружнiй основi. Iнтегральне рiвняння завдяки ортого-
налiзацiї за системою косинусiв зведено до окремих iнтегральних рiвнянь вiдно-
сно контактних напружень пiд штампом, що розв’язанi методом ортогональних
многочленiв [14] та зведенi до нескiнченних систем лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь, що розв’язанi методом редукцiї. Проте вiдмiтимо, що проблеми збiжностi
двовимiрних нескiнченних систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь практично не
дослiджувались. Основний внесок тут зроблено Г. Я. Поповим у роботi [15].

Дослiдження робiт, присвячених контактним задачам теорiї пружностi для
шару за дiї кругового штампа, показало, що залишається вiдкритою проблема
дослiдження напруженого стану пiвнескiнченного шару за дiї кругового штампу
з ексцентриситетом. Не встановлено момент сили, що забезпечує поступальний
рух штампа.

Основнi результати
1. Постановка задачi та її розв’язання. У пiвнескiнченну пружну плиту

(модуль зсуву 𝐺, коефiцiєнт Пуассона 𝜇) скiнченної товщини ℎ, що спирається
на абсолютно жорстку основу без тертя, що описується у декартовiй системi
координат спiввiдношеннями 0 < 𝑥 < ∞, −∞ < 𝑦 < ∞, 0 < 𝑧 < ℎ пiд дiєю
зовнiшньої сили 𝑃 на гранi 𝑧 = ℎ втискується абсолютно жорсткий круговий у
планi штамп (рис.) ( 𝐴 — радiус штампа, 𝐵 — вiдстань вiд початку координат
до центра штампа), причому лiнiя дiючої на штамп сили не збiгається з його
вiссю. Приймаємо також, що тертя мiж штампом та плитою вiдсутнє. По торцю
пiвшару i на нижнiй гранi задано умови гладкого контакту. Потрiбно знайти
такий момент 𝑀 прикладення зосередженої сили 𝑃 , що штамп буде рухатися
поступально на невiдому величину осадки 𝛿.

Рис. Постановка задачi
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При розв’язуваннi використовується формула вертикального перемiщення то-
чок пiвшару пiд дiєю сили 𝑃 , що дiє у довiльнiй точцi (𝑎, 𝑏) гранi 𝑧 = ℎ, аналiти-
чне подання якого отримано у роботi [16]

𝑤0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 𝜇−1
1

4𝜋𝐺

∞̂

0

𝐽*
0 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏)𝐹 (ℎ𝑡)𝑑𝑡, 𝐹 (ℎ𝑡)

𝑐ℎ(2ℎ𝑡)− 1

𝑠ℎ(2ℎ𝑡) + 2ℎ𝑡
, 𝜇1 = (2−2𝜇)−1,

𝐽*
0 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) = 𝐽0

(︁
𝑡
√︀

(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2
)︁
+ 𝐽0

(︁
𝑡
√︀

(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2
)︁
, (1)

𝐽0(𝑡) — функцiя Бесселя.
Видiлимо асимптотику пiдiнтегральної функцiї виходячи з того, що

lim
𝑡→0

𝐽0(𝑡) = 1, lim
𝑡→∞

𝐹 (𝑡) = 1,

за наступним правилом: 𝐹 (𝑡)− 1 + 1 = 𝑅(𝑡) + 1, де

𝑅(ℎ𝑡) =
2𝑒−4ℎ𝑡 − 2𝑒−2ℎ𝑡 − 4ℎ𝑡𝑒−2ℎ𝑡

1 + 4ℎ𝑡𝑒−2ℎ𝑡 − 𝑒−4ℎ𝑡
=
𝑒−2ℎ𝑡 − 2ℎ𝑡− 1

𝑠ℎ(2ℎ𝑡)
+ 2ℎ𝑡. (2)

Для того щоб перейти до кругового штампа 0 < 𝑟 < 𝐴, −𝜋 < 𝜑 < 𝜋, виконаємо
замiну до полярної системи координат

𝑥 = 𝐵 + 𝑟 cos𝜑, 𝑦 = 𝑟 sin𝜑, 𝑎 = 𝐵 + 𝜌 cos𝜓, 𝑏 = 𝜌 sin𝜓, (3)

де 𝐵 — вiдстань вiд початку координат до центра штампа.
Тодi замiсть функцiї 𝐽*

0 (𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏) у (1) отримаємо

𝐽*
0 (𝑡, 𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓,𝐵) = 𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓)

)︁
+

+𝐽0

(︁
𝑡
√︀
4𝐵2 + 4𝐵(𝑟 cos𝜑+ 𝜌 cos𝜓) + 𝑟2 + 𝜌2 + 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓)

)︁
.

Введемо наступне позначення

𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) =
∞́

0

𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓)

)︁
(1 +𝑅(ℎ𝑡))𝑑𝑡,

𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)𝐵 =
∞́

0

𝐽0(𝑡
√︀

4𝐵2 + 4𝐵(𝑟 cos𝜑+ 𝜌 cos𝜓) + 𝑟2 + 𝜌2 + 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓))·

·(1 +𝑅(ℎ𝑡))𝑑𝑡.

Тодi перемiщення пiд дiєю розподiленого по круговому штампу навантаження
отримаємо у виглядi

𝑤𝑝(𝑟, 𝜑) = − 𝜇−1
1

4𝜋𝐺

�̂�

0

�̂�

−𝜋

[𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) +𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)𝐵 ] 𝑝(𝜌, 𝜓)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜓, (4)

де 𝑝(𝜌, 𝜓) — iнтенсивнiсть дiючого навантаження. Навантаження задамо таким
чином, що функцiя перемiщень буде являти собою площину, причому паралельну
осi 𝑦

𝐴𝑥+ 𝐶𝑧 +𝐷 = 0 V 𝑧 = −𝐴
𝐶
𝑥− 𝐷

𝐶
. (5)
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З iншого боку, якщо 𝛿 — вiдстань, на яку втискується штамп, 𝜔 — кут по-
вороту штампа навколо осi 𝑂𝑦, то, розглянувши локальную систему координат,
отримаємо

𝑤 = −𝛿 − 𝑥* sin𝜔, 𝑥 = 𝑥* +𝐵 ⇒ 𝑥* = 𝑥−𝐵,

а значить
𝑤 = −𝛿 − (𝑥−𝐵) sin𝜔 = −𝑥 sin𝜔 − (𝛿 −𝐵 sin𝜔).

Тодi iз (5), прирiвнявши коефiцiєнти

𝐴

𝐶
= sin𝜔,

𝐷

𝐶
= 𝛿 −𝐵 sin𝜔, 𝑧 = −𝛿 − (𝑥−𝐵) sin𝜔,

запишемо рiвняння перемiщень точок штампа

𝑤0(𝑟, 𝜑) = −𝛿 + (𝐵 + 𝑟 cos𝜑−𝐵) sin𝜔 = −𝛿 − 𝑟 cos𝜑 sin𝜔. (6)

Перемiщення верхньої межi шару (4) покладемо рiвними перемiщенням штам-
па (6) пiд дiєю на нього сили постiйної iнтенсивностi. У результатi отримаємо
iнтегральне рiвняння вiдносно невiдомого контактного напруження.

Запишемо у загальному виглядi iнтегральне рiвняння

𝑤𝑝(𝑟, 𝜑) = 𝑤0(𝑟, 𝜑), 0 < 𝑟 < 𝐴, −𝜋 < 𝜑 < 𝜋. (7)

Зробимо наступну замiну змiнних

𝑟 = 𝑟′𝐴, 𝑟′ ∈ [0, 1] 𝜌 = 𝜌′𝐴, 𝜌′ ∈ [0, 1], 𝑑𝜌 = 𝐴𝑑𝜌′,

𝑡 = 𝑡′/𝐴, 𝑑𝑡 = 𝑑𝑡′/𝐴, 𝑎 = ℎ/𝐴.
(8)

Отримаємо для (4) вираз

𝑤𝑝(𝑟
′𝐴, 𝜑) = −𝜇

−1
1 𝐴

4𝜋𝐺

1ˆ

0

�̂�

−𝜋

∞̂

0

𝐽*
0 (𝑡

′, 𝑟′, 𝜌′, 𝜑, 𝜓,𝐵/𝐴)(1 +𝑅(𝑡′𝑎))𝑝(𝜌′𝐴,𝜓)𝜌′𝑑𝜌′𝑑𝜓𝑑𝑡′.

У подальшому штрихи не пишимо. З урахуванням вигляду 𝐽*
0 можна записати

так:

𝑤𝑝(𝑟, 𝜑) = −𝜇
−1
1 𝐴

4𝜋𝐺

1ˆ

0

�̂�

−𝜋

[︀
𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) +𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)

]︀
𝑝(𝜌, 𝜓)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜓.

Тодi iнтегральне рiвняння (7) запишемо у формi

−𝜇−1
1 𝐴
4𝜋𝐺

1́

0

�́�

−𝜋

[︀
𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) +𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)

]︀
𝑝(𝜌, 𝜓)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜓 =

= −𝛿 − 𝑟𝐴 cos𝜑 sin𝜔, 0 < 𝑟 < 𝐴, −𝜋 < 𝜑 < 𝜋.

(9)

Враховуючи те, що силу прикладено симетрично вiдносно штампа, площина
𝑧𝑂𝑦 є площиною симетрiї, та тому контактне напруження буде парним вiдносно
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полярного кута та можна задавати його у виглядi розвинення у ряд по системi
косинусiв

𝑝(𝜌, 𝜓) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌) cos𝜓. (10)

Пiдставимо (10) у рiвняння (9)

−𝜇−1
1 𝐴
4𝜋𝐺

∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

[︀
𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) +𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)

]︀
cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓 =

=
∞∑︀
𝑛=0

𝑓𝑛 cos𝑛𝜑, 0 < 𝑟 < 𝐴, −𝜋 < 𝜑 < 𝜋.

(11)

Тут праву частину також розкладено у ряд за системою косинусiв, причому,
враховуючи вигляд правої частини у (9), виконуються рiвностi

𝑓0(𝑟) = −𝛿, 𝑓1 = −𝑟𝐴 sin𝜔.

Введемо позначення

𝐼1 =
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋
𝑊 (𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)𝑐𝑜𝑠𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓 =

=
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

∞́

0

𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓)

)︁
(1 +𝑅(ℎ𝑡)) cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝑡.

(12)

𝐼2 =

∞∑︁
𝑛=0

1ˆ

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)

�̂�

−𝜋

𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓. (13)

Тодi iнтегральне рiвняння (11) приймає вигляд

−𝜇
−1
1 𝐴

4𝜋𝐺
[𝐼1 + 𝐼2] =

∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑟) cos𝑛𝜑. (14)

Розглянемо у спiввiдношеннi 𝐼1, що визначено формулой (12), iнтеграл

�̂�

−𝜋

𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓)

)︁
𝑝(𝜌, 𝜓)𝑑𝜓 =

0ˆ

−𝜋

+

�̂�

0

(𝐽0 · 𝑝(𝜌, 𝜓))𝑑𝜓,

де пiсля виконання у другому iнтегралi замiни 𝜓′ = −𝜓 отримаємо
�̂�

0

[︁
𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos(𝜑− 𝜓)

)︁
+ 𝐽0

(︁
𝑡
√︀
𝑟2 + 𝜌2 − 2𝑟𝜌 cos(𝜑+ 𝜓)

)︁]︁
𝑝(𝜌, 𝜓)𝑑𝜓.

Пiсля застосування теореми додавання для функцiї Бесселя (8.531 [23]) маємо
�̂�

0

[︃
2𝐽0(𝑡𝑟)𝐽0(𝑡𝜌) + 4

∞∑︁
𝑘=1

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌) cos 𝑘𝜑 cos 𝑘𝜓

]︃
𝑝(𝜌, 𝜓)𝑑𝜓. (15)
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Пiдставимо отриманий вираз (15) у вихiдний iнтеграл 𝐼1 (12)

𝐼1 =
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

0

cos𝑛𝜓
∞́

0

[2𝐽0(𝑡𝑟)𝐽0(𝑡𝜌)+

+4
∞∑︀
𝑘=1

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌) cos 𝑘𝜑 cos 𝑘𝜓](1 +𝑅(ℎ𝑡))𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝑡

та обчислимо iнтеграли по 𝜓, враховуючи формулу (858.517 [27]).

∞∑︀
𝑛=0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

0

cos𝑛𝜓

[︂
2𝐽0(𝑡𝑟)𝐽0(𝑡𝜌) + 4

∞∑︀
𝑘=1

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌) cos 𝑘𝜑 cos 𝑘𝜓

]︂
𝑑𝜓 =

= 2𝜋𝑝0(𝜌)𝐽0(𝑡𝑟)𝐽0(𝑡𝜌) + 2𝜋
∞∑︀
𝑛=1

𝑝𝑛(𝜌)𝐽𝑛(𝑡𝑟)𝐽𝑛(𝑡𝜌) cos𝑛𝜑 =

= 2𝜋
∞∑︀
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)𝐽𝑛(𝑡𝑟)𝐽𝑛(𝑡𝜌) cos𝑛𝜑.

Запишемо остаточний вигляд перетворенного iнтеграла з рiвняння (14)

𝐼1 = 2𝜋

∞∑︁
𝑛=0

1ˆ

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)

∞̂

0

𝐽𝑛(𝑡𝑟)𝐽𝑛(𝑡𝜌)(1 +𝑅(ℎ𝑡))𝑑𝜌𝑑𝑡 · cos𝑛𝜑. (16)

Розглянемо iнтеграл 𝐼2, визначений у (13)

𝐼1 = 2𝜋

∞∑︁
𝑛=0

1ˆ

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)

�̂�

−𝜋

𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓, (17)

де

𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) =

∞̂

0

𝐽0 (𝑡 ·𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)) (1 +𝑅(ℎ𝑡))𝑑𝑡, (18)

𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) =

=
√︀

4(𝐵/𝐴)2 + 4(𝐵/𝐴)(𝑟 cos /𝑝ℎ𝑖+ 𝜌 cos𝜓) + 𝑟2 + 𝜌2 + 2𝑟𝜌 cos(𝜑+ 𝜓).

(19)

Розглянемо iнтеграл (18)

𝑊𝐵/𝐴(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) =
∞́

0

𝐽0 (𝑡 ·𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)) 1 +𝑅(ℎ𝑡))𝑑𝑡 =

= 1
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

∞́

0

𝐽0 (𝑡 ·𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓))𝑅(ℎ𝑡)𝑑𝑡.
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Тут було використано формулу (6.511[23]), у другому iнтегралi пiдiнтегральна
функцiя 𝑅(ℎ𝑡), що визначена у (2), експоненцiально спадає. Пiдставимо iнте-
гральне подання функцiї Бесселя [14]

𝐽0

(︁
𝑡
√︀
(𝑥+ 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2

)︁
=

2

𝜋

𝑝𝑖/2ˆ

0

cos [𝑡(𝑥+ 𝑎) cos 𝜉] cos [𝑡(𝑦 − 𝑏) sin 𝜉] 𝑑𝜉

в останнiй iнтеграл, враховуючи замiну змiнних (13), (8)

𝑊𝐵/𝐴 =
1

𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)
+

+
2

𝜋

∞́

0

𝑅(𝑡𝑎)
𝜋/2´
0

cos [𝑡(2𝐵/𝐴+ 𝑟 cos𝜑+ 𝜌 cos𝜓) cos 𝜉]×

× cos [𝑡(𝑟 sin𝜑− 𝜌 sin𝜓) sin 𝜉] 𝑑𝜉 𝑑𝑡.

(20)

Пiсля застосування формул (401.03., 401.04. [27]), знайдемо

cos[𝑡𝑐(𝑥+ 𝑎)] cos[𝑡𝑠(𝑦 − 𝑏)] =

= cos(𝑡𝑐𝑥) cos(𝑡𝑐𝑎) cos(𝑡𝑠𝑦) cos(𝑡𝑠𝑏) + cos(𝑡𝑐𝑥) cos(𝑡𝑐𝑎) sin(𝑡𝑠𝑦) sin(𝑡𝑠𝑏)−

− sin(𝑡𝑐𝑥) sin(𝑡𝑐𝑎) cos(𝑡𝑠𝑦) cos(𝑡𝑠𝑏)− sin(𝑡𝑐𝑥) sin(𝑡𝑐𝑎) sin(𝑡𝑠𝑦) sin(𝑡𝑠𝑏).

Тут використанi позначення

𝑡 cos 𝜉 = 𝑡𝑐, 𝑡 sin 𝜉 = 𝑡𝑠.

Пiдставимо отриманий вираз (20) у 𝐼2, що визначено у (17),

𝐼2 = 𝐴

1ˆ

0

𝜌

∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)

�̂�

−𝜋

cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓

𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)
+

+ 2𝐴
𝜋

∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) cos𝑛𝜓
𝜋/2´
0

𝐹 *𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝑡𝑑𝜉,

(21)

де

𝐹 * = cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)] cos [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] +

+ cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
sin [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)] sin [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)]−

− sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)] cos [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)]−

− sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
sin [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)] sin [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] .
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В iнтегралi (21) використаємо парнiсть пiдiнтегральної функцiї 𝐹 * за змiнною 𝜉
та зробимо в отриманому iнтегралi замiну

sin 𝜉 = 𝜏, cos 𝜉 =
√︀
1− 𝜏2, 𝑑𝜉 =

𝑑𝜏√
1− 𝜏2

.

Застосуємо квадратурну формулу Гаусса [36] до отриманого iнтеграла

1

2

𝜋/2ˆ

−𝜋/2

𝐹 *𝑑𝜉 =
1

2

1ˆ

−1

𝐹 *(𝜏)𝑓𝑟𝑎𝑐𝑑𝜏
√︀
1− 𝜏2 =

1

2

𝜋

𝑁

1∑︁
−1

𝐹 *(𝜏𝑁𝑖 ),

𝜏𝑖 = cos 2𝑖−1
2𝑁 𝜋, 𝑖 = 1, 𝑁 – нулi многочлена Чебишева першого роду. Тодi iнтеграл

(21) перетвориться до вигляду

𝐼2 = 𝐴
1́

0

𝜌
∞∑︀
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

+𝐴
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) cos𝑛𝜓 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

𝐹 *(𝜏𝑁𝑖 )𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝑡.

(22)

Змiнимо порядок iнтегрування та розглянемо

�́�

−𝜋
𝐹 *(𝜏𝑁𝑖 ) cos𝑛𝜓𝑑𝜓 =

= cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)]

�́�

−𝜋
cos𝑛𝜓 cos

[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] 𝑑𝜓+

+cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
sin [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)]

�́�

−𝜋
cos𝑛𝜓 cos

[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
sin [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] 𝑑𝜓−

− sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)]

�́�

−𝜋
cos𝑛𝜓 sin

[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] 𝑑𝜓−

− sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
sin [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)]

�́�

−𝜋
cos𝑛𝜓 sin

[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
sin [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] 𝑑𝜓.

Видно, що у другому та четвертому iнтегралах пiдiнтегральнi функцiї непарнi, а
значить, цi iнтеграли дорiвнюють нулю. У першому та третьому – парнi, значить
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можемо записати

�́�

−𝜋
𝐹 *(𝜏𝑁𝑖 ) cos𝑛𝜓𝑑𝜓 =

= 2 cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)]

�́�

0

cos𝑛𝜓 cos
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] 𝑑𝜓−

−2 sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝑟 sin𝜑)]

�́�

0

cos𝑛𝜓 sin
[︀
𝑡𝑐(

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︀
cos [𝑡𝑠(𝜌 sin𝜓)] 𝑑𝜓.

Таким чином, для другого доданка (22) з урахуванням замiни sin 𝜉 = 𝜏 маємо

2𝐴

∞∑︁
𝑛=0

1ˆ

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)

∞̂

0

𝑅(𝑡𝑎)
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝐹 **(𝜏𝑁𝑖 )𝑑𝜌𝑑𝑡, (23)

де

𝐹 **(𝜏𝑁𝑖 ) = cos
[︁
𝑡
√︀
1− 𝜏2𝑖 (

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑]×

×
�́�

0

cos𝑛𝜓 cos
[︁
𝑡
√︀
1− 𝜏2𝑖 (

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜓] 𝑑𝜓−

− sin
[︁
𝑡
√︀
1− 𝜏2𝑖 (

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑]×

×
�́�

0

cos𝑛𝜓 sin
[︁
𝑡
√︀
1− 𝜏2𝑖 (

𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜓] 𝑑𝜓.

Використаємо формули (401.03., 401.01. [27]). Введемо позначення

𝐼
(1)
𝑛𝑖 (𝜌) =

�́�

0

cos𝑛𝜓 cos
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (
𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜓] 𝑑𝜓,

𝐼
(2)
𝑛𝑖 (𝜌) =

�́�

0

cos𝑛𝜓 sin
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (
𝐵
𝐴 + 𝜌 cos𝜓)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜓] 𝑑𝜓.

(24)

Пiсля виконання перетворень, отримаємо вираз для доданка (23)

2𝐴
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

{cos
[︁
𝑡
√︀
1− 𝜏2𝑖 (2

𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑] · 𝐼(1)𝑛𝑖 (𝜌)−

− sin
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (2
𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑] · 𝐼(2)𝑛𝑖 (𝜌)}𝑑𝜌𝑑𝑡.

(25)
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Запишемо остаточний вираз для iнтеграла 𝐼2

𝐼2 = 𝐴
1∑︀
0
𝜌

∞∑︀
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

+2𝐴
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

{cos
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (2
𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑] · 𝐼(1)𝑛𝑖 (𝜌)−

− sin
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (2
𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑] · 𝐼(2)𝑛𝑖 (𝜌)}𝑑𝜌𝑑𝑡.

(26)

У результатi проведених перетворень iнтегральне рiвняння (14), враховуючи (16),
запишемо у формi

−𝜇−1
1 𝐴
4𝜋𝐺 [2𝜋

∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
∞́

0

𝐽𝑛(𝑡𝑟)𝐽𝑛(𝑡𝜌)(1 +𝑅(𝑡𝑎))𝑑𝜌𝑑𝑡 · cos𝑛𝜑+

+
1́

0

𝜌
∞∑︀
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

cos𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

+2
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

{cos
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (2
𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑] · 𝐼(1)𝑛𝑖 (𝜌)−

− sin
[︁
𝑡
√︀

1− 𝜏2𝑖 (2
𝐵
𝐴 + 𝑟 cos𝜑)

]︁
cos [𝑡𝜏𝑖𝑟 sin𝜑] · 𝐼(2)𝑛𝑖 (𝜌)}𝑑𝜌𝑑𝑡] =

=
∞∑︀
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑟) cos𝑛𝜑,

(27)

де функцiю 𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓) визначено у (19), 𝑅(𝑡𝑎) у (2) з замiною ℎ на 𝑎, 𝐼(𝑖)𝑛𝑖 (𝑝),
𝑖 = 0, 1 – у спiввiдношеннях (24).

Домножимо рiвняння (27) на cos 𝑘𝜑, 𝑘 = 0, 1, 2, ... та проiнтегруємо на промiж-
ку 𝜑 ∈ [0, 𝜋] з використанням ортогональностi системи косинусiв. Для першого
доданка

𝐼1 = 2𝜋

∞∑︁
𝑛=0

1ˆ

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)

∞̂

0

𝐽𝑛(𝑡𝑟)𝐽𝑛(𝑡𝜌)(1 +𝑅(𝑡𝑎))𝑑𝜌𝑑𝑡 · cos𝑛𝜑

отримаємо

𝐼1 = 𝜋2𝛿*𝑘

1́

0

𝜌𝑝𝑘(𝜌)
∞́

0

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌)(1 +𝑅(𝑡𝑎))𝑑𝜌𝑑𝑡,

𝑘 = 0, 1, 2, ..., 𝛿*𝑘 =

⎧⎨⎩2, 𝑘 = 0

1, 𝑘 6 1

(28)
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Для другого доданка рiвняння (27) будемо мати

𝐼2 =
1́

0

𝜌
∞∑︀
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

�́�

0

cos𝑛𝜓·cos 𝑘𝜑𝑑𝜌𝑑𝜓
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

+
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑓𝑛𝑘(𝑅, 𝜌)𝑑𝜌𝑑𝑡,

(29)

де
𝑓𝑛𝑘(𝑅, 𝜌) = cos

[︁
2𝐵𝐴 𝑡

√︀
1− 𝜏2𝑖

]︁{︁
𝐼
(1)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(1)
𝑘𝑖 (𝑟)− 𝐼

(2)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(2)
𝑘𝑖 (𝑟)

}︁
−

− sin
[︁
2𝐵𝐴 𝑡

√︀
1− 𝜏2𝑖

]︁{︁
𝐼
(1)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(2)
𝑘𝑖 (𝑟)− 𝐼

(2)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(2)
𝑘𝑖 (𝑟)

}︁
.

Якщо ввести позначення

𝐹 *
𝑛𝑘(𝑟, 𝜌) =

1
2

1́

0

𝜌
∞∑︀
𝑛=0

𝑝𝑛(𝜌)
�́�

−𝜋

�́�

0

cos𝑛𝜓·cos 𝑘𝜑𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝜑
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

+
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑝𝑛(𝜌)
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑓𝑛𝑘(𝑅, 𝜌)𝑑𝜌𝑑𝑡,

(30)

iнтегральне рiвняння (27) пiсля ортогоналiзацiї за системою косинусiв, врахову-
ючи (28), (29), запишеться у виглядi

−𝜇−1
1 𝐴
2𝜋𝐺

[︂
𝜋2𝛿*𝑘

1́

0

𝜌𝑝𝑘(𝜌)
∞́

0

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌)(1 +𝑅(𝑡𝑎))𝑑𝜌𝑑𝑡+ 𝐹 *
𝑛𝑘(𝑟, 𝜌)

]︂
= 𝑓𝑘(𝑟),

𝑘 = 0, 1, 2, ...

(31)

Для правої частини будемо мати

𝑓𝑘(𝑟) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑓𝑛(𝑟)
�́�

0

cos 𝑘𝜑 cos𝑛𝜑𝑑𝜑 =

= 𝑓0(𝑟)
�́�

0

cos 𝑘𝜑𝑑𝜑+ 𝑓1(𝑟)
�́�

0

cos 𝑘𝜑 cos𝜑𝑑𝜑 = 𝜋𝛿𝑘0𝑓0(𝑟) +
𝜋
2 𝛿𝑘1𝑓1(𝑟).

Використаємо результат роботи [70]

𝑊 𝜈
𝜇,𝛾(𝑥, 𝑦) =

∞̂

0

𝑡𝜈𝐽𝜇(𝑡𝑥)𝐽𝛾(𝑡𝑦)𝑑𝑡, 𝑅𝑒𝜈 < 1, 𝑅𝑒(𝜈 + 𝜇+ 𝛾) > −1,

де у нашому випадку iнтеграл Вебера—Шафхейтлiна приймає вигляд

𝑊𝑘,𝑘(𝑟, 𝜌) =
∞́

0

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌)𝑑𝑡, 𝜈 = 0, 𝜇 = 𝛾 = 𝑘

2𝜎+ = 1− 𝜈 − (𝛾 − 𝜇) = 1, 2𝜎− = 1− 𝜈 + (𝛾 − 𝜇) = 1 ⇒

𝜎± = 1
2 , 2𝜎− = 1 + 𝜈 + 𝛾 + 𝜇 = 1 + 2𝑘 ⇒ 𝜎 = 1

2 + 𝑘.
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Виходячи iз спектрального спiввiдношення [70]
∞̂

0

𝑊𝑘,𝑘(𝑥, 𝑦)√︀
1− 𝑦2

𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝑦2)𝑌 𝑘+1𝑑𝑦 = 𝜎𝑚𝑘𝑥

𝑘𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝑥2), (32)

де 𝜎𝑚𝑘 =
Γ(𝑚+ 1

2 )Γ(𝑚+𝑘+ 1
2 )

2𝑚!Γ(𝑚+𝑘+1) , 𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1−2𝑦2) – многочлени Якобi, розв’язок рiвня-

ння (31) будемо шукати у виглядi

𝑝𝑘(𝜌) =
𝜌𝑘√︀
1− 𝜌2

∞∑︁
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝜌2). (33)

Пiдставимо розв’язок (33) у перший iнтеграл рiвняння (31) та використаємо спiв-
вiдношення (32)

1́

0

𝜌𝑘+1√
1−𝜌2

∞∑︀
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝜌2)𝑊𝑘,𝑘)(𝑟, 𝜌)𝑑𝜌 =

∞∑︀
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚
1́

0

𝑊𝑘,𝑘)(𝑟,𝜌)√
1−𝜌2

𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝜌2)𝜌𝑘+1𝑑𝜌 =

∞∑︀
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝜎𝑘𝑚𝑟
𝑘𝑃

𝑘,− 1
2

𝑚 (1− 2𝜌2).

Пiсля пiдстановки розв’язку до другого iнтеграла рiвняння (31) отримаємо

∞∑︁
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚

1ˆ

0

∞̂

0

𝜌𝑘+1√︀
1− 𝜌2

𝑅(𝑡𝑎)𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌)𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝜌2)𝑑𝜌𝑑𝑡.

У залишених доданках будемо пiдставляти розвинення

𝑝𝑛(𝜌) =
𝜌𝑛√︀
1− 𝜌2

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝑃
𝑛,− 1

2

𝑙 (1− 2𝜌2).

Пiсля пiдстановки розв’язку (33) рiвняння (31) буде мати вигляд

−𝜇−1
1 𝐴
2𝜋𝐺 [𝜋2𝛿*𝑘{

∞∑︀
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝜎𝑚𝑘𝑟
𝑘𝑃

𝑘,− 1
2

𝑙 (1− 2𝜌2)+

+
∞∑︀
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚
1́

0

∞́

0

𝜌𝑘+1√
1−𝜌2

𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝐽𝑘(𝑡𝜌)𝑃
𝑘,− 1

2

𝑙 (1− 2𝜌2)𝑑𝜌𝑑𝑡}+ 𝐹 *
𝑛𝑘𝑙(𝑟, 𝜌)] = 𝑓𝑘(𝑟),

𝑘 = 0, 1, 2, ...

(34)
де

𝐹 *
𝑛𝑘𝑙(𝑟, 𝜌) =

1
2

∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑛+1√
1−𝜌2

∞∑︀
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝑃
𝑘,− 1

2

𝑙 (1− 2𝜌2)
�́�

−𝜋

�́�

0

cos𝑛𝜓·cos 𝑘𝜑𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝜑
𝑅(𝑟,𝜌,𝜑,𝜓) +

+
∞∑︀
𝑛=0

1́

0

𝜌𝑛+1√
1−𝜌2

∞∑︀
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝑃
𝑘,− 1

2

𝑙 (1− 2𝜌2)
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

𝑓𝑛𝑘(𝑟, 𝜌)𝑑𝜌𝑑𝑡.
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Виконаємо ортогоналiзацiю за многочленами Якобi. Скористаємося форму-
лою (7.391(1), [23]) з наступною замiною змiнних

𝑥 = 1− 2𝑦2, 𝑑𝑥 = −4𝑦𝑑𝑦, 𝑥 = −1 → 𝑦 = 1, 𝑥 = 1 → 𝑦 = 0.

Врахуємо, що 𝛽 = − 1
2 , 𝛼 = 𝑘. Тодi отримаємо формулу ортогональностi

1ˆ

0

𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝜌2)𝑃

𝑘,− 1
2

𝑗 (1− 2𝜌2)√︀
1− 𝜌2

𝑦2𝑘+1𝑑𝑦 = 𝜎*
𝑗𝑘𝛿𝑗𝑚, (35)

де 𝜎*
𝑗𝑘 =

Γ(𝑗 + 1
2 )Γ(𝑘 + 𝑗 + 1)

2𝑗!Γ(𝑚+ 𝑘 + 1
2 )(𝑘 + 2𝑗 + 1

2 )
, 𝛿𝑗𝑚 — символ Кронекера.

Виходячи iз формули (35) проiнтегруємо за змiнною 𝑟 на промiжку [0, 1] рiв-
няння (34) з вагою 𝑟𝑘+1(1− 𝑟2)−

1
2𝑃

𝑘,− 1
2

𝑗 (1− 2𝑟2)

1ˆ

0

𝑃
𝑘,− 1

2
𝑚 (1− 2𝜌2)𝑃

𝑘,− 1
2

𝑗 (1− 2𝜌2)√︀
1− 𝜌2

𝑟2𝑘+1𝑑𝑟 = 𝜎*
𝑗𝑘𝛿𝑚𝑗 ;

∞∑︁
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚

1ˆ

0

1ˆ

0

∞̂

0

𝑅(𝑡𝑎)𝐽𝑘𝐽𝑘(𝑡𝜌)
𝜌𝑛+1𝑃

𝑛,− 1
2

𝑚 (1− 2𝜌2)√︀
1− 𝜌2

𝜌𝑛+1𝑃
𝑛,− 1

2
𝑗 (1− 2𝜌2)
√
1− 𝑟2

𝑑𝜌𝑑𝑟𝑑𝑡 =

=

∞∑︁
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝐴
(𝑘)
𝑚𝑗 ;

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙

1ˆ

0

𝜌𝑛+1𝑃
𝑛,− 1

2

𝑙 (1− 2𝜌2)√︀
1− 𝜌2

1ˆ

0

𝜌𝑛+1𝑃
𝑛,− 1

2
𝑗 (1− 2𝜌2)
√
1− 𝑟2

�̂�

−𝜋

�̂�

0

cos𝑛𝜓 · cos 𝑘𝜑𝑑𝜌𝑑𝜓𝑑𝜑
𝑅(𝑟, 𝜌, 𝜑, 𝜓)

=

=

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝐶
(𝑘)
𝑗𝑛𝑙;

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙

1ˆ

0

𝜌𝑛+1𝑃
𝑛,− 1

2

𝑙 (1− 2𝜌2)√︀
1− 𝜌2

1ˆ

0

𝜌𝑛+1𝑃
𝑛,− 1

2
𝑗 (1− 2𝜌2)
√
1− 𝑟2

∞̂

0

𝑅(𝑡𝑎)
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑓𝑛𝑘(𝑟, 𝜌)𝑑𝜌𝑑𝑡 =

=

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝐵
(𝑘)
𝑗𝑛𝑙.

Для правої частини рiвняння запишемо

𝑓𝑘𝑗 = −
1ˆ

0

[︂
𝛿𝑘0𝛿 +

1

2
𝛿𝑘1𝑟𝐴 sin𝜔

]︂
𝜌𝑘+1𝑃

𝑘,− 1
2

𝑗 (1− 2𝑟2)
√
1− 𝑟2

.
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Отримано нескiнченну двовимiрну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

−𝜇−1
1 𝐴
2𝐺 [𝜋2𝛿*𝑘

{︂
𝜎𝑘𝑗𝜎

*
𝑘𝑗𝑝𝑘𝑗 +

∞∑︀
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝐴
(𝑘)
𝑚𝑗

}︂
+

+ 1
𝜋2

∞∑︀
𝑛=0

∞∑︀
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙(𝐶
(𝑘)
𝑗𝑛𝑙 +𝐵

(𝑘)
𝑗𝑛𝑙)] = 𝑓𝑘𝑗 , 𝑘, 𝑗 = 0,∞.

(36)

Регуляризируємо її, привiвши до стандартного вигляду нескiнченної двовимiрної
системи [69]

𝑥𝑘𝑗 −
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑡𝑘𝑗𝑛𝑙𝑥𝑛𝑙 = 𝑓𝑘𝑗 , 𝑘, 𝑗 = 0,∞.

Позначимо
Λ𝑘𝑗 = 𝜎*

𝑘𝑗 · 𝜎𝑘𝑗 .

Перетворимо доданок у (36)

∞∑︁
𝑚=0

𝑝𝑘𝑚𝐴
(𝑘)
𝑚𝑗 =

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑘𝑙𝐴
(𝑘)
𝑙𝑗 =

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝛿𝑛𝑘𝐴
(𝑘)
𝑙𝑗 =

∞∑︁
𝑙=0

𝐴
(𝑘)
𝑙𝑗

∞∑︁
𝑛=0

𝛿𝑛𝑘𝑝𝑛𝑙 =

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑘𝑙𝐴
(𝑘)
𝑙𝑗 .

Тодi

1

2
𝛿𝑘

{︃
Λ𝑘𝑗𝑝𝑘𝑗 +

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝛿𝑛𝑘𝐴
(𝑘)
𝑙𝑗 𝛿𝑛𝑘

}︃
+

∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑝𝑛𝑙𝐵
*(𝑘)
𝑗𝑛𝑙 =

2𝐺𝜇1

𝐴
𝑓𝑘𝑗 ,

де 𝐵*(𝑘)
𝑗𝑛𝑙 = 1

𝜋2 (𝐶
(𝑘)
𝑗𝑛𝑙 +𝐵

(𝑘)
𝑗𝑛𝑙). Запишемо нескiнченну систему (36) у виглядi

Λ𝑘𝑗𝑝𝑘𝑗 −
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

[︁
−𝐴(𝑘)

𝑛𝑙 𝛿𝑛𝑘 − 𝛿*𝑘𝐵
*(𝑘)
𝑗𝑛𝑙

]︁
𝑝𝑛𝑙 = 𝛿*𝑘

2𝐺𝜇1

𝐴
𝑓𝑘𝑗 , (37)

де 𝛿*𝑘 =

⎧⎨⎩1, 𝑘 = 0

2, 𝑘 6 1
. Для запису системи у стандартнiй формi знайдемо асимпто-

тику Λ𝑘𝑗 .

𝜎𝑘𝑗 =
1
2𝑗

− 1
2

(︁
1 +𝑂( 1𝑗 )

)︁
1

(𝑗+𝑘)
1
2

(︁
1 +𝑂( 1

𝑗+𝑘 )
)︁
,

𝜎*
𝑘𝑗 =

1
2𝑗

− 1
2

1
𝑘+2𝑗+ 1

𝑗

(︁
1 +𝑂( 1𝑗 )

)︁
(𝑗 + 𝑘)

1
2

(︁
1 +𝑂( 1

𝑗+𝑘 )
)︁
,

таким чином,

Λ𝑘𝑗 =
1

4

𝑗−1

𝑘 + 2𝑗 + 1
2

(︂
1 +𝑂(

1

𝑗
)

)︂(︂
1 +𝑂(

1

𝑗 + 𝑘
)

)︂
.

Зробимо замiну
𝑝*𝑘𝑗 =

√︀
Λ𝑘𝑗𝑝𝑘𝑗 ,
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пiсля чого роздiлимо обидвi частини рiвняння (37) на
√︀
Λ𝑘𝑗 та запишемо нескiн-

ченну систему у стандартнiй формi

𝑝*𝑘𝑗 −
∞∑︁
𝑛=0

∞∑︁
𝑙=0

𝑇𝑛𝑙𝑘𝑗𝑝
*
𝑘𝑗 = 𝑓*𝑘𝑗 , (38)

де

𝑇𝑛𝑙𝑘𝑗 = − 1√︀
Λ𝑘𝑗

√
Λ𝑛𝑙

[︁
𝐴

(𝑘)
𝑙𝑗 𝛿𝑛𝑘 + 𝛿*𝑘𝐵

*(𝑘)
𝑗𝑛𝑙

]︁
, (39)

Λ𝑛𝑙 =

[︂
Γ(𝑙 + 1

2 )

2𝑙!

]︂2
1

𝑛+ 2𝑙 + 1
2

, 𝑓*𝑘𝑗 = 𝛿*𝑘
2𝐺𝜇1

𝐴

𝑓𝑘𝑗√︀
Λ𝑘𝑗

, 𝛿*𝑘 =

⎧⎨⎩1, 𝑘 = 0

2, 𝑘 6 1

Будемо вважати, що штамп пiд дiєю прикладеної з ексцентриситетом е сили
рухається поступально, тобто кут повороту 𝜔 = 0. Необхiдно визначити ексцен-
триситет, що забезпечить таке перемiщення. Права частина рiвняння (38) у цих
припущеннях запишеться у формi

𝑓*𝑘𝑗 = 𝛿*𝑘 · 𝛿𝑘0
2𝐺𝜇1

𝐴

𝛿√︀
Λ𝑘𝑗

1ˆ

0

𝑟𝑘+1𝑃
𝑘,− 1

2
𝑗 (1− 2𝑟2)
√
1− 𝑟2

.

Матриця коефiцiєнтiв має вигляд (39), де

𝐴𝑘𝑙𝑗 =
1́

0

1́

0

𝜌𝑘+1√
1−𝜌2

· 𝑃 𝑘,−
1
2

𝑙 (1− 2𝜌2) · 𝑟𝑘+1
√
1−𝑟2 · 𝑃 𝑘,−

1
2

𝑗 (1− 2𝑟2)·

·
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) · 𝐽𝑘(𝑡𝜌) · 𝐽𝑘(𝑡𝑟)𝑑𝜌𝑑𝑟𝑑𝑡,

𝑅(𝑡𝑎) =
𝑒−2𝑡𝑎 − 1− 2𝑡𝑎

𝑠ℎ2𝑡𝑎+ 2𝑡𝑎
, 𝑎 =

ℎ

𝐴
,

𝐵
*(𝑘)
𝑗𝑛𝑙 =

1

𝜋2

[︀
𝐶𝑘𝑗𝑛𝑙 −𝐵𝑘𝑗𝑛𝑙

]︀
,

𝐶𝑘𝑗𝑛𝑙 =
1
2

1́

0

1́

0

𝜌𝑛+1√
1−𝜌2

· 𝑃𝑛,−
1
2

𝑙 (1− 2𝜌2) · 𝑟𝑘+1
√
1−𝑟2 · 𝑃 𝑘,−

1
2

𝑗 (1− 2𝑟2)·

·
�́�

−𝜋

�́�

0

𝐹 (𝜓, 𝜑; 𝑟, 𝜌)𝑑𝜌𝑑𝑟𝑑𝜓𝑑𝜑,

𝐹 (𝜓, 𝜑; 𝑟, 𝜌) =
cos𝑛𝜓 · cos 𝑘𝜑√︀

4𝑏2 + 4𝑏(𝑟 cos𝜑+ 𝜌 cos𝜓)2𝑟2 + 𝜌2 + 2𝑟𝜌 cos(𝜑+ 𝜓)
,

𝐵𝑘𝑗𝑛𝑙 =
1
2

1́

0

1́

0

𝜌𝑛+1√
1−𝜌2

· 𝑃𝑛,−
1
2

𝑙 (1− 2𝜌2) · 𝑟𝑘+1
√
1−𝑟2 · 𝑃 𝑘,−

1
2

𝑗 (1− 2𝑟2)·

·
∞́

0

𝑅(𝑡𝑎) 1
𝑁

𝑁∑︀
𝑖=1

𝐹 *(𝑡, 𝜏𝑖, 𝜌, 𝑟), 𝑑𝜌𝑑𝑟𝑑𝑡,

𝐹 *(𝑡, 𝜏, 𝜌, 𝑟) = cos[2𝑡𝐵𝐴 sin 𝜏𝑖] ·
{︁
𝐼
(1)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(1)
𝑘𝑖 (𝑟)− 𝐼

(2)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(2)
𝑘𝑖 (𝑟)

}︁
−

− sin[2𝑡𝐵𝐴 sin 𝜏𝑖] ·
{︁
𝐼
(1)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(2)
𝑘𝑖 (𝑟)− 𝐼

(2)
𝑛𝑖 (𝜌) · 𝐼

(1)
𝑘𝑖 (𝑟)

}︁ ,
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𝐼
(1)
𝑛𝑖 =

�̂�

0

cos(𝑛𝜓) · [𝑡 · 𝜌 · cos 𝜏𝑖 · sin𝜓] · cos(𝑛𝜓) · [𝑡 · 𝜌 · sin 𝜏𝑖 · cos𝜓] 𝑑𝜓,

𝐼
(2)
𝑛𝑖 =

�̂�

0

cos(𝑛𝜓) · [𝑡 · 𝜌 · cos 𝜏𝑖 · sin𝜓] · sin(𝑛𝜓) · [𝑡 · 𝜌 · sin 𝜏𝑖 · cos𝜓] 𝑑𝜓,

𝜏𝑖 =
2𝑖− 1

2𝑁
𝜋; 𝑖 = 1, 𝑁.

Систему (38) розв’язано методом редукцiї. У задачi є два невiдомих параме-
три: 𝛿 — величина поступальної осадки штампа пiд дiєю нецентральної верти-
кальної сили; 𝑀 – момент сили, що забезпечує необхiдне перемiщення. Шуканi
параметри знайдемо з умов рiвноваги штампа:

1. Сума проекцiй усiх сил, що прикладено до тiла, дорiвнює нулю.

2. Сума моментiв усiх сил, що прикладено до тiла, дорiвнює нулю.
�̂�

0

�̂�

0

𝑝(𝜌, 𝜓)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜓 = 𝑃,

�̂�

0

�̂�

0

𝑝(𝜌, 𝜓)𝜌2𝑠𝑖𝑛𝜓𝑑𝜌𝑑𝜓 =𝑀.

2. Результати розрахункiв та їх аналiз. Числовi розрахунки проведено
для шару з мiдi (𝜇 = 1/3, 𝐺 = 44.7 ГПа) товщиною ℎ = 1 в залежностi вiд 𝐵
– вiдстанi вiд бiчної стiнки пiвшару до центра штампа, радiуса 𝐴 = 1. У таблицi
наведено значення осадки штампа i момента сили при вiдстанi вiд бiчної стiнки
пiвшару до центра кругового штампа, що дорiвнює 𝐵 = 1, 𝐵 = 5, 𝐵 = 10
вiдповiдно, для рiзних значень 𝑁 в редукцiї двовимiрної нескiнченної системи.

Таблиця

Осадка штампа та момент сили

𝛿 𝑀

𝐵 = 1
𝑁 = 1(4× 4) 0.00310 0.50046

𝑁 = 2(9× 9) 0.00291 0.51493

𝐵 = 5
𝑁 = 1(4× 4) 0.00274 0.51527

𝑁 = 2(9× 9) 0.00235 0.51406

𝐵 = 10
𝑁 = 1(4× 4) 0.00312 0.51303

𝑁 = 2(9× 9) 0.00290 0.51301

Висновки.

1. Розв’язано контактну задачу про втискування кругового жорсткого штам-
па невiсьовою силою у пружний пiвнескiнченний шар.

2. Побудовано наближенi формули для визначення осадки штампа та момен-
та сили, що забезпечує поступальний рух штампа. Проблему зведено до
сингулярного iнтегрального рiвняння вiдносно невiдомого контактного на-
пруження, що розв’язано методом ортогональних многочленiв i зведено до
нескiнченної двовимiрної системи алгебраїчних рiвнянь, яку розв’язано ме-
тодом редукцiї.
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Фесенко А. А.
Контактная задача для полубесконечного слоя

Резюме

В работе рассмотрена контактная задача о вдавливании с эксцентриситетом кругового
штампа в полубесконечный упругий слой, опирающийся на абсолютно жесткое основа-
ние без трения. На боковой и нижней гранях полуслоя заданы условия гладкого кон-
такта. При решении использовано вертикальное перемещение точек слоя под действи-
ем сосредоточенной на верхней границе слоя силы. Получено сингулярное интеграль-
ное уравнение относительно неизвестного контактного напряжения. Решение уравнения
разыскивается в виде разложения по системе косинусов в силу четности контактного
напряжения относительно полярного угла. В дальнейшем проведена ортогонализация
по системе косинусов, что приводит к системе парных интегральных уравнений. Сингу-
лярное интегральное уравнение решено методом ортогональных многочленов и сведено
к бесконечной двумерной системе алгебраических уравнений, которая решена методом
редукции. Получены осадка штампа и момент силы, который обеспечивает поступа-
тельное движение штампа, из условий равновесия.
Ключевые слова: контактная задача, круговой штамп, полубесконечный слой, сингу-
лярное интегральное уравнение, метод редукции .

Fesenko A. A.
The contact problem for an elastic semi-infinite layer

Summary

It is solved the contact problem on the action of a circular stamp with an extra-central power

on the elastic semi-infinite layer. On the lateral and lower side of the layer the conditions

of the smooth contact are given. The solution of the elastic problem for the semi-infinite

layer when concentrated force was situated on the upper side of the layer was used. This

problem was solved by the new method which is based on the reduction of Lame’s equations

system to two together and one independent solved equations relatively to the new unknown

functions associated with the displacements. Using of the integral transformations reduces

the problem to a one-dimensional vector boundary value problem that to be solved exactly by

the apparatus of the matrix differential calculus. The singular integral equation with respect

to unknown contact pressure was obtained. The problem was reduced to the singular integral

equation which was solved by the method of the orthogonal polynomials and was reduced

to the infinite two-dimensional system of algebraic equations. These equations were solved

by the reduction method. As a result the eccentricity and precipitation of the stamp that

provide its forward movement were determined.

Key words: contact problem, circular stamp, semi-infinite layer, singular integral equation,

reduction method.
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