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Рассмотрена задача о взаимодействии полубесконечной периодической решетки типа жалюзи и конечной ленточной
решетки. Исследован случай H-поляризации. Решение задачи получено операторным методом. При этом использованы
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1. Ââåäåíèå

Задачи дифракции волн на полубесконечных ре-
шетках  с  различной  геометрией  рассеивателей
представляют несомненный интерес. Важно, что
модель полубесконечной структуры обладает су-
щественной особенностью по сравнению с моде-
лью бесконечной структуры, поскольку она позво-
ляет описать поле, отраженное от края реальной
конечной решетки. Существует большое количе-
ство работ, в которых решались подобные задачи
различными методами [1–21]. Подробный обзор
методов приведен в работе [19]. Однако не мень-
ший интерес могут представлять задачи о взаи-
модействии полубесконечных решеток и конеч-
ных систем рассеивателей.

В  настоящей  работе  рассмотрена  задача
о  взаимодействии  полубесконечной  решет-
ки типа жалюзи и конечной ленточной решетки.
Решение получено операторным методом. При
применении операторного метода были исполь-

зованы операторы отражения полубесконечной
и конечной решеток. Оператор отражения полу-
бесконечной  решетки  типа  жалюзи  также  был
найден операторным методом [21], а конечной
решетки – методом сингулярных интегральных
уравнений [22].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Расположим  полубесконечную  периодическую
решетку типа жалюзи в области  1.z h   Первая
лента лежит в плоскости  1,z h   и ее середина
отстоит  от  оси  Oz  на  величину  1.   Каждая
следующая n-я лента полубесконечной решетки
располагается  в  плоскости  1 ( 1)z h h n   

так, чтобы y-координаты середин соседних лент
отличались  на  величину  ,   1.n    Период  ре-
шетки  равен  l.  Обозначим  половину  ширины
лент как d. Расположим конечноэлементную лен-
точную  решетку  в  плоскости  0.z    Геометрия
структуры  представлена  на  рис.  1  для  случая,
когда в плоскости  0z   расположена одиночная
лента ширины  12 .d  Структура однородна вдоль
оси Ox.
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Пусть  на  структуру  из  области  0z    падает

H-поляризованная волна со спектральной функ-

цией  ( ),q 

 ( , ) ( )exp ( ) d ,inc
xH y z q ik y ik z





       (1)

где k – волновое число,  2( ) 1 ,       Re 0, 

Im 0.    Отраженное  поле  (в  области  0)z    и
поле между конечной и полубесконечной решет-
кой (в области  1 0)h z    представим в виде:

 ( , ) ( )exp ( ) d ,refl
xH y z a ik y ik z





      

0;z 

 ( , ) ( )exp ( ) dxH y z C ik y ik z




       

 1 1( )exp ( ) ( )( ) d ,B ik y ik z h




        

1 0;h z  

где  ( )a    –  спектральная  функция  отраженногоо

поля, а  ( )C   и  ( )B   – спектральные функции поля

между конечной и полубесконечной решетками.

Обозначим  оператор  отражения  полубеско-

нечной  решетки  как  1R ,   операторы  прохожде-

ния  и  отражения  конечной  решетки  как  t  и  r,

а неизвестный оператор отражения всей струк-

туры как  2R .  Действие этих операторов на спек-

тральную функцию падающего поля (1) описы-
вается следующими формулами:

1 1(R )( ) ( , ) ( )d ,q R q




     

(t )( ) ( , ) ( )d ,q t q




     

(r )( ) ( , ) ( )d ,q r q




     

2 2( ) (R )( ) ( , ) ( )d ,a q R q




        (2)

причем

t r .q q q  (3)

3. Îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ

Спектральные функции отраженного поля и поля
между конечной и полубесконечной решеткой свя-
заны следующими операторными уравнениями:

1 1 1r ts e .a q B  (4)

1 1 1 1t r e .C q s B  (5)

1
1 1 1 1R s e .B C (6)

Оператор  1e  определяет изменение амплитуд поля
при смещении системы координат на величину  1h
вдоль направления распространения поля. Опера-
торы  1s  определяют изменение амплитуд поля при
смещении  системы  координат  на  величину  1
в положительном или отрицательном направлении
оси Oy. Их действие на произвольную функцию

( )g   сводится к умножению на экспоненту:

 1 1(e )( ) exp ( ) ( ),g ikh g    

1 1(s )( ) exp( ) ( ).g ik g      

Подставив выражение для  1C  (5) в уравнение
(6) и, воспользовавшись равенствами (3), (4), по-
лучим:

1 1 1 1 1 1r s e rs e ,a q B B    (7)

1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1R s e R s e r R s e rs e .B q q B      (8)

Рис. 1. Геометрия исследуемой структуры
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Ядро  1( , )R    оператора  1R  может иметь осо-
бенности в точках, совпадающих с нулями функ-

ции     ( , ) 1 exp ( ) ( ) ( ) .f ik h            

Для каждого фиксированного значения    функ-
ция  ( , )f     может  иметь  N   нулей  (по  пере-
менной  ).   Обозначим  эти  нули  как  ( ),m 

1, ..., .m N  Но и для каждого фиксированного

значения     функция  ( , )f     может  иметь  N

нулей  (по  переменной  ).   Обозначим  эти  нули
как  ( ),m    1, ..., .m N   Появление  особеннос-
тей  связано  с  тем,  что  поле,  отраженное  по-
лубесконечной решеткой, может быть представ-
лено в виде суперпозиции полей с дискретным
(плоские волны) и непрерывным (цилиндричес-
кая волна) спектром. Постоянные распростране-
ния плоских волн соответствуют точкам, в кото-
рых ядро оператора  1R  имеет особенности.

Для устранения особенностей необходимо про-
вести процедуру регуляризации, которая заклю-
чается в том, что к подынтегральной функции,
содержащей  особенности,  прибавляется  такая
функция, что их сумма особенностей не имеет,
и результирующий интеграл может быть вычис-
лен  с  использованием  квадратурных  формул.
Такой интеграл описывает поле с непрерывным
спектром. Интеграл от добавленной функции вы-
числяется  аналитически  и  представляется  в
виде ряда, который описывает поле с дискрет-
ным спектром. Чтобы сохранилось  тождество,
эта же функция и отнимается от исходного вы-
ражения.

Спектральная функция  1B  может быть найде-
на  из  выражения  (8),  в  правой  части  которого
только  первое  слагаемое  1

1 1R s e q   может  содер-
жать  особенности,  а  два  остальных  являются
регулярными.  Вычтем  из  1B   слагаемое,  содер-
жащее особенности. Введем оператор B,

1
1 1 1B R s e ,q B q  (9)

который особенностей не имеет. Введем опера-
тор  2R ,

2
2 1 1 1 1 1R R s e R e s .   (10)

Выразив  1B  через Bq  из (9), подставив в (7) и вос-
пользовавшись равенством (2), находим, что опе-
ратор  2R  также не имеет особенностей.

После  преобразований  (7),  (8)  с  использова-
нием (9) можно получить выражения для опреде-
ления спектральной функции отраженного поля:

1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1r s e R s e s e B rs e B rs e F R s e ,a q q q q q         

(11)

1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1B (I R Fs e rs e ) (R Fs e rs e F R s e       

1 1 1R Fs e r), (12)

где оператор

1 1
1R R s eR es  

особенностей не имеет, I – единичный оператор,
а операторы  0F  и F – регуляризирующие. Их яв-
ный вид приведен в [21]. Действие операторов e,
s  на произвольную функцию  ( )g   описывается
выражениями:

 (e )( ) exp ( ) ( ),g ikh g    

(s )( ) exp( ) ( ).g ik g     

Из (11), используя (2) и (10), можно получить
выражение  для  определения  регулярной  части
оператора отражения всей структуры:

2 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1R r s e B rs e B rs e F R s e ,      

где оператор B может быть определен из (12).

4. Âûðàæåíèÿ äëÿ îòðàæåííîãî ïîëÿ

Запишем выражения для отраженного поля, при-
годные  для  получения  численных  результатов.
Ввиду того, что ядро оператора отражения всей
структуры  2R  имеет особенности, для вычисле-
ния поля также необходимо проведение процеду-
ры регуляризации. Используя (10), запишем ядро
оператора  2R  в виде

2
2( , ) ( , ) ( , )R f R       



   1 1 1exp ( ) ( ) ( ) ( , )ik h R             


  1
( , )f


   (13)

и введем оператор R, ядро которого совпадает с
выражением,  стоящим в числителе в  (13). Тогда
отраженное поле может быть найдено по формуле

0( , ) (GF R )( , ),refl
xH y z q y z (14)

где оператор G действует на произвольную функ-
цию  ( )g   следующим образом:
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 (G )( , ) ( )exp ( ) d .g y z g ik y ik z




      

Выражение (14) пригодно для вычисления отра-
женного поля в любой точке пространства, одна-
ко оно содержит интеграл от быстро осциллирую-
щей функции. В случае, когда точка наблюдения
находится достаточно далеко от решетки, целе-
сообразно  использовать  асимптотическое  выра-
жение, полученное методом перевала [23].

Пусть  на  решетку  падает  плоская  волна  под
углом  0  к оси Oy. Тогда поле в дальней зоне,

,k  можно представить в виде суммы трех
слагаемых:

( , ) ( , ) ( , ) ( , ),ref F c erfc
x x x xH H H H          

.

Здесь  слагаемое

 0 0
1

( , ) 2 ( ) ( ), cos( )
N

F
x l l l

l

H i R


          

 
'

0

'
lim exp cos( )

(sin ', )l

l
lik

f

  
   

  

представляет собой множество плоских волн и не
убывает при  ,k

0, ;
( )

1, .
l

l
l

  
   

  

Множитель  ( )l   возникает ввиду того, что поле
отраженной плоской волны отлично от нуля не во
всем полупространстве  (0; ),   а только в об-
ласти  .l    Второе слагаемое

0

0

exp
2 (sin , )4

( , ) cos
2 (sin , )

c
x

i
ik

R
H

fk

            
  



0

'
1 0

(sin , )cos( )
lim

(sin , )
sin

2

l

N
l l l

ll

R

f



     

       




описывает  цилиндрическую  волну,  рассеянную
краем  решетки.  Модуль  этого  слагаемого  убы-
вает  как  1 k   при  .k   Третье  слагаемоее

1

( , ) exp sgn( )
4

N
erfc
x l

l

i
H i ik



 
        

 


2

exp 2 sin
2

lik
   

        

0
'

0

(sin , )cos( ) lim
(sin , )l

l
l lR

f

  
     

  

1
2 ( ) 2 ( )

2

i
C x iS x

 
   
 

учитывает вклад полюсов имеет вид плоских волн
и обеспечивает равномерную непрерывность по-
ля  при  .   Здесь  N  –  число  распростра-
няющихся  плоски  волн,  если  0h    (случай  не
плоской полубесконечной решетки), то 

0
;N N

2 sin ;
2

lk
x

 



  0arcsin ( )l l     – угол, под

которым  распространяется  отраженная  плоская

волна,  отсчитываемый  от  оси  Oz,  0 0cos ;  

90     – угол падения плоской волны, отсчи-
тываемый  от  оси  Oz;  ( , )    –  координаты  точ-
ки  наблюдения  в  полярной  системе  координат;

2

0

( ) cos d ,
2

x

C x t t
 

  
 

   2

0

( ) sin d
2

x

S x t t
 

  
 

   –  ин-

тегралы Френеля.

5. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Используя представленный выше алгоритм, про-
ведем исследование характеристик отраженного
поля.

В плоскости  0z   разместим одиночную лен-
ту ширины  12d  так, чтобы ось Oy пересекала ее
посередине (см. рис. 1). На рис. 2, а, б представ-

лены зависимости функции  ( , )c
xH    от угла  

при различных значениях угла падения плоской
волны единичной амплитуды  0  и смещения  1.

Параметры  структуры:  30;k    1 2,kd kd  

1( 4);d d     2;k     1 1,kh kh   ( 1.86),kl   –
выбраны таким образом, что только одна плос-
кая волна может распространяться от решетки.
При  1    графики зависимостей для полубес-
конечной  решетки  и  исследуемой  в  работе  ре-
шетки  совпадают.  При  0 90     и  1 2k     в
зависимостях наблюдается один максимум, при
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1 3 4k    их уже два. Дальнейшее увеличение
значения  1k  приводит к появлению дополнитель-
ных  максимумов.  Такое  поведение  характерно
для  диаграммы  направленности  решеток,  сос-
тоящих из двух лент, при увеличении расстояния
между  лентами.

Величина  ( , )F
xH    не меняется при измене-

нии  1.k  Это связано с тем, что она определяет
вклад только плоской волны в рассеянное поле,
а  модуль  амплитуды  плоской  волны  зависит
исключительно от свойств полубесконечной ре-
шетки  (см.  (10),  (13)).  При  0 90     величина

( , ) 0.37,F
xH     угол распространения отражен-

ной плоской волны  1 90 155 .      При  0 154  

она  составляет  ( , ) 0.4F
xH      и  1 90 90 .    

Здесь угол  12 .   

На рис. 3 представлены зависимости функции

( , ) ( , )c erfc
x xH H      от угла    при  1 0k   для

двух значений угла падения:  0 90    (сплошная
кривая 1) и  0 154    (сплошная кривая 2). Пара-
метры  структуры  выбраны  такими  же,  как  для
расчета  зависимостей на рис.  2. Для  сравнения
пунктирными  кривыми  показаны  зависимости

функции  ( , )c
xH    от  .  Графики зависимостей

( , )c
xH    и  ( , ) ( , )c erfc

x xH H      приблизитель-

но совпадают при  1(90 ) 0,    т. е. функ-

ция  ( , )erfc
xH    в этом случае мала. При значе-

ниях  угла  ,   приближающихся  к  190 ,     су-у-
щественное  влияние  на  график  зависимости

( , ) ( , )c erfc
x xH H      оказывает распространяю-

щаяся плоская волна.
Выберем  в  качестве  конечной  решетку,  сос-

тоящую из двух лент равной ширины. Половину
ширины  каждой  ленты  обозначим  как  1,d   рас-
стояние между лентами –  .  Расположим систе-
му координат так, чтобы ось Oz пересекала сере-
дину щели между лентами (см. рис. 4). На рис. 5

представлены  зависимости  функции  ( , )c
xH  

от  угла     при  30;k    1 4,kd     1( 8);d  
2;k     2;kd     2;k     1 1.kh kh 

Параметры полубесконечной  решетки выбраны
такими же, как при получении графиков функций,
изображенных на рис. 2 и рис. 3. Вид зависимо-
стей  на  рис.  5  сходен  с  зависимостями,  пред-

Рис. 2.  Зависимости  функции  ( , )c
xH     от  угла  

при  30;k    1 2,kd kd     1( 4);d d     2;k  

1 1,kh kh    ( 1.86) :kl    а  –  0 90 ;     б  –  0 154 .  
Кривые  1  –  1 0,k    кривые  2  –  1 2,k     кривые
3 –  1 3 4,k    кривые 4 –  1k  

Рис. 3. Зависимости функций  ( , ) ( , )c erfc
x xH H      (сплош-

ные кривые) и  ( , )c
xH    (пунктирные кривые) от угла 

при  1 0;k    30;k    1 2,kd kd     1( 4);d d  
2;k     1 1,kh kh    ( 1.86)kl   для двух значений углала

падения:  0 90    (кривые 1) и  0 154    (кривые 2)
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ставленными на рис. 2. Дополнительные макси-
мумы на кривых появляются при меньших значе-
ниях параметра  1,k  чем в случае, представлен-
ном на рис. 2.

6. Âûâîäû

В работе построено решение задачи о взаимодей-
ствии полубесконечной периодической решетки
типа  жалюзи  и  конечной  ленточной  решетки.
Получено операторное уравнение относительно опе-
ратора отражения системы, состоящей из конеч-
ной и полубесконечной решеток. Проведено чис-
ленное исследование поля цилиндрической волны,
рассеянное краем структуры. Предложенный под-
ход может быть эффективным при решении задач
антенной техники и для создания метаматериалов.
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OPERATOR METHOD IN THE INTERACTION
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TYPE GRATING AND FINITE STRIP GRATING

The interaction problem of a semi-infinite venetian blind-type
grating and finite strip grating is considered. The H-polarization
case is studied. The problem solution is obtained by the operator
method. The known reflection operators of the semi-infinite
venetian blind-type grating and finite strip grating are used.
The far field dependences are presented vs polar angle.
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ОПЕРАТОРНИЙ МЕТОД У ЗАДАЧІ ПРО ВЗАЄМОДІЮ
НАПІВНЕСКІНЧЕННОЇ РЕШІТКИ ТИПУ ЖАЛЮЗІ
ТА СКІНЧЕННОЇ РЕШІТКИ ЗІ СТРІЧОК

Розглянуто задачу про взаємодію напівнескінченної періо-
дичної решітки типу жалюзі і скінченної решітки зі стрічок.
Досліджено випадок H-поляризації. Розв’язок задачі отри-
мано операторним методом. При цьому використано відомі
оператори відбиття напівнескінченної решітки типу жалюзі
і плоскої скінченної решітки. Наведено залежності відбитого
поля у дальній зоні від полярного кута.

Ключові слова:  напівнескінченна  решітка  типу  жалюзі,
скінченна решітка зі стрічок, операторний метод
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