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МЕТОД ФОРМУВАННЯ СПІЛЬНОЇ АВІАЦІЙНОЇ ГРУПИ 
 
Сьогодні, все частіше з’являється інформація щодо спільних польотів пілотованої та безпілотної 

авіації для виконання єдиного завдання. Користь такого симбіозу полягає у підвищенні ефективності 
бойового застосування авіації, збереженні життя льотного складу, зниженні витрат на виконання 
завдання, зростанні можливостей щодо відновлення боєздатності тощо. Але постає проблема, яким 
чином керувати формуванням спільних авіаційних груп пілотованої та безпілотної авіації у польоті? Який 
математичний апарат існує сьогодні, що дозволить ефективно, відповідно до визначених критеріїв, 
керувати авіацією у складі спільних авіаційних груп?  

Метою статті є розв’язання вищезазначеної проблеми шляхом застосування положень теорій 
класичної механіки та динаміки складних механічних систем. Актуальність проблематики пояснюється 
тим, що серед великої кількості задач, пов’язаних з управлінням складними механічними системами, 
задача формування потрібної (заданої) конфігурації є найбільш затребуваною та поліваріантною, 
залежною від початкових умов. 

За кінцеву мету формалізації процесу формування спільної авіаційної групи вважатимемо 
формування конфігурації складної механічної системи шляхом двокритеріальної оптимізації за 
мінімальний час з мінімумом витрат енергії. При цьому рух кожного з елементів системи будемо 
описувати диференційними рівняннями. 

Запропонований порядок розв’язання задачі оптимального управління конфігурацією спільної 
авіаційної групи пілотованої та безпілотної авіації складає основу методу формування спільної авіаційної 
групи, який з метою зменшення потрібного часу на розрахунки може бути реалізований у нейронній 
мережі, що підвищить загальну ефективність симбіотичного (спільного) бойового застосування 
пілотованої та безпілотної авіації. 

Ключові слова: спільна авіаційна група, складна механічна система, класична механіка, динаміка 
механічних систем, диференційне рівняння, управління конфігурацією, формування бойового порядку. 
  

Вступ
Одним з сучасних напрямів розвитку світової та 

української воєнної думки є бойове застосування 
роботизованих систем, зокрема безпілотних 
авіаційних комплексів (БпАК), яке має на меті 
замінити людину на полі бою, зберігши при цьому 
високу ефективність досягнення кінцевої мети 
воєнних дій. В якості аргументів можна навести 
успіхи бойового застосування БпАК у Сирійській 
Арабській Республіці та Нагірному Карабаху. Але, 
на думку авторів, бойове застосування сучасної 
авіації не повинне обмежуватись застосуванням 
тільки безпілотних літальних апаратів, а 
еволюційно розвиватися з поступовим переходом 
від відокремленого бойового застосування 
пілотованої та безпілотної авіації, до їх спільного 

бойового застосування.  
Постановка проблеми. Вочевидь, що 

ефективність такого бойового застосування у 
спільних бойових порядках буде значно 
перевищувати ефективність окремого застосування 
пілотованої та безпілотної авіації саме за рахунок 
поєднання їх сильних та взаємної компенсації 
слабких сторін. Таким чином, виникає проблема 
управління формуванням спільного бойового 
порядку пілотованої та безпілотної авіації, що є 
складною як у теоретичному, так і у практичному 
розумінні, а розв’язання цієї проблеми у науковій 
спільноті не набуло широкого розмаху і є 
актуальним науковим завданням. 
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Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Загальноприйняті підходи застосування положень 
теорій класичної механіки та динаміки складних 
механічних систем, опису та формалізації складної 
механічної системи наведені у [1-4]. Але широке 
коло задач з управління складними механічними 
системами, а саме задача формування потрібної 
конфігурації складної механічної системи, є 
найменш вивченими [5-8]. В останні роки, 
з’являються матеріали щодо застосування 
програмних комплексів для вирішення задач 
пов’язаних з робототехнікою з точки зору 
моделювання динамічних систем [9-12]. 

Переваги реалізації процедури пошуку 
оптимальних управлінь складною механічною 
системою з наданням траєкторії руху у вигляді 
суми експонент наведені у [13-14]. 

Метою статті є розв’язання проблеми 
формування у польоті спільного бойового порядку 
пілотованої та безпілотної авіації застосувавши 
положення теорій класичної механіки та динаміки 
складних механічних систем, формалізація та 
оптимізація процесу формування конфігурації 
складної механічної системи за критеріями часу та 
мінімуму енергетичних витрат, що складатиме 
основу методу формування спільної авіаційної 
групи. 

Виклад основного матеріалу 
дослідження 

З метою формалізації процесу формування 
спільної авіаційної групи, за кінцеву мету 
вважатимемо формування конфігурації складної 
механічної системи шляхом двокритеріальної 
оптимізації. Припустимо, необхідно зібрати 
N елементів механічної системи у визначеній 
частині простору за мінімальний час з мінімумом 
витрат енергії. При цьому рух кожного з елементів 
системи описується диференційними рівняннями 
вигляду 

𝐴 (𝑝)𝑥 (𝑡) = 𝑏 𝑢 (𝑡),   
 

𝐴 (𝑝) = ∑ 𝑎 𝑝 ,                         (1) 

  𝑝 =
𝑑

𝑑𝑡
(. ), 𝑗 = 1, 𝑁, 

де 𝑥 – вихідна змінна;  

𝑢  – управління, коефіцієнти 𝑎  і 𝑏  відомі.  

Покладемо, що 𝑎 = 1. 
Розв’яжемо задачу створення управління 

𝑢 (𝑡) = 𝑢 (𝑡), 𝑢 (𝑡), … , 𝑢 (𝑡) ∈ 𝑈 для 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 
під дією якого система (1) буде зведена з 
початкового стану 𝑥 (0) = 𝑥 ,  

�̇� (0) = 𝑥 , … , 𝑥
( )(0) = 𝑥 , , 𝑥

( )(0) = 𝑥 ,  в 

кінцевий 𝑥
( )(𝑇), 𝑖 = 0, 𝑛 − 1; 𝑗 = 1, 𝑁, по 

траєкторіях деякого класу 𝑥∗(𝑡) за мінімально 

можливий час 𝑇(𝑢 ) і при цьому дає оптимальне 
значення деякому функціоналу якості 𝐼 (𝑇, 𝑢 ). 

Якщо бажані траєкторії руху 𝑥∗(𝑡) як функції 

часу диференційовані необхідне число разів, то 
клас управлінь, що їх реалізує, визначається як 
 

𝑢∗(𝑡) = 𝑏 𝐴 (𝑝)𝑥∗(𝑡).  (2) 

 
Певні переваги при реалізації процедури 

пошуку оптимальних управлінь пов’язані з 
зображенням траєкторії руху у вигляді суми 
експонент [9,10]. 

При заданні 𝑥∗(𝑡) у вигляді 

 

𝑥∗(𝑡) = ∑ 𝐶 𝑒 ,  (3) 

 
де 𝐶  – постійні параметри, що визначаються 

початковим станом системи, а 𝜆 = 𝜆 , … , 𝜆 ,  
маємо можливості на основі програмного 
управління (2) одержати управління з оберненим 
зв’язком 
 

𝑢∗ 𝑥 , �̇� , … , 𝑥
( )

= 𝑏 ∑ 𝑉 𝑥
( ). (4) 

 
Коефіцієнти 𝑉  однозначно визначаються 

характеристиками об’єктів управління і виглядом 
бажаних траєкторій. 

Записуючи функціонал якості 𝐼 (𝑇, 𝑢 ) і 𝑇(𝑢 ) 
як функцію параметрів траєкторії і управління – 
вектору 𝜆 , переходимо від задачі оптимального 
управління до задачі математичного 
програмування такого вигляду: знайти 𝑐  і 
min 𝑇(𝜆 , … , 𝜆 ) при обмеженнях 𝜆 ∈ Λ, область 

Λ визначається з умови 𝑢∗(𝜆 , 𝑡) ∈ 𝑈 для 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. 

Розв’язок цієї задачі, що однозначно визначає 
шукане управління 𝑢 , ускладнюється 
багатокритеріальністю. Можливий шлях 
розв’язання задачі, що полягає у зведенні її до 
однокритеріальної [11] (знаходження 
min 𝑊(𝜆 , … , 𝜆 ) = ℎ𝐼 (𝜆 , … , 𝜆 ) +

𝑔𝑇(𝜆 , … , 𝜆 )), через труднощі зумовлені 

визначенням h і g, пов’язаний з великими 
обчислювальними витратами. Уникнемо 
зазначених труднощів за рахунок організації 
двоетапної процедури оптимізації. 

З постановки задачі випливає, що мінімальний 
час, витрачений на формування конфігурації 
системи, буде не менший за час, необхідний для 
переводу у кінцевий стан елементу системи, яка 
знаходиться у найгірших умовах, і для нього 
розв’язуємо задачу оптимальної швидкодії 
(визначаємо T*). Потім розв’язуємо задачу 
відшукання 
 

min 𝐼 𝜆 , … , 𝜆 , 𝑇∗ , 𝑗 = 1, 𝑁 − 1. 
 

Пошук елемента, що знаходиться у найгірших, з 
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точки зору швидкодії, умовах, здійснюємо 

виходячи з вигляду 𝐴 (𝑝) і 𝑥( )(0), 𝑗 = 1, 𝑁; 𝑖 = 0, 𝑛. 

Нехай рух кожного з елементів системи 
підпорядковується закону 

�̈� + 𝑎 �̇� + 𝑏 𝑥 = 𝑢 (𝑡), 𝑗 = 1, 𝑁 

і в початковий момент часу вони знаходяться в 

стані 𝛼 , 𝛼 . Знайдемо управління, що 

переводить систему (5) в кінцевий стан 𝜀 , 𝜀  – 𝜀-

околиця точки (0,0) за мінімально можливий час T 
з мінімальною витратою енергії 𝐼 =

∑ ∫ 𝑢 (𝑡)𝑑𝑡 при 𝑢 ≤ 𝑢 . 

Пошук оптимальних траєкторій здійснимо у 
класі траєкторій вигляду 

𝑥∗(𝑡) = 𝑐 𝑒 + 𝑐 𝑒 ;  𝜆 , 𝜆 < 0. 

 
 
 

Тоді 

𝑢∗(𝑡) = 𝑐 𝜆 + 𝑎 𝜆 + 𝑏 𝑒 + 𝑐 𝜆 +

𝑎 𝜆 + 𝑏 𝑒 . 
 

Виходячи з початкових умов, 
 

𝑐 =
𝛼 𝜆 − 𝛼

𝜆 − 𝜆
,  

 

 𝑐 = ,                         (6) 
 

𝑗 = 1, 𝑁. 
Припустимо, що з величин 

𝑎 , 𝑏 , 𝛼 , 𝛼  вдалося визначити, 

що найгіршим, з точки зору швидкості, є N-й 
об’єкт. Знайдемо для нього мінімально можливий 
час збору 𝑇∗. Область припустимих управлінь 𝑢  
визначається з співвідношення

 
( ) ( )

≤ 𝑢 .                              (7) 

 
Виходячи з умови 𝜆 , 𝜆 < 0 і вибираючи 

𝜆 > 𝜆 , одержимо, що для виконання (7) досить 
виконання цієї нерівності при t = 0. Тоді після 
відповідних повторень одержимо 

 

𝜆 ≤ .  (8) 

 
Час T як функцію змінних 𝜆  та 𝜆  доцільно 

виразити із співвідношення (𝜀 = 0) 
 

𝜆 𝑒 + 𝜆 𝑒 = 0,  (9) 

𝑇 = ln
( )

( )
. 

 
Знайдемо 
 

𝑇∗ = min 𝑇(𝜆 , 𝜆 ) , 𝜆 , 𝜆 ∈ 𝑢 . 

Проаналізувавши (9) і часткові похідні , 

, відмітимо, що шуканий розв’язок (𝜆∗ , 𝜆∗ ), 

знаходиться на межі області 𝑢  
 

𝜆 = .  (10) 

 
При зробленому раніше припущенні 𝜆 > 𝜆  

область пошуку скоротиться до множини точок 
межі  

 
Г(𝑢 : 𝑢 ⊂ 𝑢 𝜆 > 𝜆⁄ ). 

 
Тоді 
 

𝑇 = ln
( )( )

, (11) 

 
де 𝛽 = 𝑢 (𝑏 𝛼 + 𝑎 𝛼 ). Вважаючи кінцевий 
стан (𝜀 , 0), одержимо ітераційну форму 
визначення 𝜆∗

 

𝜆∗ = − 𝜀
( )

+
( )

× ×

( )
×

( )
.  

 

Одержавши 𝜆∗  за формулою (12), з (11) та (10) 
знаходимо 𝑇∗ і 𝜆∗ . Управління даного класу 
можна виразити через поточні координати системи. 
Це дозволяє створити керовані системи із 
зворотним зв’язком 
𝑢∗ (𝑡) = (𝜆∗ + 𝜆∗ + 𝑎 )�̇�(𝑡) − (𝜆∗ 𝜆∗ − 𝑏 )𝑥(𝑡). (13) 

 

Отже, мінімальний час переходу системи у 
кінцевий стан знайдено. Тепер винайдемо 
управління 𝑢∗(𝑡),   𝑗 = 1, 𝑁 − 1, що переводить 

решту елементів у кінцевий стан з мінімальними 
витратами енергії. Область допустимих значень, 
аналогічно 𝑢 , визначається відповідно до виразів 
виду (8).  

(12) 
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Розглянемо функціонал якості 
 

𝐼 = 𝑢 (𝑡)𝑑𝑡, 𝐼 ≅ −
𝑐

2𝜆
𝜆 + 𝑎 𝜆 + 𝑏 −

𝑐

2𝜆
𝜆 + 𝑎 𝜆 + 𝑏 − 

𝜆 + 𝑎 𝜆 + 𝑏 𝜆 + 𝑎 𝜆 + 𝑏 .  

 
Таким чином, параметри оптимального 

управління 𝜆∗  та 𝜆∗  можуть бути винайденими з 
розв’язання наступної задачі математичного 

програмування: знайти min 𝐼 𝜆 , 𝜆 = 𝐼∗, 𝜆 ∈

Λ, область Λ визначається з умови 𝑢∗ 𝜆 , 𝑡 ∈ 𝑈, при 

обмеженнях 𝜆 , 𝜆 < 0 і вибираючи 𝜆 ≠ 𝜆 ; 
 

𝜆 ≤ , 

 

𝑒 + 𝑒 ≤ 𝜀 , 

 

𝜆 𝑒 + 𝜆 𝑒 ≤ 𝜀 . 

 
За одержаними 𝜆∗  та 𝜆∗ , 𝑗 = 1, 𝑁 − 1, 

відповідно, виразами (14) та (13) визначаються 

значення функціоналу якості 𝐼∗ та управління 𝑢∗(𝑡) 

для системи із зворотнім зв’язком. 

Висновки і перспективи подальших 
досліджень 

Запропонований метод розв’язання задачі 
оптимального управління конфігурацією складної 
механічної системи, в якості якої розглядається 
спільна авіаційна група пілотованої та безпілотної 
авіації, що формується у польоті, може бути 
реалізований у нейронній мережі з метою 
зменшення часу виконання бойового завдання за 
рахунок зменшення часу на формування спільного 
бойового порядку, що у свою чергу підвищить 
загальну ефективність симбіотичного (спільного) 
бойового застосування пілотованої та безпілотної 
авіації. 
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Сегодня, все чаще появляется информация о совместных полетах пилотируемой и беспилотной 

авиации для выполнения единой задачи. Польза такого симбиоза заключается в повышении 
эффективности боевого применения авиации, сохранении жизни летного состава, снижении затрат на 
выполнение задания, росте возможностей по восстановлению боеспособности и т.д. Но возникает 
проблема, каким образом управлять формированием совместных авиационных групп пилотируемой и 
беспилотной авиации в полете? Какой математический аппарат существует сегодня, что позволит 
эффективно, в соответствии с определенными критериями, управлять авиацией в составе совместных 
авиационных групп? 

Целью статьи является решение вышеупомянутой проблемы путем применения положений 
теорий классической механики и динамики сложных механических систем. Актуальность проблематики 
объясняется тем, что среди большого количества задач, связанных с управлением сложными 
механическими системами, задача формирования нужной (заданной) конфигурации является наиболее 
востребованной и многовариантной, зависящей от начальных условий. 

Конечной целью формализации процесса формирования совместной авиационной группы будем 
считать формирование конфигурации сложной механической системы путем двухкритериальной 
оптимизации за минимальное время с минимумом затрат энергии. При этом движение каждого из 
элементов системы будем описывать дифференциальными уравнениями. 

Предложенный порядок решения задачи оптимального управления конфигурацией совместной 
авиационной группы пилотируемой и беспилотной авиации составляет основу метода формирования 
совместной авиационной группы, с целью уменьшения потребного времени на расчеты может быть 
реализован в нейронной сети, повысит общую эффективность симбиотического (совместного) боевого 
применения пилотируемой и беспилотной авиации. 

Ключевые слова: совместная авиационная группа, сложная механическая система, классическая 
механика, динамика механических систем, дифференциальное уравнение, управление конфигурацией, 
формирование боевого порядка. 
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Today, more information appears about joint flights of manned and unmanned aviation to perform a 

common task. The benefit of this symbiosis lies in increasing the effectiveness of the aviation combat mission, 
saving the life of personnel, reducing the cost of completing a mission, increasing the ability to restore combat 
effectiveness, etc. But the problem arises of how to manage the formation of joint aviation groups of manned and 
unmanned aviation in flight? What mathematical apparatus exists today that will make it possible to effectively, 
in accordance with certain criteria, manage aviation as part of joint aviation groups? 

The aim of the article is to solve the above problem by applying the provisions of the theories of classical 
mechanics and dynamics of complex mechanical systems. The relevance of the problem is explained by the fact 
that among the large number of problems associated with the control of complex mechanical systems, the problem 
of forming the required (given) configuration is the most popular and multivariate, depending on the initial 
conditions. 

The ultimate goal of formalizing the process of forming a joint aviation group will be the formation of a 
configuration of a complex mechanical system by means of two-criteria optimization in a minimum time with a 
minimum of energy consumption. In this case, the motion of each of the elements of the system will be described 
by differential equations. 

The proposed procedure for solving the problem of optimal configuration control of a joint aviation group 
of manned and unmanned aviation forms the basis of the method a joint aviation group forming, in order to reduce 
the time required for calculations, it can be implemented in a neural network, and will increase the overall 
efficiency of symbiotic (joint) combat mission of manned and unmanned aviation. 
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