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Проведен анализ вращательных колебаний протонов молекул воды с помощью модели двухчастотного 
маятника. Определены параметры, показывающие изменение типа колебаний маятника и построены 
диаграммы областей для разных типов колебаний. Показана возможность анализа типа колебаний мо-
лекул в воде, границы перехода от независимых двухчастотных колебаний к эллипсоподобным вращени-
ям протонов молекул около своих осей связей в неоднородном по углу поле сил межмолекулярного взаи-
модействия 
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1. Введение  
Свойства воды широко обсуждаются в литера-

туре. В работе [1] обсуждаются экспериментальные 
данные свойств воды и имеющиеся теории ее строе-
ния и свойств. В обзорной работе [2] рассмотрены 
теоретические работы отечественных исследовате-
лей. В обзоре [3] приведены результаты компьютер-
ного моделирования свойств молекул воды.  

В обзоре автора по своим работам [4] дана но-
вая методика определения энергии активации по вяз-
кости в воде и определен вклад в эту энергию от вод-
ных кластеров вблизи точки плавления льда. Этот 
вклад быстро уменьшается с нагревом вследствие 
тепловых колебаний молекул. Вопросы влияния ко-
лебательных спектров атомов и молекул на свойства 
веществ подробно рассматриваются в рамках теории 
эффекта Яна-Теллера [5]. В исследовании [4] впер-
вые предложено применить данную теорию к колеба-
тельным спектрам молекул воды, и показано, что ее 
главные особенности обусловлены появлением в ее 
жидкой фазе новых вращательных коллективизиро-
ванных колебаний, приводящих к изгибам водород-
ных связей (Н – связей) в воде и значительному из-
менению всех ее свойств. 

Моделирование вращательных колебаний мо-
лекул воды впервые проведено с помощью модели 
двухчастотного сферического маятника в исследо-
вании [6], силовые и временные особенности коле-
баний в неоднородных полях сил межмолекулярно-
го взаимодействия рассмотрено в [7], чисто эллип-
тические траектории маятника и средние углы от-
клонений маятника (и изгибов Н – связей) для них 
рассмотрены в [8]. Однако еще многие вопросы 
данных колебаний молекул воды еще требуют свое-
го рассмотрения.  

2. Литературный обзор 
Основное внимание в литературе уделяется 

внутримолекулярным колебаниям молекул воды [3], 
обусловленных сильными внутренними взаимодей-
ствиями, а также коллективным движениям кластеров 
молекул воды [9], диффузии молекул [3, 10]. При 
компьютерном моделировании колебаний молекул 
воды методом молекулярной динамики задается 
большой шаг во времени сравнительно с периодом 
колебаний, что требует постоянной коррекции темпе-
ратуры системы, а также не позволяет анализировать 
более мелкие особенности движения молекул. Кроме 
того, учет теплового движения всех молекул приво-
дит к его сильной хаотизации, разрыву связей.  

Проблеме более слабых межмолекулярных 
взаимодействий уделяется меньше внимания, хотя 
именно эти силы обуславливают вращательные ко-
лебания молекул воды и в большей степени ответ-
ственны за ее термодинамические свойства. А про-
блеме моделирования вращательных колебаний мо-
лекул воды уделено мало внимания. Обычно ин-
формация об вращательных колебаниях рассматри-
валась как появление в жидкой фазе воды средних 
углов изгиба водородных связей [3, 11], причем без 
анализа их причины, что говорит о недооценке, а 
порой и непонимании, влияния вращательных коле-
баний молекул на свойства воды.  

В работе [6] для моделирования вращатель-
ных колебаний молекул воды была применена мо-
дель двухчастотного сферического маятника, по-
скольку было показано [4], что малые вращательные 
колебания молекул воды являются двухчастотными. 
Результаты моделирования [6–8] показали, что эти 
колебания можно разделить на два типа: двухча-
стотные независимые колебания (НК) и одночастот-
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ные вращения молекул и их ядер атомов водорода 
(протонов) вокруг осей Н – связей с соседними мо-
лекулами, описывающих сложные траектории эл-
липсоподобных колебаний (ЭПК).  

Наличие двух вращательных частот маятника 
задавалось параметром k=Ix/ Iy, характеризирующим 
отношение моментов инерции маятника (и молеку-
лы) по осям модели, где k>1 и ось х – низкочастот-
ная [6–8]. Вследствие различия моментов и сил 
инерции по осям возвращающие силы, действующие 
на маятник, становятся нецентральными, что может 
способствовать вращению маятника (и молекулы) 
вокруг его оси.  

Моделирование колебаний для маятника про-
водилось в неоднородном поле сил (НПС) [6–8], мо-
делирующем направленные межмолекулярные си-
лы. Наличие НПС приводит к сильной зависимости 
периода колебаний маятника от амплитуды колеба-
ний, что хорошо согласуется с температурными за-
висимостями либрационных частот воды [1]. Это 
также создает условия для возможности перехода 
двухчастотных колебаний маятника к колебаниям 
(вращениям) на одной общей частоте даже для ма-
лых отклонений маятника. 

При малых начальных скоростях vyo и при 
начальных смещениях δхо маятник совершает двух-
частотные НК. Большие амплитуды колебаний по 
оси Y приводят к понижению частоты и к возможно-
сти равенства частот колебаний по осям. Поэтому 
при некоторой скорости, когда частоты сравнялись, 
маятник начинает совершать ЭПК вокруг его оси Z.  

Можно по величине скорости разделить обла-
сти НК и область ЭПК. Последняя делится по ско-
рости на две: ЭПК-1 – до скорости чистой эллипти-
ческой орбиты (ЭО), когда все колебания проходят 
внутри эллипса и вторую ЭПК-2 – для больших ско-
ростей – когда эллипсоподобные колебания маятни-
ка происходят вне области ЭО. При этом полагаем, 
что траектории движения маятника согласуются с 
траекториями вращательных колебаний протонов 
молекулы воды относительно их осей Н – связи. 

Поиск областей НК и ЭПК [6] проводился ме-
тодом подбора начальной скорости маятника vyo и 
был затруднен для больших начальных смещений δхо, 
поскольку сильно уменьшались скорости vyo и разме-
ры области существования ЭПК. Поэтому возникла 
необходимость разработать методику быстрого поис-
ка областей с разными типами колебаний маятника 
для заданного смещения δхо. 

 
3. Цель и задачи исследования 
Цель исследования – поиск особенностей ко-

лебаний для серии измерений с изменением началь-
ной скорости маятника для быстрого определения 
областей существования разных типов колебаний, а 
также определение скорости для ее эллиптической 
орбиты, разделяющей область ЭПК на две.  

Для достижения цели были поставлены сле-
дующие задачи: 

1. Определение параметров, показывающих 
изменение типа колебаний.  

2. Проведение соответствующих изменений 
компьютерных программ. 

3. Построение диаграмм для областей разных 
типов колебаний. 

 
4. Модель колебаний двухчастотного ма-

ятника в НПС 
Модель колебаний двухчастотного сфериче-

ского маятника в НПС подробно рассмотрена в [6]. 
Она представляет две массы, закрепленные на двух 
невесомых стержнях длиной l под углом Θо, что дает 
разные моменты инерции маятника по осям. Ось Х 
маятника соответствует оси х молекулы воды [2], а 
ось Y маятника – оси y молекулы воды для отноше-
ния моментов инерции k=3 либо оси z молекулы для 
отношения моментов k=1,5.  

Отклонения маятника рассматриваются через 
угол отклонения маятника θ от вертикальной оси Z 
либо через относительные начальные смещения по 
оси Х: δхо=xo/l и смещения по оси Y: δy=y/ l. Угол от-
клонения θ при моделировании ограничивался уг-
лом θ=90° – нижней полусферой. 

Локальное моделирование вращательных ко-
лебаний молекулы воды было проведено с помощью 
модели двухчастотного сферического маятника в 
НПС вида G=g·cosnθ в пакете MatLab (l=1 м, 2·m= 
=1 кг, g=10 м/с2).  

Определение параметров траекторий маятника 
проводилось для отношения моментов инерции, ха-
рактерного для молекулы воды k=1,5 [8] и показателя 
НПС n=8. Эллипсоподобные колебания маятника [6–
8] достаточно сложны для рассмотрения, а потому 
при анализе колебаний были выбраны и рассмотрены 
их общие осредненные параметры за значительное 
время моделирования (≈100 с). Шаг моделирования 
составлял 0,0001 с, поскольку при этом нелинейно-
стями моделирования за время 100 с можно прене-
бречь. При большом времени моделирования и числе 
совершенных периодов колебаний можно по траек-
ториям увидеть область пространства в XY – коорди-
натах, внутри которой происходят заданные колеба-
ния маятника. 

Данное осредненное локальное поле сил оста-
ется неизменным для всего процесса моделирования 
колебаний. То есть, пренебрегаем тепловым движе-
нием соседних молекул воды, что применимо для 
состояний молекул близких к температуре плавле-
ния и далеких от критической температуры. Нали-
чие НПС приводит к сильной зависимости периода 
колебаний маятника от величины амплитуды коле-
баний – от 1,8 до 4 и более секунд. 

Для определения нужных параметров тра-
екторий маятника вначале проводился расчет в 
цикле, с шагом по скорости, для всего диапазона 
скоростей в его нижней полусфере (θ<90°). Затем 
уточнялись параметры для критической, эллипти-
ческой и максимальной скоростей маятника от-
дельно. 

Несмотря на то, что колебания сферического 
маятника происходят в трехмерном пространстве 
координат XYZ [6–8], в исследовании рассматрива-
ются для простоты только XY – проекции траекто-
рий этих колебаний, поскольку для характерных для 
воды углов отклонений (менее 30°) их проекции 
аналогичны. 
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5. Результаты исследования и их обсуждение 
На рис. 1 наблюдается сильная зависимость 

периода колебаний от величин скорости и началь-
ного смещения маятника δхо. В точке появления 
равенства частот (критической точке) происходит 
изменения типа колебаний от НК к ЭПК, и  
далее имеем одну общую частоту колебаний по  
обеим осям.  

 

 
Рис. 1. Изменение периодов колебаний двухчастотного 

маятника с ростом его начальной скорости для начальных 
смещений по оси Х: δхо=0,1; 0,3 и 0,5 

 
Если при малом смещении δхо=0,1 кривые 

(нижняя пара) сходятся плавно, то для большего 
смещения δхо=0,5 наблюдается скачок. При этом 
более низкая частота меняется более слабо, а более 
высокая (нижняя кривая) более быстро приближа-
ется к ней. В точке перехода период колебаний 
маятника становится практически равным (с точ-
ностью до 1 %) начальному низкочастотному пе-
риоду: Тkr≈Тхо. После этого наблюдается пониже-
ние общего периода колебаний маятника, а затем 
его быстрое возрастание вследствие роста откло-
нений вблизи максимально возможной начальной 
скорости.  

Вследствие роста смещений δхо и роста при 
этом начальной потенциальной энергии маятника 
его максимальная скорость уменьшается. Также это 
приводит к большему различию периодов колебаний 
по осям при малых скоростях с ростом величин 
начальных смещений δхо (рис. 1). 

На рис. 2 показана трансформация вида обла-
стей траекторий колебаний в области НК при раз-
ных скоростях. При малых отклонениях маятника 
δ<0,1 область колебаний маятника близка к прямо-
угольнику. Видим, что прямоугольная область коле-
баний при малых скоростях и отклонениях превра-
щается с ростом скорости в «бабочкообразную» об-
ласть с изгибом боковых границ и приближением 
углов области колебаний к оси Y модели при мень-
шей амплитуде отклонения Ym вдоль самой оси Y. 
Величина изгиба горизонтальной кривой растет с 
ростом величин начальной скорости, а также 
начального отклонения маятника δхо.  

Причиной изгиба вертикальных прямых пря-
моугольной области колебаний является то, что коле-

бания происходят не на горизонтальной плоскости, а 
на сферической поверхности. При больших отклоне-
ниях маятника повышается его потенциальная энер-
гия при потере кинетической. А потому величина от-
клонения маятника уменьшается, и вертикальные 
кривые изгибаются. Величина отклонения по оси Ym 
меньше максимального ym в углах, поскольку, вслед-
ствие работы закона сохранения момента импульса, 
происходит возникновение скорости вдоль оси X, то-
гда как в углах «бабочки» нет вращения в плоскости 
XY, и вся кинетическая энергия маятника идет на 
максимальное его отклонение от оси. Эти соображе-
ния остаются верными и для НПС. Так как для него 
при отклонениях маятника уменьшение потенциаль-
ного поля относительно большее, то изгибы кривых 
тоже большие и размер ограничивающего эллипса по 
оси Y будет меньшим [6]. 

 

 
Рис. 2. Вид траекторий маятника (наложение) в области 
НК при разных скоростях (0,03; 0,32 и 0,64 м/с) для 

начального смещения маятника δхо=0,3 

 
Все области колебаний при разных скоростях 

(рис. 2) лежат внутри общей области, ограниченной 
эллиптической орбитой, лишь углы областей коле-
баний (для больших δхо) могут несколько выходить 
за ее пределы. Можно отметить, что по диагоналям 
«бабочки» возвращающие силы остаются централь-
ными, а потому плотность траекторий вблизи диаго-
налей является максимальной, а вдоль оси Х – ми-
нимальной, что особенно видно при сближении диа-
гоналей по углу к оси Y. 

С ростом начальной скорости маятника углы 
«бабочки» сближаются и при некоторой критиче-
ской скорости vykr эти углы сливаются вместе и 
начинаются эллипсоподобные вращения маятника 
вокруг оси Z маятника. При этом происходит изме-
нение вида: от малого зазора между углами «бабоч-
ки» в области НК к появлению узкого эллипса вдоль 
оси Y (рис. 3) в области ЭПК. Частоты колебаний 
маятника по обеим осям становятся равными, хотя и 
быстро изменяющимися при изменении величины 
начальной скорости вблизи критической скорости 
vykr при больших смещениях маятника δхо (рис. 1).  
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Рис. 3. Изменение вида областей колебаний маятника 
при переходе от НК к ЭПК: а – траектории колебаний 

 маятника, б – схематическое раздельное представление 
областей траекторий колебаний маятника  

(до и после критической скорости vykr) 
 
Вначале внутренний эллипс, куда теперь не 

попадают траектории колебаний, узкий (рис. 3), од-
нако он расширяется с ростом величины начальной 
скорости маятника (рис. 4). Схематически область 
колебаний можно описать с помощью кривых вто-
рого порядка: внешнего эллипса и 1–2 внутренних. 
Для внутренних кривых переход между типами ко-
лебаний можно описать как переход при критиче-
ской скорости vykr, когда изменяется огибающая 
кривая от двух гипербол к эллипсу (рис. 3, б). Фор-
мулу такого перехода в координатах YX вблизи ско-
рости vykr можно представить как: 

 

 
2

1 ,
y ykr

bx
y a

v v
 


                         (1) 

 
где а – координата вершины эллипса или гиперболы 
по оси Y, b – константа.  

При некоторой скорости vyеl внутренний эл-
липс сравнивается с внешним и получим чисто ЭО. 
При дальнейшем росте скорости эллипсы описыва-
ют траектории вокруг ЭО (рис. 4), где трем началь-
ным скоростям соответствуют три полосы областей 
колебаний. При большом числе колебаний видно, что 
области колебаний маятника находятся между двумя 

огибающими эллипсами, размеры которых изменя-
ются с ростом начальной скорости и эллиптичность 
огибающих эллипсов при этом уменьшается.  

 

 
Рис. 4. Изменение вида областей колебаний: до, вблизи и 

более скорости vyel 

 
Таким образом, при анализе траекторий дви-

жения маятника для определения типа колебания 
имеет интерес рассматривать периоды колебаний по 
осям, минимальные и максимальные величины от-
клонений маятника Xm и Ym в точках их пересечения 
осей, максимальные величины отклонений по оси  
Y – ym для области НК, средние отклонения траекто-
рий по осям ΔX и ΔY, пропорциональные толщинам 
эллиптических полос по осям в области ЭПК.  

Траектории колебаний в области ЭПК изме-
няют свои параметры во времени. Для хорошего 
осреднения этих параметров желательно иметь 
большие времена моделирования колебаний и не-
синхронность колебаний. Под несинхронностью ко-
лебаний понимается равномерное по углу пересече-
ние области колебаний траекториями движения ма-
ятника – «мелкая сетка» линий, при синхронности – 
линии группируются вместе либо совпадают, полу-
чим «крупную сетку» (рис. 2–4) и можем иметь пло-
хое осреднение параметров во времени. Хотя время 
моделирования траекторий составляло 100 с, зача-
стую этого было недостаточно для хорошего осред-
нения результатов. Для результирующих осреднен-
ных параметров Xm, Ym, ym, ΔX, ΔY, ΔТx и ΔТy от ско-
рости (рис. 5) наблюдались заметные отклонения 
кривых от среднего, особенно вблизи максимальных 
скоростей.  

На рис. 5 показаны результаты моделирова-
ния колебаний маятника для параметров траекторий 
для начального смещения δхо=0,3 в зависимости от 
скорости для всего ее интервала. Видим, что для 
кривых наблюдается ряд аномалий. На границе из-
менения типа колебаний от НК к ЭПК при скорости 
vykr наблюдаются изломы кривых ym, ΔX и ΔY, а так-
же периодов колебаний маятника ΔТx и ΔТy по осям.  

Зависимости ΔТx и ΔТy похожи на зависимо-
сти для ΔX и ΔY, однако есть и отличия по осям. Ес-
ли в области НК велико и постоянно ΔX, то откло-
нения для ΔТy большие, но не постоянные, и наобо-
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рот – отклонения ΔТx растут от нуля как и ΔY, но 
растут нелинейно. Величины средних отклонений 
траекторий по осям ΔX и ΔY говорят об их пропор-
циональности зависимостям Xm и Ym для области НК 
и об уширении эллиптических полос областей коле-
баний для области ЭПК. Величина Ym равняется ве-
личине коэффициента a в формуле (1).  

 

 
 

Рис. 5. Параметры траекторий маятника для начального 
смещения маятника δхо=0,3, в зависимости от начальной 

скорости vy 
 
Для средних отклонений траекторий по осям 

ΔX и ΔY за критической точкой видим уменьшение 
их величин до нуля, и затем – их аналогичный рост 
далее. Нулевой толщине линий соответствует эл-
липтическая орбита, для которой ΔX, ΔY, а также 
изменения периодов колебаний ΔТx и ΔТy нулевые. 
Также в этой точке наблюдаются излом и последу-
ющий рост величины отклонения маятника Xm, а 
также пересечение кривых Ym и ym. Если величина 
отклонения ym до точки излома росла практически 
линейно с ростом начальной скорости маятника до 
величины радиуса эллипса, то после, в области ЭПК, 
внешний радиус ym уменьшается. Видим, что макси-
мальные значения Ym на оси Y в области НК продол-
жают практически линейно расти с ростом скорости и 
в области ЭПК, но эти размеры становятся теперь ра-
диусами внутренних эллипсов. При этом с ростом 
скорости кривая Ym монотонно возрастает, а радиусы 
огибающих эллипсов по оси Y, внешнего и внутрен-
него, в точке ЭО как бы меняются местами (рис. 4, 5).  

Различие ΔТy в области НК можно объяснить 
тем, что отклонения по оси Y для Ym и ym различно, 
что и ведет к отличию их периодов колебаний. Для 
оси Х периоды колебаний вначале равны и все более 
отличаются с ростом начальной скорости и соответ-
ствующего отклонения. В критической точке для 
смещений δхо>0,2 наблюдается скачок величины ΔТx. 
Также наблюдается нелинейный рост величин от-
клонений периодов колебаний ΔТx и ΔТy вблизи мак-
симальных скоростей маятника, когда периоды ко-
лебаний быстро возрастают с ростом углов отклоне-
ний маятника. Сравнивая рис. 1 и 5 можно сказать, 
что там, где большие отклонения, изменения коор-
динат ΔX и ΔY, более быстро изменяются периоды 
колебаний, там наблюдаются и большие величины 
отклонений периодов колебаний от среднего.  

Постоянство отклонений маятника Xm по оси 
Х до точки ЭО (рис. 5) говорит о том, что все коле-
бания по этой оси до этой точки не превышают ве-
личины начального смещения δхо (области НК и 
ЭПК-1). Все эти изменения говорят о переходе об-
ласти эллипсоподобных колебаний маятника после 
этой точки за внешние пределы чисто эллиптиче-
ской орбиты (область ЭПК-2, рис. 5). То есть, всегда 
один из огибающих эллипсов области колебаний 
маятника будет пересекать ось Х при начальном 
смещении δхо и он будет для области ЭПК-1 являть-
ся внешним, а для области ЭПК-2 – внутренним. 

Таким образом, анализ данной диаграммы для 
параметров траекторий маятника от начальной ско-
рости позволяет разделить области существования 
разных типов колебаний для двухчастотного сфери-
ческого маятника даже без графика зависимостей 
для периодов его колебаний по осям (рис. 1).  

Были получены аналогичные диаграммы 
данных параметров траекторий маятника и их ско-
рости в особых точках для разных начальных 
смещений маятника δхо. На рис. 6 показано зави-
симости кинетической энергии маятника для его 
начальных скоростей: критической, эллиптической 
и максимальной, разделяющих области существо-
вания разных типов его колебаний для всего диа-
пазона начальных смещений маятника δхо. Видим, 
что ЭО при малых смещениях δхо появляются на 
границе с критической скоростью, и заканчивают-
ся при больших смещениях δхо на границе с мак-
симальной скоростью и разделяют область ЭПК на 
две: ЭПК-1 и ЭПК-2.  
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Рис. 6. Зависимость кинетической энергии маятника для 
критической, эллиптической и максимальной скоростей от 

начальных смещений δхо 
 

Смещения δ>0,5 (рис. 2–4, 6) для молекул во-
ды можно не рассматривать, поскольку при таких 
смещениях велика вероятность разрыва Н – связей 
молекулы [3, 8]. Видим, что область НК (рис. 6) со-
ставляет около 30% от всей области колебаний по 
энергии. Считая, что кинетическая энергия враще-
ния молекул воды вблизи критической температуры 
воды близка к максимальной, это позволяет гово-
рить о большой вероятности наличия эллипсопо-
добных колебаний для протонов молекул воды 

ЭПК-2 

ЭПК-1 

НК
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сравнительно с НК. Это свидетельствует о высокой 
вероятности вращений протонов молекулы воды во-
круг своих осей Н – связей даже при учете наличия 
импульсов от соседних молекул, значительно изме-
няющих их кинетическую энергию.  

Величины ΔX, ΔY, ΔТx и ΔТy изменений коор-
динат и периодов колебаний двухчастотного сфери-
ческого маятника можно рассматривать как обоб-
щенные осредненные характеристики его сложных 
траекторий обоих типов для областей независимых 
и эллипсоподобных колебаний.  

Данные особенности траекторий колебаний бу-
дут также характерны и для колебаний молекулы воды 
и могут помочь при анализе ее вращательных колеба-
ний разделить области с разными типами колебаний. 

6. Выводы 
1. Определены параметры траекторий маят-

ника, которые позволяют разделить области разных 
типов колебаний для двухчастотного маятника, ко-
торые также применимы и к вращательным колеба-
ниям молекул воды.  

2. Проведены соответствующие изменения 
компьютерных программ. 

3. Построены диаграммы для параметров тра-
екторий двухчастотного сферического маятника, 
позволяющая точно идентифицировать области су-
ществования разных типов его колебаний по скоро-
стям и результирующая диаграмма для этих обла-
стей по кинетической энергии в зависимости от 
смещений маятника. 
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