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ПРО ПРЕДСТАВЛЕННЯ АКФ STHA-ПОЛІНОМАМИ ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ 
РЕГІОНАЛЬНОГО ГРАВІТАЦІЙНОГО ПОЛЯ ЗЕМЛІ  

На сьогодні метод середньої квадратичної колокації вважається одним із найкращих методів для побудови ви-
сокоточної регіональної моделі геоїда. Основною складністю цього методу є підбір виразу локальної аналітичної ко-
варіаційної функції відтворювального ядра. У цій статті пропонується обчислення цієї функції з використанням роз-
кладу в ряд за STHA-поліномами. Здійснено апробацію запропонованого підходу та його порівняння із класичним 
підходом – розкладом у ряд за поліномами Лежандра. В обох випадках коефіцієнти розкладу знайдено за моделлю 
Чернінга-Раппа. Обґрунтовано перевагу пропонованого методу перед існуючими.   
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Актуальність теми дослідження. Діюча нині в Україні Балтійська система висот є мо-
рально застарілою і потребує модернізації. У чинній Постанові Кабінету Міністрів України 
«Деякі питання застосування системи висот UELN/EVRS2000 (Об’єднана європейська ніве-
лірна мережа/Європейська вертикальна референцна система 2000 року)» зазначено, що «ви-
конання топографо-геодезичних та картографічних робіт починаючи з 1 січня 2023 р. здійс-
нюватиметься із застосуванням системи висот UELN/EVRS2000 (Об’єднаної європейської 
нівелірної мережі/Європейської вертикальної референцної системи 2000 року)». Для успіш-
ної інтеграції нашої системи висот в європейську необхідно побудувати високоточну модель 
поверхні геоїда на територію України, яка має добре узгоджуватися з моделлю Європейсь-
кого геоїда EGG2015. Це дозволить використовувати прогресивні супутникові технології 
для визначення гравітаційнозалежних висот.  

Постановка проблеми. До основних методів побудови глобального гравітаційного 
поля Землі відносять метод розкладу геопотенціалу в ряд за сферичними функціями Лежа-
ндра [2] та метод середньої квадратичної колокації (СКК) [5]. Незважаючи на різну природу 
цих методів, вони мають тісний взаємозв’язок. З теорії сучасної фізичної геодезії добре ві-
домо, що існує простий аналітичний зв’язок між коефіцієнтами розкладу аналітичної кова-
ріаційної функції (АКФ) в ряд за поліномами Лежандра та коефіцієнтами розкладу в ряд 
гравітаційного потенціалу за сферичними функціями Лежандра. Своєю чергою, до основних 
методів побудови регіонального гравітаційного поля Землі належить метод розкладу геопо-
тенціалу в ряд за сферичними функціями з дробовими індексами (зокрема, STHA-метод [3]) 
та метод СКК. Проте на сьогодні не встановлено взаємозв’язків між ними. Побудова АКФ 
за допомогою STHA-поліномів, довжина хвилі яких значно менша порівняно з поліномами 
Лежандра і залежить від площі досліджуваного регіону, дозволить значно покращити точ-
ність регіональних моделей гравітаційного поля Землі. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Аналіз публікацій [4; 5; 6], присвячених зна-
ходженню аналітичного виразу АКФ, показує, що оптимальним шляхом є її розклад у ряд 
за поліномами Лежандра, які мають гармонічне продовження в просторову область. Крім 
цього, знаходження коефіцієнтів такого розкладу можливе із використанням моделі Черні-
нга-Раппа [9], яка себе добре зарекомендувала і нині використовується для побудови моделі 
геоїда в багатьох країнах світу [1; 7; 8]. Основним недоліком цього підходу є те, що область 
визначення поліномів Лежандра не збігається з областю визначення вхідних даних (транс-
формант геопотенціалу) для побудови регіонального гравітаційного поля. 

Виділення недосліджених частин загальної проблеми. Дуже перспективним може 
бути підхід до побудови АКФ з використанням STHA-поліномів саме через те, що дов-
жина хвилі даних функцій збігається з площею досліджуваного регіону, а всі інші влас-
тивості збігаються із властивостями поліномів Лежандра. Саме тому необхідно здійс-
нити обчислення АКФ із використанням поліномів Лежандра та STHA-поліномів та 
виконати аналіз отриманих результатів.  

 Джуман Б. Б., Непеляк Я. Ж., 2021 
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Мета дослідження. Дослідити можливість використання STHA-поліномів для побу-
дови коваріаційних та кросковаріаційних функцій трансформант геопотенціалу за мо-
деллю Чернінга-Раппа. 

Виклад основного матеріалу. Для побудови моделі гравітаційного поля Землі мето-
дом СКК необхідно побудувати коваріаційні та кросковаріаційні функції. Зазвичай за 
функцію відтворювального ядра приймають коваріаційну функцію збурювального поте-
нціалу K(P, Q) [5]:  Æ(�, ¬) = ∑ Ç� R ÈÉÊÊËS�8� ��(JÌÍÎ)c�5�ÏÐÑ8� ,    (1) 

де R – середній радіус Землі, Î – сферична відстань між біжучими точками P та Q, Ò та Ò′ – сферичні координати точок P та Q відповідно, �� – поліноми Лежандра, Ç�� – коефі-
цієнти розкладу. Це досить зручно, адже практично всі трансформанти гравітаційного 
потенціалу можна представити через функцію збурювального потенціалу з використан-
ням лінійних функціоналів [6]: = = ÓÔ  ,          ÕB = − Ö×Ó×ÊØÙm − �ÓÚmÊÚm ,

Û = − �ÜÊ ×Ó×Ý ,Þ = − �ÜÊ ß�� Ý ×Ó×7 ,           (2) 

де Т – збурювальний потенціал, N – висота поверхні геоїда над нормальним еліпсоїдом, 
γ – нормальне значення прискорення сили тяжіння, ¬* – точка на телуроїді, Û і Þ – відхи-
лення прямовисних ліній у площині меридіанного еліпса і першого вертикалу.  

У такому випадку довільна коваріаційна функція С може бути представлена як [6] ���(�, ¬) = b�àb�ÙÆ(�, ¬),      (3) 

де b�à – і-ий лінійний функціонал у точці P, b�Ù – j-ий лінійний функціонал у точці Q. За-
стосовуючи формули (1), (2) та (3) не важко показати, що між коефіцієнтами коваріа-
ційних функцій висот геоїда Ç�� та збурювального потенціалу Ç� має місце залежність: Ç� = d�Ç��.                                                        (4) 

Не важко знайти вирази для коваріаційних функцій �á(�, ¬) = JÌ�K�(�), ∆B(¬)L, �(�, ¬) = JÌ�K∆B(�), ∆B(¬)L.                                       (5) 
Використавши формули (1), (2) та (3), отримаємо �á(�, ¬) = ∑ ���ÊË Ç� R ÈÉÊÊËS�8� ��(JÌÍÎ)c�5�ÏÐÑ8� , 

�(�, ¬) = ∑ (���)ÉÊÊË Ç� R ÈÉÊÊËS�8� ��(JÌÍÎ)c�5�ÏÐÑ8� .                       (6) 

Для визначення коефіцієнтів Ç� можна використати добре відому модель Чернінга-
Раппа [9]: Ç� = �(���)(���)(�8�) Í�8�.                                          (7) 

а s задається формулою Í = ÈâÉÈÉ,                                                           (8) 

де �� – сфера Б’єрхаммара. 
У моделі Чернінга-Раппа невідомими слугують чотири параметри: = !, А, В та s. Їх 

визначають методом підбору на основі емпіричної коваріаційної функції (ЕКФ). 
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Спробуємо розкласти коваріаційні функції в ряд за STHA-поліномами. Нагадаємо, 
що загальний вигляд  STHA-поліномів наступний [3]: �ã ($) = Í�� ($* − |$−$° �|) ∙ M R� − �ã , �ã + � + 1, 1 + �, ��Â3ß(Ým�|Ý�ÝÏäÐf|)� S , якщо $�� ≤ $ ≤ $° ��ã ($) = (−1)ã8Í�� ($* − |$−$° �|) ∙ M R� − �ã , �ã + � + 1, 1 + �, ��Â3ß(Ým�|Ý�ÝÏäÐf|)� S , якщо $° � ≤ $ ≤ $ ! ⎭⎪⎬

⎪⎫
,(9) 

де $�� , $ ! , )�� , ) ! – координати вершин досліджуваної трапеції, $° � =ÝÏif8ÝÏÐÑ� , $* = ÝÏÐÑ�ÝÏif� . 

Для розкладу розглянутих вище коваріаційних функцій у ряд за STHA-поліномами 
(9) спершу задамо жорстку умову $�� = 0. У такому випадку функцію відтворюваль-
ного ядра (коваріаційну функцію збурювального потенціалу) K(P, Q) запишемо як Æ(�, ¬) = ∑ Ç© R ÈÉÊÊËS�é8� ��é(JÌÍÎ)jÏÐÑ©5jÏif .                          (10) 

Коефіцієнти розкладу в ряд коваріаційної функції висот геоїда Ç�© можна знайти за 
формулою (4). Формули (6) набудуть вигляду: �á(�, ¬) = ∑ �é��ÊË Ç© R ÈÉÊÊËS�é8� ��é(JÌÍÎ)jÏÐÑ©5jÏif ,

�(�, ¬) = ∑ (�é��)ÉÊÊË Ç© R ÈÉÊÊËS�é8� ��é(JÌÍÎ)jÏÐÑ©5jÏif .                     (11) 

Обчислення коефіцієнтів коваріаційної функції збурювального потенціалу також мо-
жливе з використанням моделі Чернінга-Раппа в такій редакції: Ç© = �(�é��)(�é��)(�é8�) Í�é8�.                                   (12) 

Для апробації запропонованого алгоритму знайдено коваріаційні функції JÌ�K�(�), �(¬)L, JÌ�K=(�), =(¬)L, JÌ�K�(�), ∆B(¬)L та JÌ�K∆B(�), ∆B(¬)L за моделлю 
Чернінга-Раппа з використанням поліномів Лежандра та STHA-поліномів за ЕКФ, побу-
дованою на основі 213 значень висот геоїда, отриманих із GNSS-спостережень на пунк-
тах ДГМ І, ІІ та ІІІ класів на території Львівської області (рис. 1). 

Для обчислення ЕКФ за вимірами l(θ,λ) на обмеженій території, пари вимірів ê� та ê� 
формують у класи p, що залежать від сферичної відстані [4]: 

ψp−1 < ψij < ψp.                                                   (13) 
Тоді ЕКФ можна записати у вигляді: ЕКФ(0) = ��ë ∑ ê�ê��ë�� .                                            (14) 

У випадку поліномів Лежандра розклад в ряд відбувався від 361 до 600 порядку, в 
той час як у випадку STHA-поліномів – від 3 до 8 порядку. Параметри при використанні  
поліномів Лежандра: А = 50001,2; В=24; s = 0,9997, а параметри при використанні  
STHA-поліномів: А = 129855,6; В=24; s = 0,9997. На рис. 2 зображено ЕКФ та АКФ, 
побудовані з використанням поліномів Лежандра, а на рис. 3-6 відображено отримані 
коваріаційні функції. 
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Рис. 1. Спостережувані пункти висотної ДГМ та референцні станції мережі 

GeoTerrace на території Львівської області 

 
Рис. 2. ЕКФ (синя крива) та АКФ (червона крива) 



ТЕХНІЧНІ НАУКИ ТА ТЕХНОЛОГІЇ № 1(23), 2021 
 

TECHNICAL SCIENCES AND TECHNOLOGIES 
 

229 

  
Рис. 3. Коваріаційна функція JÌ�K=(�), =(¬)L, розкладена в ряд за 

поліномами Лежандра (синя крива) та 
STHA-поліномами (червона крива) 

Рис. 4. Коваріаційна функція JÌ�K�(�), �(¬)L, розкладена в ряд за 
поліномами Лежандра (синя крива) та 

STHA-поліномами (червона крива) 
 

  
Рис. 5. Коваріаційна функція JÌ�K�(�), ∆B(¬)L, розкладена в ряд за 

поліномами Лежандра (синя крива) та 
STHA-поліномами (червона крива) 

Рис. 6. Коваріаційна функція  JÌ�K∆B(�), ∆B(¬)L, розкладена в ряд за 
поліномами Лежандра (синя крива) та 

STHA-поліномами (червона крива) 

Висновки. Проаналізовано особливості побудови регіонального гравітаційного поля 
Землі методом СКК. Запропоновано під час представлення АКФ використовувати 
замість поліномів Лежандра STHA-поліноми. Для апробації даної методики обчислено 
коваріаційні та кросковаріаційні функції на основі ЕКФ, побудованої за значеннями ви-
сот геоїда, отриманих із GNSS-спостережень на пунктах ДГМ І, ІІ та ІІІ класів на тери-
торії Львівської області. Встановлено, що в цьому випадку STHA-поліноми є значно 
ефективнішими за поліноми Лежандра, оскільки їх область визначення збігається з об-
ластю досліджуваного регіону. Для прикладу показано, що для Львівської області роз-
клад коваріаційних функцій у ряд за поліномами Лежандра до 600 порядку є еквівалент-
ний розкладу в ряд за STHA-поліномами до 8-го порядку. 
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Bohdan Dzhuman, Yaryna Nepeliak 

ON THE REPRESENTATION OF ACF BY STHA-POLYNOMIALS  
FOR MODELING THE REGIONAL GRAVITATIONAL FIELD OF THE EARTH  

The current Baltic height system in Ukraine is outdated and requires modernization. The current resolution of the Cabinet 
of Ministers of Ukraine states that "the implementation of topographic, geodetic and cartographic works starting from January 
1, 2023 will be carried out using the UELN/EVRS2000 height system." For the successful integration of our height system into 
the European one, it is necessary to construct a high-precision model of the geoid surface on the territory of Ukraine, which 
should fit well with the European geoid model EGG2015. This will allow using advanced satellite technologies to determine 
gravity-dependent heights. 
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The main methods of constructing the regional gravitational field of the Earth include the method of geopotential decom-
position into series of spherical functions with fractional indices (in particular, the STHA-method) and least-squares colloca-
tion method. However, to date, no relationship has been established between them. The construction of ACF using STHA-
polynomials, which wavelength is much shorter than the Legendre polynomials and depends on the area of the studied region, 
will significantly improve the accuracy of regional models of the Earth's gravitational field. 

The approach to the construction of ACF using STHA-polynomials can be very promising precisely because the wave-
length of these functions coincides with the area of the studied region, and all other properties coincide with the properties of 
Legendre polynomials. That is why it is necessary to perform ACF calculations using Legendre polynomials and STHA-
polynomials and analyze the results. 

The solution of this problem is realized by constructing and analyzing the covariance and cross-covariance functions of 
the geopotential functionals using Legendre polynomials and STHA-polynomials according to the Tscherning-Rapp model. A 
number of covariance and crossover-covariance functions are calculated and compared using Legendre polynomials and 
STHA-polynomials according to the Tscherning-Rapp model. The values of geoid heights obtained from GNSS-observations at 
the points of SGN of I, II and III classes in the territory of Lviv region are taken as input data. 

A method for constructing a local ACF using STHA-polynomials is proposed and tested. STHA-polynomials have been 
found to be significantly more efficient than Legendre polynomials because their domain coincides with that of the region under 
study. For example, it is shown that for the Lviv region the decomposition of covariance functions in a series by Legendre 
polynomials up to order 600 is equivalent to the decomposition in a series by STHA-polynomials up to order 8. 

Keywords: ACF; regional gravitational field; STHA-polynomials; height system. 
Fig.: 6. References.: 9. 
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