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КОНСТРУКТИВНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ МЕТОДАМИ ДВОСТОРОННІХ НАБЛИЖЕНЬ КРАЙОВИХ 
ЗАДАЧ ДЛЯ НАПІВЛІНІЙНИХ ЕЛІПТИЧНИХ РІВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 

У роботі розглянуто першу крайову задачу для напівлінійного еліптичного рівняння другого порядку. Задачі такого класу часто виникають 
при моделюванні процесів, що протікають у хімії, фізиці, біології тощо. Особливе місце серед методів аналізу задач, що розглядалися, зай-
мають так звані конструктивні методи дослідження, які дозволяють не тільки довести існування розв’язку задачі, а й пропонують алгоритм 
його знаходження із заданою точністю. Для конструктивного дослідження нелінійної крайової задачі запропоновано використати два варіа-
нти методу двосторонніх наближень. Обидва методи засновані на переході від диференціальної задачі до еквівалентного нелінійного інтег-
рального рівняння (за допомогою функції Гріна або за допомогою квазіфункції Гріна – Рвачова), яке аналізується методами теорії неліній-
них операторів у напівупорядкованих банахових просторах. Висновки про існування додатних розв’язків побудованих інтегральних рівнянь 
та двобічну збіжність до цих розв’язків послідовних наближень робляться на основі результатів В. І. Опойцева про розв’язність нелінійних 
рівнянь з гетеротонним оператором. Практична реалізація методу двосторонніх наближень на основі використання функції Гріна має певні 
обмеження, пов’язані з необхідністю мати у наявності явний вираз цієї функції, що звужує коло областей, у яких метод може бути фактично 
застосований. Вільним від цього недоліку є метод двосторонніх наближень, заснований на використанні квазіфункції Гріна – Рвачова, яка 
може бути побудована за допомогою апарату теорії R  функцій для областей досить довільної геометрії. Запропоновані методи проілюст-
ровано обчислювальними експериментами для еліптичних рівнянь з операторами Лапласа та Гельмгольця і гетеротонною степеневою нелі-
нійністю у ряді дво- та тривимірних областей. Результати роботи обох методів двосторонніх наближень порівняно між собою. 

Ключові слова: крайова задача для напівлінійного еліптичного рівняння, метод двосторонніх наближень, метод функцій Гріна, метод 
квазіфункцій Гріна – Рвачова, додатний розв’язок крайової задачі, гетеротонний оператор. 
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КОНСТРУКТИВНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ МЕТОДАМИ ДВУСТОРОННИХ ПРИБЛИЖЕНИЙ 
ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ПОЛУЛИНИЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО 
ПОРЯДКА 

В работе рассмотрена первая граничная задача для полулинейного эллиптического уравнения второго порядка. Задачи такого класса часто 
возникают при моделировании процессов, протекающих в химии, физике, биологии и тому подобное. Особенное место среди методов ана-
лиза рассматриваемых задач занимают так называемые конструктивные методы исследования, позволяющие не только доказать сущест-
вование решения задачи, а и предлагают алгоритм его нахождения с заданной точностью. Для конструктивного исследования нелинейной 
граничной задачи предложено использовать два варианта метода двусторонних приближений. Оба метода основаны на переходе от диффе-
ренциальной задачи к эквивалентному нелинейному интегральному уравнению (при помощи функции Грина или при помощи квазифункции 
Грина – Рвачёва), которое анализируется методами теории нелинейных операторов в полуупорядоченных банановых пространствах. Выво-
ды о существовании положительных решений построенных интегральных уравнений и двусторонней сходимости к этим решениям последо-
вательных приближений делаются на основании результатов В. И. Опойцева о решении нелинейных уравнений с гетеротонным оператором. 
Практическая реализация метода двусторонних приближений на основе использования функции Грина имеет определённые ограничения, 
связанные с необходимостью иметь в наличии явное выражение этой функции, что сужает круг областей, в каких этот метод может быть 
фактически применён. Свободным от этого недостатка есть метод двусторонних приближений, основанный на использовании квазифункции 
Грина – Рвачёва, которая может быть построена при помощи аппарата R  функций для областей довольно произвольной геометрии. Пред-
ложенные методы проиллюстрированы вычислительными экспериментами для эллиптических уравнений с операторами Лапласа и Гельм-
гольца и гетеротонной степенной нелинейностью в ряде дву- и трёхмерных областей. Результаты работы обеих методов двусторонних при-
ближений сравнили между собой.  

Ключевые слова: краевая задача для полулинейного эллиптического уравнения, метод двусторонних приближений, метод функций 
Грина, метод квазифункций Грина – Рвачева, положительное решение краевой задачи, гетеротонный оператор. 

S. M. LAMTYUGOVA, A. O. POLYAKOV, M. V. SIDOROV 
A CONSTRUCTIVE INVESTIGATION BY THE METHODS OF TWO-SIDED APPROXIMATIONS OF 
BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR SECOND-ORDER SEMILINEAR ELLIPTIC EQUATIONS 

The paper considers the first boundary value problem for a second-order semilinear elliptic equation. Problems of this class arise often in the modeling 
of processes occurring in chemistry, physics, biology, etc. A special place among the methods of analysis of the problems under consideration is occu-
pied by the so-called constructive research methods, which allow not only to prove the existence of a problem solution, but also offer an algorithm for 
finding it with a given accuracy. For a constructive study of a nonlinear boundary value problem, it is proposed to use two versions of the method of 
two-sided approximations. Both methods are based on the transition from a differential problem to an equivalent nonlinear integral equation (using 
Green’s function or using Green – Rvachev’s quasi-function), which is analyzed by methods of the theory of nonlinear operators in semi-ordered Ba-
nach spaces. Conclusions about the existence of positive solutions of the constructed integral equations and the two-sided convergence of successive 
approximations to these solutions are made on the basis of the results of V.I. Opojcev on the solvability of nonlinear equations with a heterotone opera-
tor. The practical implementation of the method of two-sided approximations based on the use of Green's function has certain limitations associated 
with the need to have an explicit expression for this function, which narrows the range of areas in which the method can actually be applied. The 
method of two-sided approximations, based on the use of Green – Rvachev’s quasi-function, which can be constructed using the apparatus of the 
R  function theory for regions of sufficiently arbitrary geometry, is free from this shortcoming. The proposed methods are illustrated by computa-

tional experiments for elliptic equations with Laplace and Helmholtz operators and heterotone power nonlinearity in a number of two- and three-
dimensional domains. The results of both methods of two-sided approximations are compared. 

Key words: boundary value problem for a semilinear elliptic equation, method of two-sided approximations, Green's function method, Green – 
Rvachev's quasi-function method, positive solution of a boundary value problem, heterotone operator. 

Вступ. Вивчення методами математичного моделювання процесів, що протікають у нелінійних середови-
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щах, приводить до необхідності розв’язання крайових задач для напівлінійних еліптичних рівнянь другого поряд-
ку. Зокрема, до таких задач приходять при дослідженні складних явищ та процесів у хімічній кінетиці, фізиці плаз-
ми, теорії горіння, біології тощо [1 –3]. Задачі, що виникають у цих галузях, зазвичай не піддаються прямому ана-
літичному дослідженню, а тому для їх аналізу треба використовувати методи обчислювальної математики. Се-
ред усього різноманіття існуючих чисельних методів слід виокремити двосторонні ітераційні методи [4, 5]. Ці 
методи дозволяють будувати дві послідовності функцій, які знизу та зверху апроксимують шуканий розв’язок, а 
отже, при їх реалізації ми матимемо зручну апостеріорну оцінку похибки та критерій закінчення ітерацій. Крім 
того, вони часто дозволяють ще й довести існування розв’язку задачі. Отже, методи двосторонніх наближень 
мають конструктивний характер, тобто не тільки дозволяють зробити висновок про розв’язність задачі, але й 
пропонують алгоритм фактичного знаходження розв’язку із заданою точністю. Теоретичним підґрунтям зазна-
чених методів є теорія нелінійних операторів у напівупорядкованих просторах [6]. Таким чином, актуальним є 
побудова нових та вдосконалення існуючих двосторонніх ітераційних методів розв’язання крайових задач для 
напівлінійних еліптичних рівнянь другого порядку. Для дослідження зазначених крайових задач методи двосто-
ронніх наближень було застосовано, зокрема, у роботах [5, 7 – 10]. Дана робота продовжує розпочаті в них до-
слідження і спрямована на їх узагальнення. 

 

Постановка задачі. Математичною моделлю багатьох процесів, що протікають у нелінійних середовищах, 
є наступна – перша крайова задача для напівлінійного еліптичного рівняння другого порядку: 

( , )Lu f u x , x ;                                                                                 (1) 

( ) 0u x , x ;                                                                                    (2) 

( ) 0u x , x ,                                                                                   (3) 

де Lu u   чи 2Lu u u   ;   – плоска або просторова область з кусково-гладкою межею  ; 1 2( , )x xx   

або 1 2 3( , , )x x xx   . Оператор   є оператором Лапласа, а оператор 2   ( 0  ) є оператором Гельмгольця; 

умова додатності (2) природно виникає з сенсу функції u  у тій чи іншій галузі. 

Вважатимемо, що функція ( , )f ux   є неперервною і додатною при x  (   ), 0u  , причому 

( , ) ( , , )f u f u ux x , де неперервна за сукупністю змінних x , v , w  невід’ємна функція ( , , )f v wx  монотонно 

зростає за v  і монотонно спадає за w  для всіх x . 
Застосування методів двосторонніх наближень до дослідження задачі (1) – (3) зазвичай відбувається шля-

хом переходу від цієї задачі до еквівалентного нелінійного інтегрального рівняння, яке аналізується методами 
теорії нелінійних операторів у напівупорядкованих банахових просторах. При цьому переході використовується 
метод функцій Гріна чи метод квазіфункцій Гріна – Рвачова. Метою даної роботи є розробка та порівняння ме-
тодів двосторонніх наближень, заснованих на використанні функції Гріна та квазіфункції Гріна – Рвачова. 

 
Метод двосторонніх наближень на основі використання функції Гріна. Нехай ( , )G x s  – функція Гріна 

першої крайової задачі для оператора L . Тоді задача (1) – (3) еквівалентна інтегральному рівнянню Гаммерш-
тейна: 

( ) ( , ) ( , ( ))u G f u d


 x x s s s s .                                                                        (4) 

Рівняння (4) розглядатимемо як операторне рівняння ( )u T u  у просторі ( )C  , який напівупорядковано 

конусом { ( ) : ( ) 0, }u C u     x x  , де 

( )( ) ( , ) ( , ( ))T u G f u d


 x x s s s s .                                                                     (5) 

Напівупорядкованість у просторі ( )C   за допомогою конуса   введемо за правилом для , ( )u v C   

u v , якщо v u   , тобто якщо ( ) ( )u vx x  для всіх x . 

Покладемо 0 ( ) ( , )u G d


 x x s s  і через 0( )K u , позначимо множину функцій з   таких, що 0 0u u u   , 

де , 0   . З властивостей функції Гріна та функцій ( , )f ux   і ( , , )f v wx  випливає [10], що оператор T , який 

діє у ( )C   за правилом (5), є: 

– додатним оператором, тобто ( )T u  , якщо u  ; 

– 0u  додатним оператором, тобто 0( ) ( )T u K u , якщо \{ }u  ; 

– гетеротонним оператором з супровідним оператором  ( , )( ) ( , ) ( , ( ), ( ))T v w G f v w d


 x x s s s s s    ; 

– 0u  псевдоувігнутим оператором, якщо для будь-яких додатних чисел v , w  при будь-якому (0,1)   : 
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 1
, , ( , , )f v w f v w 


   
 

x x    ,  x .                                                              (6) 

Зауважимо, що гетеротонність оператора T  означає, що: 

1) з 1 2, ( )v v C  , 1 2v v  випливає, що  
1 2( , ) ( , )T v w T v w   ; 

2) з 1 2, ( )w w C  , 1 2w w  випливає, що  
1 2( , ) ( , )T v w T v w   , 

а його 0u  псевдоувігнутість означає, що він є 0u  додатним і для будь-яких 0( )u K u  і (0,1)    знайдеться 

таке ( , ) 0u    , що ( ) (1 ) ( )T u T u   . 

Очевидно, що оператори T  і T  є цілком неперервними. 

Якщо існує класичний розв’язок задачі (1) – (3), тобто функція 2 ( ) ( )u C C      така, що вона задоволь-

няє рівнянню (1) і умови (2), (3), то ця функція також задовольняє і рівнянню (4). Якщо ж класичного розв’язку 
немає, то інтегральне рівняння (4) можна взяти за основу означення узагальненого розв’язку задачі (1) – (3). 

 

Означення 1. Розв’язком (узагальненим) крайової задачі (1) – (3) називатимемо функцію u  , яка є 

розв’язком інтегрального рівняння (4). 
 

Перейдемо до формування обчислювальної схеми методу двосторонніх наближень. У конусі   виділимо 

сильно інваріантний конусний відрізок 0 0,v w   умовами  0 0 0( , )T v w v ,  0 0 0( , )T w v w , які у нашому випад-

ку набувають вигляду для всіх x : 
 0 0 0( , ) ( , ( ), ( )) ( )G f v w d v



 x s s s s s x   ,   0 0 0( , ) ( , ( ), ( )) ( )G f w v d w


 x s s s s s x   . 

Розглянемо ітераційний процес ( 1) ( ) ( )( , )k k kv T v w  , ( 1) ( ) ( )( , )k k kw T w v  , 0,1, 2, ...k    , який починається з 

кінців сильно інваріантного конусного відрізка, тобто: 
( 1) ( ) ( )( ) ( , ) ( , ( ), ( ))k k kv G f v w d



 x x s s s s s   ,  0,1, 2, ...k     ;                                          (7) 

( 1) ( ) ( )( ) ( , ) ( , ( ), ( ))k k kw G f w v d



 x x s s s s s   ,  0,1, 2, ...k     ;                                          (8) 

(0) 0( ) ( )v vx x ,  (0) 0( ) ( )w wx x .                                                           (9) 

Через сильну інваріантність конусного відрізка 0 0,v w   та гетеротонність оператора T  можна дійти ви-

сновку, що послідовність ( ){ ( )}kv x  не спадає за конусом  , а послідовність ( ){ ( )}kw x  не зростає за конусом 

 . Крім того, з нормальності конуса   і повної неперервності оператора T  випливає існування границь 

( )v x  і ( )w x  цих послідовностей. Отже, справджується ланцюг нерівностей: 
0 (0) (1) ( ) ( ) (1) (0) 0... ... ... ...k kv v v v v w w w w w             . 

Можливими є два випадки: v w   і v w  . У другому випадку :u v w     – єдина на конусному від-

різку 0 0,v w   нерухома точка оператора T , а отже, u  – єдиний на 0 0,v w   розв’язок розглядуваної крайо-

вої задачі. Умови, які забезпечують рівність v w  , містяться у наступних теоремах. 
 

Теорема 1. Нехай 0 0,v w   – сильно інваріантний конусний відрізок для оператора T  вигляду (5) і нехай 

існує таке число 0L  , що функція ( , , )f v wx  для всіх чисел v , w  таких, що 00 ,v w M  , де 0
0 max ( )M w




x
x , 

і для всіх x  задовольняє нерівність  ( , , ) ( , , )f w v f v w L w v  x x , причому 1LM   , де 0max ( )M u



x

x . 

Тоді ітераційний процес (7) – (9) двосторонньо збігається у нормі простору ( )C   до єдиного на 0 0,v w   не-

перервного додатного розв’язку u  крайової задачі (1) – (3) і має місце оцінка ( 1) ( 1) 1 (0) (0)k k kw v w v     . 
 

Теорема 2. Нехай 0 0
0, ( )v w K u   – сильно інваріантний конусний відрізок для гетеротонного операто-

ра T  вигляду (5) і має місце умова (6). Тоді ітераційний процес (7) – (9) двосторонньо збігається у нормі прос-

тору ( )C   до єдиного на 0 0,v w   неперервного додатного розв’язку u  крайової задачі (1) – (3). 
 
Метод двосторонніх наближень на основі використання квазіфункції Гріна – Рвачова. Нехай ( , )Q x s  

– квазіфункція Гріна Рвачова першої крайової задачі для оператора L  [9]. Тоді задача (1) – (3) еквівалентна ін-
тегральному рівнянню Урисона: 
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( ) ( , , ( ))u P u d


 x x s s s  ,                                                                        (10) 

де 
( , , ( )) ( , ) ( ) ( , ) ( , ( ))P u K u Q f u x s s x s s x s s s     . 

Тут ( , ) ( , )K L g sx s x s  , а  2( , ) 4 ( ) ( )g g r   x s x s  , де ( )g r  – фундаментальний розв’язок рівняння 

0Lu  , r  x s , ( ) x  – функція, що описує геометрію області  . 

Рівняння (10) також розглядатимемо як операторне рівняння ( )u T u  у просторі ( )C  , який напівупоряд-

ковано конусом { ( ) : ( ) 0, }u C u     x x  , де ( )( ) ( , , ( ))T u P u d


 x x s s s  . Оператор T  запишемо у вигляді: 

( )( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ( ))T u K u d K u d Q f u d 
  

    x x s s s x s s s x s s s s    ,                                  (11) 

де ( , ) max{0, ( , )}K K x s x s   , ( , ) max{0, ( , )}K K  x s x s   . 

З властивостей квазіфункції Гріна – Рвачова та функцій ( , )f ux   і ( , , )f v wx  випливає [9], що оператор T , 

який діє у ( )C   за правилом (11), є гетеротонним оператором з супровідним оператором  

 ( , )( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ( ), ( ))T v w K v d K w d Q f v w d 
  

    x x s s s x s s s x s s s s s      . 

Зрозуміло, що оператори T  і T  є цілком неперервними. 
Так само, як і для рівняння (4), якщо існує класичний розв’язок задачі (1) – (3), то він також задовольняє і 

рівнянню (10). Якщо ж класичного розв’язку немає, то інтегральне рівняння (10) покладемо в основу означення 
узагальненого розв’язку задачі (1) – (3). 

 

Означення 2. Розв’язком (узагальненим) крайової задачі (1) – (3) називатимемо функцію u  , яка є 

розв’язком інтегрального рівняння (10). 
 

Тепер перейдемо до формування обчислювальної схеми методу двосторонніх наближень на основі рівнян-

ня (10). У конусі   виділимо сильно інваріантний конусний відрізок 0 0,v w   умовами для всіх x : 

0 0 0 0 0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ( ), ( )) ( )K v d K w d Q f v w d v 
  

    x s s s x s s s x s s s s s x     ; 

0 0 0 0 0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ( ), ( )) ( )K w d K v d Q f w v d w 
  

    x s s s x s s s x s s s s s x     . 

Сформуємо далі ітераційний процес за схемою: 
( 1) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ( ), ( ))k k k k kv K v d K w d Q f v w d

 
  

    x x s s s x s s s x s s s s s     ,  0,1, 2, ...k     ;         (12) 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ( ), ( ))k k k k kw K w d K v d Q f w v d
 

  

    x x s s s x s s s x s s s s s     , 0,1, 2, ...k     ;         (13) 

(0) 0( ) ( )v vx x , (0) 0( ) ( )w wx x .                                                                  (14) 

З аналогічних попередньому пункту міркувань можна зробити висновок, що послідовність ( ){ ( )}kv x  і по-

слідовність ( ){ ( )}kw x  відповідно не спадає і не зростає за конусом  , а також існують границі ( )v x  і ( )w x  

цих послідовностей і: 
0 (0) (1) ( ) ( ) (1) (0) 0... ... ... ...k kv v v v v w w w w w             . 

Якщо :u v w     – єдина на конусному відрізку 0 0,v w   нерухома точка оператора T , то u  – єдиний 

на 0 0,v w   розв’язок крайової задачі, що розглядається. Умови, які забезпечують рівність v w  , містяться у 

наступній теоремі. 
 

Теорема 3. Нехай 0 0,v w   – сильно інваріантний конусний відрізок для оператора T  вигляду (11) і нехай 

існує таке число 0L  , що функція ( , , )f v wx  для всіх чисел v , w  таких, що 00 ,v w M  , де 0
0 max ( )M w




x
x , 

і для всіх x  задовольняє нерівність  ( , , ) ( , , )f w v f v w L w v  x x , причому 1 1M LM    , де 

max ( , )M Q d




 x
x s s , 1 max [ ( , ) ( , )]M K K d 




 x
x s x s s  . Тоді ітераційний процес (12) – (14) двосторонньо збіга-

ється у нормі простору ( )C   до єдиного на 0 0,v w   неперервного додатного розв’язку u  крайової задачі 
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(1) – (3) і має місце оцінка ( 1) ( 1) 1 (0) (0)k k kw v w v     . 
 

Зауважимо, що двобічна збіжність побудованих ітераційних послідовностей означає виконання ланцюга 
нерівностей: 

0 (0) (1) ( ) ( ) (1) (0) 0... ... ... ...k kv v v v u w w w w           . 

При практичній реалізації методу двосторонніх наближень на k  й ітерації за наближений розв’язок кра-
йової задачі (1) – (3) доцільно взяти функцію: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
2

k k
k w v

u



x x

x .                                                                     (15) 

Тоді похибка наближеного розв’язку (15) оцінюється нерівністю: 

( ) ( ) ( )1
max( ( ) ( ))

2
k k ku u w v


  

x
x x                                                             (16) 

і, якщо задано точність 0  , то ітераційний процес слід проводити до виконання нерівності: 
( ) ( )max( ( ) ( )) 2k kw v 


 

x
x x                                                                     (17) 

і тоді з точністю   можна вважати, що ( )( ) ( )ku u x x . 

Наявність оцінки похибки (16) і критерію закінчення обчислень (14) є безумовною перевагою запропонова-
них двосторонніх ітераційних методів. 

 

Результати обчислювального експерименту. Обчислювальний експеримент було проведено для задачі 

(1) – (3) для Lu u   і 2Lu u u    та ( , ) p qf u u u   x  за різних значень параметрів  ,  , p , q  та у 

різних дво- та тривимірних областях  . 
У табл. 1 наведено порівняння результатів, отриманих методами двобічних наближень на основі використан-

ня функції Гріна та на основі використання квазіфункції Гріна – Рвачова для задачі (1) – (3) з оператором 

Lu u  , а табл. 2 містить аналогічне порівняння для задачі (1) – (3) з оператором 2Lu u u   . Тут Gu  – 

розв’язок відповідної крайової задачі, отриманий методом двосторонніх наближень на основі використання функ-
ції Гріна, а Qu  – розв’язок, отриманий методом двосторонніх наближень на основі використання квазіфункції Грі-

на – Рвачова, GN  – кількість ітерацій, виконаних за ітераційними формулами (7) – (9), а QN  – кількість ітерацій, 

виконаних за ітераційними формулами (12) – (14) до досягнення точності 410  . 
 

Таблица 1 – Порівняння результатів, отриманих методами двосторонніх наближень на основі використання 
функції Гріна та використання квазіфункції Гріна – Рвачова для задачі (1) – (3) з Lu u   

 

Область   GN  Gu  QN  Qu  
Абсолютна похибка 

G Qu u  

Відносна похибка 

100%
G Q

Q

u u

u


  

Одиничний квадрат 11 0,2202 28 0,2194 30,97 10  0,44% 

Половина одиничного круга 10 0,2582 17 0,2533 20,94 10  3,64% 

Одиничний куб 11 0,1575 29 0,1651 20,76 10  4,60% 

 
Таблица 2 – Порівняння результатів, отриманих методами двосторонніх наближень на основі використання 

функції Гріна та використання квазіфункції Гріна – Рвачова для задачі (1) – (3) з 2Lu u u    
 

Область   GN  Gu  QN  Qu  
Абсолютна похибка 

G Qu u  

Відносна похибка 

100%
G Q

Q

u u

u


  

Одиничний круг 12 0,4853 14 0,4857 30,52 10  0,11% 

Одиничний квадрат 11 0,1901 25 0,1903 30,28 10  0,15% 

Половина одиничного круга 10 0,2582 17 0,2533 20,94 10  3,64% 

Одинична куля 12 0,3194 12 0,3217 20,74 10  2,30% 

Одиничний куб 11 0,1512 28 0,1595 20,83 10  5,20% 
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Як бачимо з табл. 1 і 2, результати, отримані обома методами двосторонніх наближень, добре узгоджені між 
собою і дозволяють знайти розв’язок поставленої задачі із заданою точністю. Але все ж таки, на нашу думку, пе-
ревагу слід віддати методу двобічних наближень на основі використання квазіфункції Гріна – Рвачова, оскільки 
при його обчислювальній реалізації всі вирази у розрахункових формулах враховуються точно, на відміну від ме-
тоду двосторонніх наближень на основі використання функції Гріна, де функція Гріна (за умови, що вона відома) 
при обчисленнях заміняється частковою сумою відповідного ряду Фур’є. 

 
Висновки. У роботі отримали подальший розвиток методи двосторонніх наближень на основі використан-

ня функції Гріна та квазіфункції Гріна – Рвачова. Роботу цих методів порівняно за результатами обчислюваль-
них експериментів у різних дво- та тривимірних областях для степеневої гетеротонної правої частини. Проведе-
ний аналіз показав ефективність використання методів двосторонніх наближень, при цьому більш перспектив-
ним є використання методу двосторонніх наближень на основі використання квазіфункції Гріна – Рвачова через 
те, що він є застосований для ширшого набору областей на відміну від метода двосторонніх наближень на осно-
ві використання функції Гріна, використання якого є можливим лише за умови явної побудови функції Гріна. 
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