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ОБОБЩЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОГО УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ 

Розглядається проблема стабілізації нестійких періодичних орбіт дискретних нелінійних систем. Пропонується нове узагальнення 
зворотного зв’язку з запізненням, що вирішує задачу стабілізації. Зворотний зв'язок представляється у вигляді опуклої комбінації 

нелілійного зворотного зв’язку та напівлінійного зворотного зв’язку, введеного О. Morgul. При цьому в статті метод O. Morgul був 

перенесений зі скалярного випадку у векторний. Показано, що додаткове введення в рівняння напівлінійного зв’язку дозволяє суттєво 
змінити довжину передісторії, що використовується в управлінні, та підвищити швидкість збіжності збурених рішень до періодичних. Як 

додаток запропонованої схеми стабілізації наведений можливий алгоритм знаходження рішень систем алгебраїчних рівнянь. Наведені 

результати чисельного моделювання. 
Ключові слова: нелінійні динамічні системи, хаос, цикли, зворотній зв'язок з запізненням. 

Рассматривается проблема стабилизации неустойчивых периодических орбит дискретных нелинейных систем. Предлагается новое 

обобщение запаздывающей обратной связи, решающей задачу стабилизации. Обратная связь представляется в виде выпуклой комбинации 
нелинейной обратной связи и полулинейной обратной связи, введенной О. Morgul. При этом в статье метод O. Morgul был перенесен со 

скалярного случая на векторный. Показано, что дополнительное введение в уравнение полулинейной обратной связи позволяет существенно 

уменьшить длину используемой в управлении предыстории и повысить скорость сходимости возмущенных решений к периодическим.  Как 
приложение предложенной схемы стабилизации приведен возможный вычислительный алгоритм нахождения решений систем 

алгебраических уравнений. Приведены результаты численного моделирования. 

Ключевые слова: нелинейные динамические системы, хаос, циклы, запаздывающая обратная связь. 

In article considered a problem of stabilization of unstable periodic orbits of nonlinear discrete systems. It is proposed new generalization of delayed 

feedback, which solves stabilization problem. The feedback represented as a convex combination of nonlinear feedback and semilinear feedback, 

which O. Morgul introduced. Herein in article O. Morgul method was moved from scalar case to vector ones. It is shown that additional insertion of 
semilinear feedback in the equation lets substantially decrease prehistory length, which used in the control, and increase the rate of convergence of the 

perturbed solutions to periodic. As an addition of the suggested scheme of stabilization there is given possible computational algorithm of finding 

solutions of systems of algebraic equation. There are shown results of the numeric modeling. 
Keywords: nonlinear dynamic systems, chaos, cycles, delayed feedback. 

Введение. Под управлением хаосом понимают 

малое внешнее воздействие на систему или малое из-

менение структуры системы с целью преобразования 

хаотического поведения системы в регулярное (или 

хаотическое, но с другими свойствами) [1]. Проблема 

оптимального воздействия на хаотический режим 

является одной из фундаментальных в нелинейной 

динамике [2, 3]. 

Предполагается, что динамическая система имеет 

хаотический аттрактор, который содержит счётное 

множество неустойчивых циклов различных перио-

дов. Если с помощью управляющего воздействия ло-

кально стабилизировать какой-то цикл, то траектория 

системы останется в его окрестности, то есть в 

системе будут наблюдаться регулярные движения. 

Отсюда, одним из способов управления хаосом явля-

ется локальная стабилизация определённых орбит из 

хаотического аттрактора. Для решения задачи стаби-

лизации предлагались различные схемы управления 

[4], среди которых достаточно популярны управления, 

основанные на принципе запаздывающей обратной 

связи (Delayed Feedback Control – DFC) [5]. Такие 

управления при определенных условиях позволяет 

локально стабилизировать положения равновесия или 

циклы, которые, вообще говоря, не известны наперед. 

Среди схем DFC наиболее простыми для физической 

реализации являются линейные схемы. Однако они 

имеет существенные ограничения: их можно приме-

нять только для узкой области пространства парамет-

ров, входящих в исходную нелинейную систему. Бо-

лее точно необходимые условия применимости ли-

нейной обратной связи сформулированы в разд. 1.1.  

Чтобы расширить класс систем, к которым при-

менима схема DFC, необходимо в управление ввести 

нелинейные элементы. Впервые нелинейный DFC с 

одним запаздыванием был рассмотрен в [6], где также 

отмечены преимущества такой модификации, в част-

ности, управление становится робастным. В [7, 8] 

концепция нелинейного управления с одним запазды-

ванием из работы [6] была распространена: на вектор-

ный случай; на управление с несколькими запаздыва-

ниями; на случай произвольного периода T. Показано, 

что управление позволяет стабилизировать циклы 

произвольной длины, если только мультипликаторы 

не вещественные больше единицы. Установлена связь 

между размером множества локализации мультипли-

каторов и величиной запаздывания в нелинейной 

обратной связи.  

В [9, 10] была исследована полулинейная схема 

DFC с линейными и нелинейными элементами. 

Несмотря на то, что эта схема содержит только одну 

разность в управлении, тем не менее, удается стабили-

зировать циклы длиной 2,1T  при достаточно общих 

предположениях о мультипликаторах цикла. Для 

3T  ситуация меняется критически, и стабилизация 

циклов возможна только при выполнении жестких 

ограничений на мультипликаторы.  Схема O. Morgul 

подробно рассмотрена в разделе 1.3. Она будет обоб-

щена на случай нескольких разностей в управлении, и 

перенесена со скалярного на векторный случай. 

Цель представленной работы состоит в усовер-

шенствовании алгоритмов M. Vieira de Souza, 

A. J. Lichtenberg, O. Morgul, D. Dmitrishin подавления 

хаоса в нелинейных дискретных системах путем 

© Д. В. Дмитришин, А. М. Стоколос, И. М. Скрынник, Е. Д. Франжева,  2017 

 

 



 ISSN 2079-0023 (print)  

Системний аналіз, управління та інформаційні технології ISSN 2410-2857 (online) 

4 Вісник НТУ «ХПІ». 2017. № 28 (1250) 

локальной стабилизации циклов заданной длины.  

Соответственно, задача состоит в выборе струк-

туры и параметров системы управления, при которых 

наперед не известные циклы заданной длины были бы 

локально асимптотически устойчивыми.     

В работе рассматривается запаздывающая обрат-

ная связь в виде выпуклой комбинации нелинейного 

контроля и обобщенного контроля O. Morgul. Выве-

ден характеристический полином замкнутой системы 

для цикла длины T, его структура получилась доста-

точно простой. Как частный случай этот полином со-

держит в себе характеристические полиномы при 

нелинейном контроле и обобщенном контроле 

O. Morgul. Приводится решение задачи для стабили-

зации циклов длины единица, то есть положений рав-

новесия, и подготавливается теоретическая основа для 

решения задачи в общей постановке для циклов про-

извольной длины.  

Специальная структура характеристического по-

линома позволяет применять методы комплексного 

анализа. Именно поэтому основным методом постро-

ения управлений и исследования условий их приме-

нимости является геометрическая теория функции 

комплексной переменной. С позиций этой теории 

проанализирован подход O. Morgul стабилизации 

циклов и условия его применимости. Проведен анализ 

влияния параметров управления на качество управле-

ния, указано, почему комбинированное управление 

оказывается лучше, чем нелинейное или полулиней-

ное управления по отдельности. И, наконец, рассмот-

рены приложения предложенной схемы комбиниро-

ванного управления к усовершенствованию ите-

рационных методов решения алгебраических уравне-

ний.  

1. Обзор и предварительные результаты. Рас-

сматривается нелинейная дискретная система, которая 

при отсутствии управления имеет вид 

   ,,2,1,,1  nRxxfx m
nnn  (1) 

где  xf  – дифференцируемая векторная функция 

соответствующей размерности. Предполагается, что 

система (1) имеет инвариантное выпуклое множество 

А, то есть, если  A , то и   Af  . Также предпо-

лагается, что в этой системе имеется один или не-

сколько неустойчивых T-циклов  T ,...,1 , где все 

векторы T ,...,1  различны и принадлежат 

инвариантному множеству А, то есть 

   Tjj fTjf   11 ,1,,1,  . 

Мультипликаторы рассматриваемых неустойчи-

вых циклов определяются, как собственные значения 

произведений матриц Якоби  



T

j

jf
1

 размерностей 

mm .  Как правило, циклы  T ,...,1  системы (1) 

априори не известны. Следовательно, не известен и 

спектр  m ,,1   матрицы  



T

j

jf
1

.  

Требуется описать множество M, при котором 

возможно локально стабилизировать T-цикл системы 

(1) одним управлением из допустимого класса управ-

лений для всех мультипликаторов, локализованных в 

M, CM   ( C  — расширенная комплексная плос-

кость), то есть, чтобы система  

  
nnn uxfx 1  

имела бы локально асимптотически устойчивый 

T-цикл с мультипликаторами из M, и на этом цикле 

управление nu  обращалось бы в нуль. Другими сло-

вами, считаем, что для заданной длины цикла T нам 

известна оценка множества локализации мультипли-

каторов M. Другими словами, считаем, что динамиче-

ская система характеризуется не столько самой 

функцией f (или семейством функций), сколько мно-

жеством локализации мультипликаторов цикла (или 

циклов) известной длины.   

1.1 Линейное управление. В качестве управле-

ния рассмотрим закон, основанный на линейной 

обратной связи  

  




 
1

1

N

j

jTnTjTnjn xxu , (2) 

где коэффициенты усиления должны быть ограничен-

ными: 1,,1,1  Njj  , ,2,1T  

 Соответственно система, замкнутая таким 

управлением, имеет вид 

    




 
1

1

1

N

j

jTnTjTnjnn xxxfx . (3) 

Отметим, что при синхронизации состояния 

kTk xx  , ,2,1k , управление (2) обращается в 

нуль, то есть замкнутая система (3) приобретает вид, 

как в отсутствии управления. Это означает, что 

Т-циклы системы (1) будут  Т-циклами системы (3).  

Рассмотрим случай 1T . Требуется найти необ-

ходимые условия в терминах множества локализации 

мультипликаторов М, при которых положение равно-

весия системы (3) будет локально асимптотически 

устойчиво (или же достаточные условия, при которых 

это положение равновесия будет неустойчиво). В [11] 

показано, что множество М локализации мультипли-

каторов системы (1) не может быть сколь угодно 

большим ни для какого линейного управления ви-

да (2), точнее, его диаметр не может превышать шест-

надцати, а диаметр его каждой связной компоненты – 

четырех, причем не зависимо от размерности системы 

m, и от числа N в управлении (2). 

Этот вывод накладывает существенные ограни-

чения на практическое применение линейного управ-

ления. Отметим также еще один недостаток линей-

ного управления (2): инвариантное выпуклое мно-

жество A системы (1) не будет инвариантным для 

системы (3). 

1.2 Нелинейное управление. Другой тип обрат-

ной связи – нелинейный – имеет вид 
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  




 
1

1

)()(
N

j

jTnTjTnjn xfxfu , (4) 

а соответствующая замкнутая система –  

  


 
N

j

TjTnjn xfax
1

1 , (5) 

где jjjaa  111 ,1 , 
1,,2  Nj 

, 1 NNa
. 

Ясно, что 



N

j

ja
1

1 . Допустимыми будем 

считать только те управления вида (4), для которых 

10  ja , Nj ,,1  .  

При синхронизации состояния kTk xx  , 

,2,1k , управление (4) обращается в нуль, и замк-

нутая система (5) приобретает вид, как в отсутствии 

управления, следовательно, T-циклы системы (1) 

будут  T-циклами системы (5). Кроме того, инвариант-

ное выпуклое множество A системы (1) остается инва-

риантным для системы (5). 

Как показано в [12], для любого множества M ло-

кализации мультипликаторов T-циклов системы (1), 

не содержащей вещественных чисел, больших еди-

ницы, существует управление вида (4), при котором в 

системе (5) эти T-циклы будут локально асимптотиче-

ски устойчивыми. Таким образом, указанное управле-

ние будет обладать свойством робастности. 

Приведем решение задачи выбора коэффициен-

тов ja , Nj ,,1  , для частных случаев множеств 

локализации мультипликаторов: 

случай І:   1,ˆ:  RM , 1ˆ  ; 

случай ІІ:  RRCM  : , 21R . 

Алгоритм нахождения минимального N и коэф-

фициентов  Na,,a 1  состоит из таких шагов [12]: 

a) вычисляются узлы  

 
)1(

)12(






NT

jT
j , 

где 
2

2
,,2,1




N
j  , если N четное; 

       
2

1
,,2,1




N
j  , если N нечетное;  

при этом в случае І следует полагать 2σ  , а в слу-

чае ІІ полагать 1σ  ; 

b) строятся полиномы 

       








2

2

1

ψψ
1

N

j

ii

N
jj ezezzzz , 

если N – четное, и 

     








2

1

1

ψψ

N

j

ii

N
jj ezezzz , 

если N –  нечетное;  

c) вычисляются коэффициенты полинома 

  



N

j

j
jN zcz

1

 (например, по формулам Виета); 

d) определяются коэффициенты 

 

































N

k

k

j

j

c
)T(N

)T(j

c
)T(N

)T(j

a

1 12

11
1

12

11
1

, Nj ,,1  ; 

e) в случае І вычисляются величины 

 

T
N

k

(T)
N

TN

kT

TN

T
J






















 





2

2

1

2

))1(2(2

))12(2(
ctg

)1(2
; 

при N – четном; 

 

T
N

k

(T)
N

TN

kT
J




















 





2

1

1

2

))1(2(2

))12(2(
ctg ; 

при N – нечетном;  

оптимальное значение N вычисляется, как минималь-

ное натуральное число, удовлетворяющее неравенству 

(T)

N
J

1
 ; 

f) в случае ІІ вычисляются величины  

 

T
N

k

(T)
N

TN

kT

TN

T
J






















 





2

2

1

2

))1(1(2

))12(1(
ctg

)1(1
ˆ ; 

при N – четном; 

 

T
N

k

(T)
N

TN

kT
J




















 





2

1

1

2

))1(1(2

))12(1(
ctgˆ  

при N – нечетном; оптимальное значение N вычисля-

ется как минимальное натуральное число, удовлетво-

ряющее неравенству 
(T)

N
J

R
ˆ2

1
 . 

Отметим, что для  2,1  и 2,1T  полиномы 

   TN
NT zaazzF 1

1
   будут однолистными в 

центральном единичном круге  1:  zCzD . 

По-видимому, свойство однолистности полиномов 

будет верным для  2,0  и всех T, и для разных   

множество M локализации мультипликаторов 

T-циклов системы (1) должна лежать в полуплоскости 

 1Re:  zCz  (рис. 1, a, б). 

1.3. Полулинейное управление. O. Morgul [9, 

10] для стабилизации цикла длины 3T предложил 

обратную связь, включающую линейные и нелиней-

ные элементы. 
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Рис. 1 – Покрытия множества M локализации мультипликаторов  

a – при 3T , 7N ,  1,0 : 1 – black, 66.0 – blue, 33.0 – green, 0 – red; 

б – при 3T , 7N ,  2,1 : 1 – black, 33.1 – blue, 66.1 – green, 2 – red 

То есть полулинейную обратную связь вида  

  1)(  Tnnn xxfu , (6) 

соответственно замкнутая система –  

   1)(1  Tnnn xxfx , (7) 

где  1,0 . На цикле выполняются условия 

11)(   Tnnn xxxf , следовательно, на цикле  

0nu . Отметим, что в [9] рассматривался лишь ска-

лярный случай RRf : . Однако схему O. Morgul 

можно обобщить и на векторный случай, как это сде-
лать будет показано ниже. В такой постановке задачи 
инвариантное выпуклое множество A системы (1) со-
храняется инвариантным и для системы (7). Если же 

считать, что   ,0 [9], то выпуклое инвариантное 

множество может не сохраняться, хотя в этом случае 
можно стабилизировать положения равновесия с му-

льтипликаторами из полуплоскости   1Re:  zCz . 

Характеристическое уравнение для T-цикла, в скаляр-
ном случае, имеет вид [10] 

     01 1  TTT
, (8) 

где   – мультипликатор цикла. Соответственно, в 

векторном случае характеристическое уравнение при-
мет вид 

 

     01
1

1
j 




m

j

TTT

, (9) 

где j  – мультипликаторы цикла ( mj ,,1 ), вооб-

ще говоря, комплексные. Уравнение (9) мы получим 

как частный случай более общего характеристи-

ческого уравнения, которое выведем в разделе 2. Если 

все корни уравнения (9) лежат в открытом 

центральном единичном круге D, то T-цикл локально 

асимптотически устойчив [10, 13]. Если мультиплика-

торы j , mj ,,1 , известны точно, то проверить 

принадлежность корней центральному единичному 

кругу можно по известным критериям, например, 

Шура-Кона, Кларка, Джури [14]. Однако циклы не 

известны, следовательно, не известны и мультиплика-

торы. В этом случае эффективным оказался геометри-

ческий критерий A. Solyanik устойчивости циклов 

дискретных систем [15]. Сделав замену  
z

1
 , запи-

шем уравнение (9) в виде совокупности уравнений 

 
 














,,,1

,
1

mj

z
j



 

где    
 T

T

z

z
z




1
1 . Следующее наблюдение 

оказывается исключительно полезным в наших усло-

виях.  

Лемма 1. Все корни уравнения (9) лежат в 

центральном единичном круге тогда и только тогда, 

когда справедливы включения 

   )(\ DCj , mj ,,1 , (10) 

где  1:  zCzD  – замкнутый центральный 

единичный круг,  C  – расширенная комплексная 

плоскость, звездочкой обозначена операция инверсии: 

 
z

z
1




. Здесь z  означает число, комплексно сопря-

женное к z. Заметим, что множество    )(\ DC  

является инверсией множества исключительных зна-

чений образа круга при отображении  z . Согласно 

Лемме 1 T-цикл будет локально асимптотически 

устойчив, если множество   )(\ DC  покрывает 

б 

а 
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множество M локализации мультипликаторов. 

Условие (10) можно переписать в виде 

  )(\ DCM , или в равносильной форме 

  MCD \)( . Это означает, что множество  M  

должно быть исключительным для образа круга D при 

отображении  z .  

Пример 1. Пусть 1T . В этом случае множество 

 


















DzzwCwDC ,

1

1

1
:)(\ , т. е. 

это множество – открытый круг с центром в точке 













 0,

1
 и радиусом 

1

1
 (рис. 2). При 01  

круг переходит в полуплоскость  1:  wCw , при 

01  круг переходит в полуплоскость 

 1:  wCw . Следовательно, если множество M 

лежит в полуплоскости  1:  wCw  или 

 1:  wCw , то положение равновесия системы (1) 

может быть стабилизировано управлением вида (6).  

 

Рис. 2 – Множество   )(\ DC  при 1T , 8.0  

Пример 2. Пусть 2T . Тогда множество  

 
  


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
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
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
Dzz

z
wCwDC ,1)

1
(

2

1

1

2
:)(\

2
, 

то есть это внутренность эллипса с полуосями  





















1

1
,

)1(

1
2

2

 и с центром в точке 

















 0,

)1(

2
2

 

(рис. 3). Вершины эллипса находятся в точках 


















 0,

)1(

)1(
2

2

 и  0,1 . Следовательно, если 

множество M лежит в полуплоскости  1:  wCw , 

то 2-цикл системы (1) может быть стабилизирован 

управлением вида (6).  

 

Рис. 3 – Множество   )(\ DC  при 2T , 8.0  

О. Morgul рассматривал только скалярный слу-

чай, а в скалярном случае множество M может состо-

ять только из вещественных чисел. Тогда условие ста-

билизируемости положения равновесия следующее: 













 1,

1

1
 или 














1

1
,1 . Соответственно для 

2-цикла условие стабилизируемости будет иметь вид: 


























 1,

1

1
2

.  

В случае 1T  функция  
z

z
z




1
)1(  

однолистна при всех   ,  во всей комплексной 

плоскости, за исключением точки 



1

0z . При 2T  

и 0  функция  
2

2

)1(
)1(

z

z
z


  однолистна в 

открытом центральном круге 















1
: zCz . В этих 

случаях функции  z  при  1,0  однолистны в 

открытом центральном единичном круге D.  

Для 3T  ситуация становится иной. Функция 

 
T

T

z

z
z

)1(
)1(


  не будет однолистной в круге 

D при всех  1,0 , а только при 











1

1
,0
T

 [16]. 

Так как  
T















1

1
1 , то при 












1

1
,0
T

 усло-

вие стабилизируемости T-цикла в скалярном случае 

примет вид 


























 1,

1

1
T

. Функция 

T














1

1
 

возрастает по  , следовательно, максимальный 

размер для множества локализации мультипликатора 

будет при  
1

1




T
, то есть 
























 1,

2

T

T

T
. При 

1

1




T
 функция  z  перестает быть однолистной, 

и интервал для множества локализации мультиплика-

тора будет уменьшаться (рис. 4).  

Функция 

T

T

T









 2
 убывает при 3T , асимпто-

тически стремясь к 389.72 e . 
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Рис. 4 – Инверсный образ границы круга D (red)  

и множество   )(\ DC  (grey) при 5T  

(а – 25.0 ; б – 3.0 ) 

2. Обобщенное полулинейное управление  

2.1 Постановка задачи. Естественным обобще-

нием запаздывающей обратной связи является совмес-

тное использование рассмотренных в разделе 2 ли-

нейной, нелинейной и полулинейной обратных связей. 

Учтём, что линейная обратная связь малоэффективна, 

и выберем управление в виде выпуклой комбинации 

нелинейной и обобщенной полулинейной обратных 

связей, а именно, 

 

      

  ,

1

1

1

)2(

1

1

)1(



















N

j

jTnTjTnj

N

j

jTnTjTnjn

xxf

xfxfu

  (11) 

где  1,0 . 

Отметим, что на цикле длины T управление (11) 

исчезает. Мотивировка использования управления 

вида (11) для 3T  полностью очевидна. Полулиней-

ное управление не позволяет стабилизировать циклы 

системы (1) длины три и более в общем случае. 

Однако совместное использование полулинейного и 

нелинейного управлений может позволить уменьшить 

необходимую длину предыстории, используемую в 

обратной связи. Для 2,1T  можно также ожидать 

качественно новых эффектов при стабилизации поло-

жения равновесия за счёт большего числа параметров 

управления: увеличения скорости сходимости возму-

щенных решений к периодическим, расширения 

бассейна притяжения локально устойчивого периоди-

ческого решения и т. п. Другими словами, 

комбинированное управление должно улучшить 

свойства как нелинейного, так и полулинейного 

управления. Систему (1) замкнём управлением (11), 

тогда получим  

   






 
N

j

Tjnj

N

j

TTjnjn xb)f(xax
1

1

1

1 1 , (12) 

где коэффициенты Na,,a 1 , Nb,,b 1  связаны с 

параметрами 
)1(

1
)1(

1 ,,  N  , 
(2))2(

1 ,, N   линейной 

биекцией  

 












































.,,1,

,
1

,1,,2,
1

)(

,
11

1

(2)

(2)(1)

1

(2)(1)

1

(1)

)2(

1

)1(

11

Njb

a

Nja

a

jj

NNN

jjjj




 

Мы желаем, чтобы инвариантное выпуклое мно-

жество A системы (1) сохранялось бы инвариантным и 

для системы (12). Следовательно, надо требовать 

выполнения соотношений:  1,0ja ,  1,0jb , 

Nj ,,1  , 1
1




N

j

ja , 1
1




N

j

jb . Для этого на управ-

ление (11) следует наложить дополнительные ограни-

чения, а именно, 1
1

(2)




N

j

j ; 0
11

1 )2(
1

)1(
1 







, 

0
1

211
1 




 

)(
j

)(
j

)(
j ,  j=2, …, N – 1, 

0
1

21
1 




 

)(
N

)(
N .  

Требуется подобрать параметры  Na,,a 1 , 

Nb,,b 1 , удовлетворяющие заданным ограничениям, 

таким образом, чтобы T-цикл системы (12) был ло-

кально асимптотически устойчив, а величина N была 

бы наименьшей.  

Если в (12) положить 0 , то получим систему 

(5), то есть систему (1), замкнутую нелинейной обрат-

ной связью. Если же в (12) положить 1N , то 

111  ba , следовательно, получим систему (7), то 

есть, как в случае замыкания полулинейной обратной 

связью.  Таким образом, система (12) содержит в себе, 

как частные случаи системы (5) и (7).  

2.2 Построение характеристического 

полинома. Исследование устойчивости T-цикла сис-

темы (12) начнем с вывода характеристического урав-

нения для этого цикла. Классический путь – это пост-

роение матрицы Якоби специального отображения в 

окрестности цикла [10], и нахождение характерис-

тического полинома этой матрицы. В итоге этот 

характеристический полином будет иметь громоздкий 

вид, а путь его упрощения совсем не очевиден [10].   

Этот же полином можно строить, исходя из 

другого отображения, при этом полином получается в 

форме очень удобной для дальнейших исследований 

[17, 18]. В [18] доказана эквивалентность классичес-

кого метода O. Morgul и альтернативного, который и 

будет применен ниже.  

Решение системы (12) можно представить в виде 

б 

а 
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  (13) 

,1,0s  Подставим решение (13) в (12), считая, что 

в окрестности цикла нормы векторов  
T
ss u,,u 1

 малы. 

Пусть Tsn  . Тогда 
2

211 sTsn uxx   , 

3
322 sTsn uxx   , … ,  1

111   s)T(sTn uxx .  

Выделяя линейную часть и учитывая, что 

   121 ,,  ff T , получаем 
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где  jf  , Tj ,,1 , – матрицы Якоби, размерности 

mm . Система (14) линейная, поэтому ее решения 

представляются в виде (15) 

 s

T
T
s

s

c

c
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где   – комплексное число, подлежащее опреде-

лению. Подставляя (15) в (14), получим 
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Введём следующие обознаяени\: 
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Система (16), рассматриваемая относительно 

векторов Tc,,c 1 , будет иметь нетривиальное реше-

ние тогда и только тогда, когда равен нулю определи-

тель матрицы  
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где O – нулевая матрица, размерности mm , I – 

единичная матрица, размерности mm , то есть 

     0)1())(1(det
1

1 




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





 




T

j

j
TT fzqzpz I . 

Пусть собственные значения произведения мат-

риц Якоби  



T

j

jf
1

 равны m ,,1  . Тогда, заменяя 

это произведение Жордановой канонической формой, 

получим окончательный вид характеристического 

уравнения 

  
  

0
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))(1(
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zp
. (17) 

Отсюда, искомый характеристический полином 

имеет вид  

      










 
m

j

TNT
j

TTNN qpf
1

1111 )()1()(
~

. (18) 

Полином (18) содержит в себе, как частный слу-

чай при 1N , полином (9).   

2.3 Геометрический критерий локальной 

асимптотической устойчивости цикла. Следующий 

шаг исследования устойчивости циклов состоит в ана-

лизе расположения нулей характеристического 

полинома (18) на комплексной плоскости. Или, что 

эквивалентно, корней уравнения (17). Локальная 

устойчивость циклов разностных систем эквивалентна 

устойчивости по Шуру характеристического поли-

нома, соответствующего этому циклу [см., напр., 13]. 

Этот факт представим в виде Леммы. 

Лемма 2. T-цикл системы (12) локально асимп-

тотически устойчив тогда и только тогда, когда все 

нули полинома (18) лежат в открытом центральном 

единичном круге D.  

Как было отмечено в разделе 1.3, применить 

известные критерии проверки устойчивости по Шуру 

полинома (18) не удается, так как величины m ,,1   

неизвестны. Поэтому для проверки локальной 

устойчивости циклов системы (12) применим 

геометрический критерий устойчивости A. Solyanik. 
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Обозначим    
 

 T

T
T

zp

zqz
z

)(1

)(
1


 . 

Лемма 3. Все корни полинома (18) лежат в 

открытом центральном единичном круге D тогда и 

только тогда, когда справедливы включения 

   )(\ DCj , mj ,,1  , (19) 

где D – замкнутый центральный единичный круг, C – 

расширенная комплексная плоскость, звездочкой 

обозначена операция инверсии:  
z

z
1




.  

Доказательство. Полином (18) устойчив по 

Шуру тогда и только тогда, когда 0)(
~

f  для всех 

DC \ . Это равносильно )(
1

z
j




, Dz , 

mj ,,1 . Следовательно, необходимыми и 

достаточными условиями устойчивости полинома (18) 

по Шуру будут включения: )(
1

D
j




, или 

)(\
1

DC
j




, или   )(\ DCj , mj ,,1  . 

Лемма доказана.  

В общем случае мультипликаторы цикла неизве-

стны, а значит, T-цикл будет локально асимптоти-

чески устойчив, если множество   )(\ DC  покры-

вает множество M локализации мультипликаторов. 

Это означает, что множество  M  должно быть 

исключительным для образа круга D при отображении 

 z . Это свойство будет основным для построения 

коэффициентов управления ,,,1 Naa   Nbb ,,1  .  

2.4 Конструкция управлений, стабилизирую-

щих циклы. Следующий шаг: требуется построить 

функцию  z , чтобы множество   )(\ DC  накры-

вало множество M локализации мультипликаторов. 

При этом необходимо оценить размеры множества 

  )(\ DC  в зависимости от N и  . Функция 

   
 

 T

T
T

zp

zqz
z

)(1

)(
1


  зависит от полиномов 

)(zq , )(zp  и параметра  1,0 , причем 1)1( q , 

0)0( p , 1)1( p , следовательно 0)0(  , 1)1(  .  

Для дальнейшего продвижения в постановке 

задачи, наложим существенное ограничение на функ-

цию  z , а именно, будем считать, что полином )(zq  

нам известен, коэффициенты его вычисляются по 

формулам, указанным в разделе 1.2 (при некотором 

 2,1 ). Это обеспечивает покрытие множеств 

  1,ˆ:  RM  ( 1ˆ  ) или 

 RRCM  :  ( 21R ) для любых допусти-

мых ̂  и R , по крайней мере, при достаточно боль-

шом N и 0 . Мы хотим выбрать полином )(zp  и 

параметр   так, чтобы определенный желаемый 

линейный размер множества   )(\ DC  был макси-

мальным (или множества  D  минимальным). 

Линейные размеры зависят от величины 

   
 

 T

T
T

p

q

)1(1

)1(
11




 . Так как все jb , 

Nj ,,1 , не отрицательны, то 1)1( p . Следо-

вательно, сделать величину  1  малой за счет 

полинома )(zp  не удастся. Полиному )(zp  

предназначена весьма специфическая роль: этот 

полином следует выбирать так, чтобы параметр   

можно было бы варьировать в наиболее широких 

пределах.  

Формализуем это требование. Рассмотрим 

семейство функций 

    
 

 
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zqz
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где полином )(zq  задан указанным выше образом. 

Требуется найти полином )(zp  (с заданной степенью 

и заданными условиями нормировки) так, чтобы 

семейство функций (20) было бы однолистным в круге 

D, а величина 
  максимальной.  

Если необходимо максимизировать линейный 

размер множества   )(\ DC  в направлении отрица-

тельной вещественной оси, то требование однолист-

ности семейства (20) можно заменить более слабым 

требованием типичной вещественности. Напомним, 

что аналитическая в D функция называется типично 

вещественной по Рогозинскому, если вещественным 

значениям функции соответствуют вещественные 

прообразы [19]. Другими словами, типично вещест-

венная в D функция должна отображать открытый 

верхний полукруг в открытую верхнюю (или ниж-

нюю) полуплоскость.  

Приведем решение этой задачи для 1T . 

Функция    
z

z
z




1
1  однолистна в D при 

 1,0 . Полином )(zzq  также однолистен при Dz . 

Следовательно, функция    
)(1

)(
1

zqz

zqz
z


  

однолистна при  1,0  и Dz , как суперпозиция 

однолистных функций.   

В этом случае множество 
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получается в результате сдвига множества 
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:
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1
 на величину   и последующего 

растяжения в 
1

1
 раз (рис. 5).  
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Рис. 5 – Множества   )(\ DC  при 9N , 8.1 , 

0  – blue, 6.0  – black 

Система (12) примет вид  
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Роль параметра   отчетливо видна на рис. 6. 

Величина N играет двойственную роль по отношению 

к параметру  . Увеличивая N, можно уменьшать  , 

оставляя линейные размеры множества   )(\ DC  

почти неизменными.  

 

Рис. 6 – Множества    )(\ DC  для систем (22) (blue) 

и (23) (black) при 5N , 0.1 , 9.0 , 7.01   

Рассмотрим систему (12) при 1N :  

 
  nnn xxfx  )(11 . (22) 

Граница множества   )(\ DC  – окружность, 

проходящая через точку 











 0,

1

1
. Рассмотрим 

систему (12) с другими параметрами усреднения 1 , 

Naa ,,1   

   






 
N

j

jnj

N

j

jnjn xaxfax
1

11

1

111 )(1 . (23) 

Для этой системы граница множества 

  )(\ DC  проходит через точку 





















0,
1 1

1
1

Nq
, где 





N

j

j
j

N aq
1

)1( , а коэффициенты Naa ,,1   вычис-

ляются по формулам раздела 1.2 при некотором 

 2,1 . Пусть 
1

11

1

1






Nq . Это означает, что 

линейный размер множества   )(\ DC  системы (22) 

больше, чем системы (23).  

Для того, чтобы линейные размеры этих 

множеств были почти равными, второе множество 

надо растянуть; коэффициент растяжения 

определяется параметром 1 . Нетрудно установить 

связь между параметрами   и 1 :  

 








2

1

2

1 11

1
NN qq

.  

Пусть, например, 9.0 , 5N , 0.1 . 

Вычислим 0.51 
Nq . Тогда 7.01  . На этом примере 

видно, насколько параметр 1  можно сделать меньше 

по сравнению с  . Множества   )(\ DC  для систем 

(22), (23) изображены на рис. 6. 

Приведем еще несколько примеров для 4.1 , 

8.1 , 0.2  и 5N  (рис. 7). 

Если 4.1 , то 856.71
N q  и 557.01  . Если 

8.1 , то 640.111 
Nq  и 368.01  . Если 0.2 , то 

928.131 
Nq  и 254.01  . 

Таким образом, введение запаздывания в обрат-

ную связь позволяет уменьшить величину усред-

няющего параметра  .  

Преимущества такого подхода обсуждаются 

ниже. 

Пусть параметры управления Naa ,,, 1   

выбраны так, что область   )(\ DC  накрывает 

множество M, где    
)(1

)(
1

zqz

zqz
z


 , и 

1
21)(  N

N zazaazq  . В этом случае положение 

равновесия будет локально асимптотически устойчи-

вым. Это означает, что для начальных векторов 

Nxx ,,1  , лежащих в достаточно малой окрестности 

положения равновесия, решение системы (22), опреде-

ляемое этими начальными векторами, стремится к 

положению равновесия. Такая окрестность называется 

бассейном притяжения положения равновесия систе-

мы (22) в пространстве начальных векторов. Оценка 

бассейна притяжения – задача, вообще говоря, очень 

сложная, и не является предметом рассмотрения 

данной статьи. 

Заметим, что даже, когда будут выполнены все 

условия притяжения возмущенного решения к 

положению равновесия, поведение возмущенного 

решения может оказаться сложным, а стремление его 

к положению равновесия – очень медленным. 
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Рис. 7 – Множества    )(\ DC  для систем (22) (blue) и (23) (black) при а – 5N , 4.1 , 9.0 , 557.01  ; 

б – 5N , 8.1 , 9.0 , 368.01  ; в – 5N , 0.2 , 9.0 , 254.01  . 

Это будет в том случае, когда мультипликатор 

системы окажется вблизи границы множества 

  )(\ DC . Скорость стремления возмущенного 

решения к положению равновесия определяется 

максимумом 
  среди модулей нулей 

характеристического полинома (18) (при 
1

21)(  N
N zazaazq  , )()( zqzzp  , 1z ).  

Строя отображения 









 tie

1
 при 1 , можно 

получить линии уровня  . На рис. 8 и 9 изобра-

жены эти линии уровня для полинома (9) при 9.0  

и полинома (18) при 9.0 , 5N ,  2,8.1,4.1,1 . 

Более темным цветом изображены линии уровня, 

соответствующие большему значению  . 

На рис. 8, 9 более темные области отвечают тем 

значениям мультипликаторов  , для которых макси-

мум 
  среди модулей нулей характеристического 

полинома ближе к единице.  

Рассмотрим подробнее диаграммы, представлен-

ные на рис. 8 и 9.  

Светлые области определяют эффективное 

покрытие множества локализации мультипликаторов 

положення равновесия системы (1).  

Если использовать полулинейное управление 

O.Morgul, то множество   )(\ DC  теоретически 

можно сделать как угодно большим, устремляя   к 

единице, и покрывая сколь угодно большую области 

локализации мультипликаторов.  Однако при этом 

область эффективного покрытия сдвигается в 

окрестность точки 











 0,

1
, то есть значительно 

удаляется от нуля. 

Таким образом, если надо покрыть мультипли-

каторы, один из которых в единичном круге, а другой 

– на отрицательной вещественной оси и на значи-

тельном расстоянии от нуля, то  первый из них 

окажется в «темной» области, а значит, собственное 

значение, которое ему соответствует, лежит близко к 

границе единичного круга.  

Это, в свою очередь, означает очень медленное 

стремление возмущенного решения к положению 

равновесия. 

  

Рис. 8 – Множество    )(\ DC , где    
z

z
z




1
1 ,  

9.0  

При использовании обобщенного полулинейного 

управления область эффективного покрытия множе-

ства локализации мультипликаторов достаточно 

близко к нулю и растягивается в сторону отрицатель-

ной вещественной полуоси при 1  или N . 

Также из рис. 9 видна роль параметра  .  

Таким образом, использование обобщенного 

полулинейного управления позволяет ускорить 

стремление возмущенных решений к положению 

равновесия по сравнению с управлением O. Morgul. 

Особенно в случае большого разброса мультипли-

каторов положения равновесия системы (1).  

а б в 
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Рис. 9 – Множество   )(\ DC , где    
)(1

)(
1

zqz

zqz
z


 , 5N , при a – 7.0 , 1 ; б – 557.0 , 4.1 ; 

в – 368.0 , 8.1 ; г – 254.0 , 2  

3. Приложения к вычислительным методам 

решения систем уравнений. В этом разделе рассмот-

рим несколько примеров применения метода стабили-

зации положения равновесия системы (1) управлением 

(11) к возможности обобщения известных итерацион-

ных процессов решения систем линейных и нелиней-

ных уравнений [20].  

3.1 Нелинейные уравнения. Рассмотрим вычис-

лительную схему метода простых итераций (или 

метода Richardson) решения системы алгебраических 

уравнений, вообще говоря, комплексных  

   0xF , (24) 

 Для решения системы (24) строится вспомога-

тельная разностная система  

    nnnn xFxxx G1 , (25) 

где  nxG  – матрица, подлежащая выбору. 

Положения равновесия системы (25) совпадают с 

решениями системы (24). В классической схеме 

простых итераций матрица  nxG  выбирается из 

условий принадлежности мультипликаторов 

положения равновесия системы (25) интервалу  1,1 . 

Это условие можно ослабить: матрицу  nxG  следует 

выбирать так, чтобы мультипликаторы положения 

равновесия системы (25) были бы вещественными и 

меньше единицы. Можно взять, например, 

    )( nn xFxG , где  xF  – матрица Якоби, а знак 

""  означает Эрмитово транспонирование. Тогда 

система (25) примет вид 

     nnnn xFxFxx


 1 . (26) 

Пусть   0F . Если матрица )(F  не вырож-

дена, то матрица   )()( 

FF  положительно опреде-

ленная, то есть все ее собственные значения больше 

нуля. Следовательно, все собственные значения мат-

рицы   )()( 

FFI , где I – единичная матрица, 

вещественные и меньше единицы. Пусть эти собст-

венные значения лежат в интервала  1,̂ .  

Организуем итерационный процесс для системы 

(26) по схеме (12): 

    









 
N

j

jnjnj

N

j

jnjn xFxFaxax
1

11

1

11 )1( , (27) 

где 10  , коэффициенты Naa ,,1   вычисляются 

по формулам раздела 1.2 (при некотором  2,1 ). 

Обозначим 



N

j

j
j

N aq
1

)1( . Тогда   и N 

следует выбирать из условий: 




ˆ
1

1
Nq

, 10  .  

Например, если 2 , то 

Nj
N

j

N

j

N
a j ,,1,

1
sin

1
1

)1(2
tan2 





















б 

в г 

а б 

в 
г 
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)1(2
tan 2






N
qN , и должно выполняться нера-

венство 







ˆ
1

)1(2
cot 2

N
. Если 1 , то 

Nj
N

j

N
a j ,,1,

1
1

2











 , 

N
qN

1
 , и должно 

выполняться неравенство 



ˆ

1

N
. Итерационный 

процесс будет сходиться к положению равновесия, 

если только начальные векторы лежат в области 

притяжения этого положения равновесия. Отметим, 

что схему (27) можно заменить аналогичной, более 

экономной с вычислительной точки зрения 

 

    


















.,ˆˆ)1(ˆ

,ˆ

1

1

1

Nnxxxx

xax

nnnn

N

j

jnjn

FF

  

3.2 Обобщенный метод простой итерации 

решения систем линейных уравнений. Если система 

(24) линейная, то есть 0 bxΑ , то система (26) 

примет вид   bxx nn


  AAAI1 , соответственно, 

система управления (27) –  

 

 


















.,)1(ˆ)1(

,ˆ

1

1

1

Nnbxx

xax

nn

N

j

jnjn

AAAI

 (28) 

В случае, если матрица A симметрическая 

положительно определенная, итерационная схема 

упрощается  

 

 

















.,)1(ˆ)1(

,ˆ

1

1

1

Nnbxx

xax

nn

N

j

jnjn

AI

 (29) 

Аналогичная схема пригодна и для обращения 

матриц  

 

 


















,,)1(ˆ)1(

,ˆ

1

Nn

a
N

j

j

AXAAIX

XX

n1n

1jnn  (30) 

или для симметрической положительно определенной 

матрицы A  

 

 

















,,)1(ˆ)1(

,ˆ

1

Nn

a
N

j

j

IXAIX

XX

n1n

1jnn  (31) 

где nX  – матрицы. Теоретически итерационные 

процессы (28), (29), (30), (31) сходятся при любых 

начальных значениях в отличие от обычных схем 

простой итерации. Преимущества этих схем перед 

другими методами решения линейных уравнений – 

это отсутствие в вычислительных процессах операций 

деления, что позволяет проводить вычисления с плохо 

обусловленными матрицами. Заметим, что при 0 , 

1N  обобщенный метод простой итерации совпадает 

с классическим методом простой итерации. 

3.3 Обобщенный метод Seidel решения систем 

линейных уравнений. Предположим, что 

диагональные элементы матрицы A отличны от нуля. 

Матрицу A представим в виде UDLA  ˆ , где 

матрица D̂  – диагональная матрица, матрицы L и U – 

нижняя и верхняя треугольные матрицы с нулевыми 

диагоналями. Классический метод Seidel состоит в 

задании начального вектора 0x  и последовательного 

вычисления векторов nx :   bxx nn   UDL 1
ˆ , 

тогда     bxx nn

11

1
ˆˆ 

  DLUDL . Разумеется, 

при реализации этого метода не требуется строить 

матрицу 
1)ˆ(  DL . Метод Seidel сходится, если все 

собственные значения матрицы UDL
1)ˆ(   лежат в 

центральном единичном круге комплексной 

плоскости. Это условие выполняется, например, если 

матрица A симметрическая положительно опреде-

ленная. Обобщим метод Seidel. Применим к системе 

bxx nn
11

1 )ˆ()ˆ( 
  DLUDL  вычислительную 

схему (21). Получим 

 


















.,)ˆ)(1(ˆ)ˆ)(1(

,ˆ

11
1

1

1

Nnbxx

xax

nn

N

j

jnjn

DLUDLI
 

После простых преобразований обобщенный 

метод P.L. Seidel приводится к итерационной схеме 

 

 

















.,)1(ˆ)ˆ(

,ˆ

1

1

1

Nnbxx

xax

nn

N

j

jnjn

AUDL

. (32) 

При 0 , 1N  обобщенный метод Seidel 

совпадает с классическим. Если матрица A 

симметрическая положительно определенная, то в (32) 

достаточно брать 1N . Изучим вопрос сходимости 

итерационной схемы (32). Пусть m ,,1   – 

собственные значения матрицы UDL
1)ˆ(  . 

Рассмотрим полином (18) при 
N

Naap   1
1

1)( , 
1

1
1)(   N

Naaq  . 

Если все нули этого полинома лежат в центральном 

единичном круге, то итерационная схема (32) 

сходится. При подходящем выборе N, Naa ,,1   схема 

(32) сходится, если собственные значения матрицы 

UDL
1)ˆ(   лежат, например, в множестве 

    1,ˆ:1:  RCM , 1ˆ  , или в 

   RRCCM  :1: ,  21R . Для 

обращения матрицы UDLA  ˆ  применяем схему  
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 

















Nn

a
N

j

j

,)1(ˆ)ˆ(

,ˆ

1

IXAUXDL

XX

n1n

1jnn
.(33) 

Отметим, что сложность обобщенных методов по 

сравнению с классическими возрастает незначи-

тельно, на каждой итерации дополнительно необхо-

димо выполнить несколько операций сложения и 

умножения. Аналогично, можно обобщать и другие 

стационарные, и даже нестационарные, итерационные 

методы решения систем алгебраических уравнений. 

4. Численное моделирование 

Пример 1. Рассмотрим систему нелинейных 

уравнений 

 
 









,3,2,1

,0

i

zy,x,f i  (34) 

где   17,, 423
1  zyxxzyxf ,   zyxzyxf 2,,2  , 

  zzyxzyxf  4
3 )8(,, . Эта система изучалась в 

курсе www.youtube.com/watch?v=S5hevRtjMI8, для ее 

решения применялись методы простой итерации и 

Newton. Этими методами были найдены решения 

 0,1,1  и  0,1,1  , причем отмечалось, что для схо-

димости методов начальное приближение  000 ,, zyx  

должно быть близко к решению. Особенно это отно-

сится к 0z . Для решения системы (34) применим ите-

рационный процесс (27). Вычислим  

   
























 

1)8(32228

)8(412

)8(4131

,,
33

3

32

zyxz

zyxy

zyxx

zyxF . 

Положим в (27) 3N , 91.0 , 4.1 . Тогда 

46798.01 a , 37603.02 a , 15600.03 a . В качестве 

начальных приближений возьмем три точки: 

 000 ,, zyx =(1.55, 0.74, 0.12),  000 ,, zyx =(0.84, 0.8, –

0.01),  000 ,, zyx =(–0.91, –1.1, –0.005).  

Далее, для каждой из этих точек положим 

   000 ,, zyxz,y,x iii  , 2,1i . Тогда итерационный 

процесс (27) будет сходиться, причем для каждой 

начальной точки к различному решению: для первой к 

 04642.0,04417.1,95134.0 , для второй к  0,1,1 , для 

третьей к  0,1,1  .  

 

  

Рис. 10 – Графики a –  nxn, , б –  nyn, , в –  nzn,  итерационного процесса (27) решения системы (34)  

для разных начальных точек 

На рис. 11 представлены графики невязки, где 

)()()( 321 nnnnnnnnnn z,y,xfz,y,xfz,y,xf  .  

Приведем значения первых итераций и график 

невязки для итерационного процесса (26) и 

начального вектора (рис. 12):  000 ,, zyx =(1.00001, 

0.99999, 0);  777 ,, zyx =(1.086, 0.91, 0,246); 

 888 ,, zyx =(234.865, –233.087, –1867.571).  

По сравнению с методом простой итерации и 

методом Newton, предложенный метод оказался более 

эффективным, позволил найти дополнительно еще 

одно решение, и бассейн притяжения положений 

равновесия оказался заметно больше.  

Графики  nxn, ,  nyn, ,  nzn,  для разных 

начальных точек представлены на рис. 10 (для первой 

– black, для второй – green, для третьей – blue). 

 

Рис. 11 – Графики невязки  nn ,  итерационного процесса 

(27) решения системы (34) для разных начальных точек 

б в б в 

в а б 

http://www.youtube.com/watch?v=S5hevRtjMI8
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Рис. 12 – График невязки  nn ,  итерационного 

процесса (26) решения системы (34) 

Пример 2. Рассмотрим матрицу  

 




















1103

1022

321

A  (35) 

и применим итерационный процесс (33) для ее 

обращения. Так как собственные значения матрицы A 

равны  73.9,85.1,58.11 , то метод простых итераций 

обращения этой матрицы будет расходиться.  

Разложим матрицу A 























































000

1000

320

100

020

001

0103

002

000

ˆ UDLA , 

и найдем собственные значения матрицы 

  UDL
1ˆ 

 :  59.72,41.0,0  . Так как эти 

собственные значения не лежат в центральном 

единичном круге, то для обращения матрицы (35) 

метод Seidel  не применим. Но эти собственные 

значения меньше единицы, следовательно, применим 

обобщенный метод Seidel. В формуле (33) возьмем 

N=7,  =0.743,  =1.8. Тогда 14722.01 a , 

21348.02 a , 22286.03 a ,  19052.04 a , 

13372.05 a , 07116.06 a . В качестве начальных 

приближений возьмем матрицы: ]1[X  – единичная, 

]7[,],2[ XX   – нулевые. Тогда  





















029.0077.0067.0

077.0038.0154.0

067.0154.0490.0

]250[X .  

Обозначим 
1

][ IAX  nn , где норма 

1
n  – сумма абсолютных значений компонент 

матрицы. Вычислим 
9

250 103  . Сходимость 

процесса обращения матрицы показана на графике 

невязки (рис. 13). Из-за плохого начального прибли-

жения невязка резко возрастала, однако, уже через 

десять шагов эта невязка стала быстро убывать, что 

подтверждает практическую эффективность предло-

женной схемы. Отметим, что, как при увеличении  , 

так и при уменьшении N, скорость сходимости будет 

уменьшаться.  

 

Рис. 13 – График невязки  nn ,  итерационного 

процесса (33) обращения матрицы (35) 

Для сравнения приведем расчеты, используя 

схему O. Morgul, то есть в формуле (33) возьмем N=1. 

Для этого случая наилучшее значение  =0.974. 

Нужная точность достигается на 800 шаге. Приведем 

графики невязки предыдущей схемы и схемы O. 

Morgul для первых 80 итераций (рис. 14). 

 

Рис. 14 – Графики невязки  nn ,  итерационного 

процесса (33) обращения матрицы (35) при 7N  (black) 

и 1N   (blue) 

Видно, что невязка в методе O. Morgul убывает 

монотонно, но значительно медленнее невязки обоб-

щенного полулинейного контроля.  

Выводы. В статье рассмотрена проблема стаби-

лизации неустойчивых и априори неизвестных перио-

дических орбит нелинейных систем с дискретным 

временем. Предложен новый подход к конструирова-

нию запаздывающей обратной связи, решающей за-

дачу стабилизации. Обратная связь представляется в 

виде выпуклой комбинации нелинейной обратной 

связи и полулинейной обратной связи, введенной 

О. Morgul. Тем самым сохраняются преимущества 

обоих видов обратной связи.  



ISSN 2079-0023 (print)  

ISSN 2410-2857 (online) Системний аналіз, управління та інформаційні технології 

Вісник НТУ «ХПІ». 2017. № 28 (1250) 17 

Для построения коэффициентов усиления нели-

нейной обратной связи и получения условий приме-

нимости такого управления были использованы ме-

тоды геометрического комплексного анализа. В статье 

этими методами проанализирована возможность при-

менения схемы  О. Morgul. Получены необходимые и 

достаточные условия стабилизации в виде геометри-

ческого критерия локальной асимптотической устой-

чивости. Также метод O. Morgul был перенесен со 

скалярного случая на векторный. 

Важно отметить, что характеристические поли-

номы для периодических орбит в нелинейном и полу-

линейном случаях имеют очень простую структуру, 

хотя, естественно, различную. Именно это обстоя-

тельство явилось стимулом объединить два упомяну-

тых выше подхода. Полученный характеристический 

полином также имеет достаточно простую структуру 

и содержит в себе, как частные случаи, полиномы 

нелинейного и полулинейного схем управления.   

Геометрический критерий устойчивости в нели-

нейном и полулинейном случаях состоял в анализе 

образов центрального единичного круга при специ-

альном полиномиальном отображении. В комбиниро-

ванном нелинейно-полулинейном методе управления 

вместо полиномиальных отображений приходится 

изучать дробно-рациональные отображения. В статье 

приведено решение построения квазиоптимальных 

дробно-рациональных отображений для случая 1T , 

то есть для стабилизации положений равновесия. До-

полнительное введение в управление полулинейной 

обратной связи позволяет существенно уменьшить 

длину используемой в запаздывающей обратной связи 

предыстории и повысить скорость сходимости возму-

щенных решений к периодическим. 

Как приложение предложенной схемы стабили-

зации приведен возможный вычислительный алго-

ритм нахождения решений систем алгебраических 

уравнений, основанный на модификации известных 

итерационных схем. В этих схемах используются зна-

чения переменных, вычисленные на предыдущих ша-

гах. При этом трудоемкость новых итерационных 

схем практически не возрастает. Приведенные 

результаты численного решения систем линейных и 

нелинейных уравнений подтверждают это суждение и 

эффективность предложенных схем стабилизации 

положения равновесия. 
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