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УДК 519.6 

Н. В. ЧЕРЕМСЬКА 

СПЕКТРАЛЬНИЙ РОЗКЛАД ОДНОГО КЛАСУ НЕСТАЦІОНАРНИХ ВИПАДКОВИХ 
ПОСЛІДОВНОСТЕЙ 

В роботі отримано спектральні розклади для нестаціонарних випадкових послідовностей, у яких при вкладанні в гільбертів простір відпові-
дна послідовність у цьому просторі має зображення 0

n
nx A x= , за допомогою спектральної теорії несамоспряжених операторів. Ці зобра-

ження є аналогом спектральних розкладів стаціонарних випадкових послідовностей, які є суперпозицією станів дискретних осциляторів. В 
нестаціонарному випадку для дискретного спектра отримано суперпозицію внутрішніх станів дискретних осциляторів з частотами, які ле-
жать у верхній півплощині, крім того, отримані принципово нові типи спектральних розкладів, коли послідовність зображується у вигляді 
суперпозиції внутрішніх станів дискретних струн. Також розглянуто перспективи подальших досліджень. 

Ключові слова: гільбертів простір, нестаціонарна випадкова послідовність, спектральна теорія несамоспряжених операторів. 

Н. В. ЧЕРЕМСКАЯ 
СПЕКТРАЛЬНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ОДНОГО КЛАССА НЕСТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

В работе получены спектральные разложения для нестационарных случайных последовательностей, у которых при вложении в гильбертово 
пространство соответствующая последовательность в этом пространстве имеет представление 0

n
nx A x= , с помощью спектральной теории 

несамосопряженных операторов. Эти представления являются аналогом спектральных разложений стационарных случайных последова-
тельностей, являющихся суперпозицией состояний дискретных осцилляторов. В нестационарном случае для дискретного спектра получена 
суперпозиция внутренних состояний дискретных осцилляторов с частотами, лежащими в верхней полуплоскости, кроме этого, получены 
принципиально новые типы спектральных разложений, когда последовательность представляется в виде суперпозиции внутренних состоя-
ний дискретных струн. Также рассмотрены перспективы дальнейших исследований. 

Ключевые слова: гильбертово пространство, нестационарная случайная последовательность, спектральная теория несамосопряжен-
ных операторов. 

N. V. CHEREMSKAYA 
SPECTRAL EXPANSION FOR A CLASS OF NON-STATIONARY RANDOM SEQUENCES 

In this paper we obtain spectral decompositions for non-stationary random sequences for which, when embedded in a Hilbert space, the corresponding 
sequence in this space can be represented 0

n
nx A x= using the spectral theory of non-self-adjoint operators. These representations are analogous to the 

spectral decompositions of stationary random sequences, which are a superposition of the states of discrete oscillators. In the non-stationary case, for a 
discrete spectrum, a superposition of the internal states of discrete oscillators with frequencies lying in the upper half-plane is obtained, in addition, 
fundamentally new types of spectral decompositions are obtained when the sequence is represented as a superposition of the internal states of discrete 
strings. Also we consider some recommendations for further research. 

Key words: Hilbert space, non-stationary random sequence, spectral theory of non-self-adjoint operators. 
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Вступ. Спектральні розклади випадкових функцій є основою для прикладного аналізу випадкових процесів 
і послідовностей, через те, що являють собою суперпозицію внутрішніх станів гармонічних осциляторів з дійс-
ними частотами [1]. У випадку, коли умова стаціонарності (в широкому сенсі) порушується, побудова спектра-
льної теорії нестаціонарних випадкових послідовностей наштовхується на істотні труднощі. Здається, побудова 
загальної теорії навряд чи здійсниться. Тому більш логічним є напрям, коли виділяються деякі класи нестаціо-
нарних випадкових функцій. А. М. Колмогоров у своїх роботах [2, 3] вперше використав спектральну теорію не-
самоспряжених або неунітарних операторів для побудови спектральної теорії стаціонарних випадкових проце-
сів або стаціонарних випадкових послідовностей. 

 
Аналіз останніх досліджень. Для розв’язання задач, для яких припущення щодо статистичної стаціонар-

ності не виконується, використовувались певні узагальнення стаціонарних випадкових функцій, які являють со-
бою адитивні або мультиплікативні збурення стаціонарних випадкових процесів або однорідних випадкових 
полів, а саме: випадкові функції зі стаціонарними приростами, які використовуються, наприклад, для моделю-
вання атмосферної турбулентності [4, 5, 6], локально-стаціонарні випадкові процеси та локально-однорідні 
випадкові поля, які використовуються, наприклад, для моделювання поширення електромагнітних хвиль у атмо-
сфері Венери [7, 8, 9] та інші. 

Проте, спроба застосування перелічених вище моделей нестаціонарних процесів для низки задач призво-
дить до великих похибок. Враховуючи вищесказане, актуальною задачею є побудова спектральної теорії неста-
ціонарних випадкових послідовностей, яка б не мала цих недоліків. 

 
Постановка задачі. Побудова спектральної теорії нестаціонарних випадкових послідовностей природньо 

потребує використання спектральної теорії несамоспряжених або квазіунітарних операторів [10, 11, 12]. В да-
ній роботі запропоновано метод отримання спектральних розкладів нестаціонарних випадкових послідовностей, 

у яких при вкладанні в гільбертів простір відповідна послідовність у цьому просторі має зображення 0
n

nx A x= . 

 
Математична модель. Якщо :A H H→ , H  – гільбертів простір – самоспряжений обмежений оператор, 

то кореляційна функція, яку можна обчислити як відповідний скалярний добуток [13], залежить від суми аргу-
ментів (ганкелева випадкова послідовність). Для такої послідовності легко отримати спектральне зображення 
вигляду: 

( )
b

n
n

a

dZξ λ λ= ∫ , 

де ( )Z λ  – стандартний випадковий процес з некорельованим приростом. 

Якщо послідовність неганкелева, але ( )dim Im A H < ∞ , то для отримання спектрального розкладу можна 

застосувати методи теорії несамоспряжених операторів та асоційованих відкритих систем [13]. Трійку 

[ ]( )0, , ,H A H H Hξ∈ ∈  називатимемо операторним зображенням випадкової послідовності (тобто у відповід-

ному гільбертовому просторі послідовність має зображення 0
n

nx A x= ). 

Розглянемо два випадки спектра оператора A . 
Нехай спектр оператора A  дискретний та міститься у верхній комплексній півплощині. Введемо підпрос-

тір гільбертова простору H : ( )ImE A H= . Нехай dimE r= < ∞ . Розглянемо дві послідовності некорельованих 

випадкових величин { } 1k k
z

∞
=  та { } 1

aα α
∞

=  з нульовими математичними очікуваннями та одиничними дисперсіями 

,k j kjMz z Ma aα β αβδ δ= = , де ijδ  – символ Кронекера. Розглянемо сукупність детермінованих функцій ( )k nψ , 

яка задовольняє системі різницевих рівнянь першого порядку: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1
r

k k k kki n n u n Ma zα
α α

α
ψ λ ψ ω

=
+ + =∑ ; 

( ) ( )
0

0k kn
nψ ψ

=
= ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 k kk ku n u n i Ma z nα α
α αω ψ+ = − ; 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0, kk k
k

u n u n Mu n aα α
α

=
= = ,                                                          (1) 

де kλ  – власні числа оператора A , а αω  – власні числа оператора 2 Im A . 

Теорема 1. Якщо ( ),x n ω  – нестаціонарна випадкова послідовність, яка має операторне зображення у ві-

дповідному гільбертовому просторі вигляду 0
n

nx A x= , то є справедливим розкладання: 

( )
1

n k k
k

x n zψ
∞

=
=∑ ,                                                                          (2) 

де ( )k nψ  знаходиться із системи (1). 

Доведення. Включимо A  до операторного комплексу ( )1, , , , ,rK A H g g J І= =… . Тоді [13] комплекс K  

можна зобразити у вигляді зчеплення операторних комплексів mK ⊥ , де mK ⊥  – проекція комплексу K  на підпрос-

тір 1m m mH H H⊥
−= Θ , де m mH H H ⊥= Θ , а mH ∗  – зростаюча система скінченновимірних інваріантних підпросторів 

0 1 2H H H∗ ∗ ∗⊂ ⊂ ⊂…  така, що 1dim( ) 1m mH H∗ ∗
− Θ =  та lim m

m
H H∗

→∞
= . Комплекс K  має структуру 

( ) ( )( )1, , , , ,m m
m m m m rK P H A H g g I⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = … , ( ), ,m

m m m m m m mA h h g P g g z zα α αλ⊥ ⊥= = = . 

mP⊥ −  проекція на підпростір 1m m mH H H⊥
−= Θ , де m mH H H ∗= − . 

Позначимо ( ) ( )m m mz n n zψ= . Маємо для відкритої системи, яка асоційована з комплексом mK ⊥ : 

( ) ( ) ( ),
1

1 ,
r

m m m m mn i n i u n g zα α
α

ψ λ ψ
=

+ + = − ∑ ; 

,00m mn
ψ ψ= = ; 

( ) ( ) ( ), , ,m m m mv n u n i g z nα α α ψ= − . 

Тоді, використовуючи результати роботи по зчепленню операторних комплексів [10], отримуємо усі твер-

дження теореми, враховуючи, що gα  можна обрати у вигляді g aα α αω= , де αω  – власні числа оператора 

2 Im A . Розглядаючи 2Im ,A B B B∗= =  та обираючи як базис власні вектори aα  оператора B , маємо: 

1

r

Bu B u aα α
α =

 
=  

 
∑ . 

Через те, що signα α αω ω ω=  отримуємо: 

1 1 1

, , , g g
r r r

a Ba a a Eα α α α α α α α
α α α

ω
= = =

⋅ = ⋅ = ⋅∑ ∑ ∑ . 

Отже, g aα α αω=  1 1, , 0, , , 0p p rω ω ω ω+> <… … . 

Враховуючи, що елементами гільбертових просторів H та E є випадкові величини, а ортогональність екві-

валентна некорельованості, отримуємо твердження теореми.  

Розглянемо випадок оператору A , який у відповідному операторному зображенні має нескінченнократний 

спектр у нулі та скінченновимірний неермітовий підпростір (вольтерів дисипативний оператор). 

Включимо оператор A  до операторного комплексу ( )1, , , , ,rK A H g g J І= =ɶɶ ɶ ɶ ɶ… , де ( )1, ,g a rα α αω α= =ɶ  

Ma aα β αβδ= , тоді за теоремою 8.3 [13] комплекс Kɶ  є унітарно еквівалентним комплеку 

[ ] ( ) ( )( )2
10,, , , , ,rlK A L g x g x І= … , 

де 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, 0 ;
x

Af x i f y g y g y dy x l= ≤ ≤∫    ( ) [ ]
2
0, ;lf x L∈    ( ) ( ) ( )( )1 , , rg x x xθ θ= … ; 
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( ) ( )
1

2

0

0
;

0 0

0 0 0

l

r

g x g x dx

ω
ω

ω

 
 
 =
 
 
 

∫
⋱

   ( ) ( )2

1

1, 0
r

x x lα
α

θ
=

≡ ≤ ≤∑ . 

Введемо функцію ( ) [ ]
1, ;

Z
0, , ,

x x x
x

x x x∆
′ ′′≤ ≤

=  ′ ′′∉
 де [ ] ( ), 0x x x x l′ ′′ ′ ′′∆ = ≤ ≤ ≤ ; 

( ) ( )1 2 1 2Z , Zx x d∆ ∆ = ∆ ∆∩ , 

де d – довжина інтервалу 1 2∆ ∆∩ . Тоді gα  та ( )f x  як елементи гільбертового простору [ ]
2
0,lL  можна зобразити 

у вигляді ( ) [ ] ( ) [ ]0, 0,
0 0

Z , Z .
l l

x xg x d f f x dα αθ= =∫ ∫  

Рівняння відкритої системи, яка асоційована з комплексом, набуває вигляду: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 10

1, ,
x r r

f n x i i f n y y x dy i u n xα α α α
α α

θ θ θ
= =

 
+ − = − 

 
 

∑ ∑∫ ; 

( ) ( )00
,

n
f n x f x

=
= ; 

( ) ( ) ( ) ( )
0

,
l

v n u n i f n y y dyα α αθ= − ∫ ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 10

1, ,
xr r

f n x i x u n i f n y y dyα α α
α α

θ θ
= =

 
+ = − − 

  
∑ ∑∫ . 

Таким чином, 

( ) ( ) ( )
1

1, , ,
r

f n x i x u n xα α
α

θ
=

+ = − ∑                                                                (3) 

де 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, ,
l

u n x u n i f n y y dyα α αθ= − ∫ ; 

( )
0

, 0
x

u n xα =
= ; 

( ) ( ) ( ),
,

du n x
if n x x

dx
α

αθ= − . 

Через те, що 1A A −=ɶ ∪ ∪ , де ∪  – унітарний оператор, який відображує [ ]
2
0,lL  на H , та вважаючи 

[ ]0,Zx xz= ∪ , отримуємо теорему. 

Теорема 2. Для кожної послідовності 0
n

nx A x=  скінченного квазірангу, де A  цілком несамоспряжений 

оператор зі спектром у нулі, існує спектральна міра ( )0xz x l≤ ≤  та множина функцій ( ) ( )1,x rαθ α = , яка 

задовольняє наступним умовам:  

( )1 2 1 2,z z d∆ ∆ = ∆ ∆∩ ,  

де ( )1,2k z k∆ =  – прирости kz  відповідно на інтервалах ( )1 2;k d∆ ∆ ∆∩  – довжина спільної частини інтер-

валів k∆ ; 

( ) ( )2

1

1, 0
r

x x lα
α

θ
=

≡ ≤ ≤∑ ; 

( ) ( )
0

l

x x dxα β αβθ θ δ=∫ , 
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a послідовність nx  можна зобразити у вигляді: 

( )
0

,
l

n xx f n x dz= ∫ ,                                                                            (4) 

де функція ( ),f n x  знаходиться із системи рівнянь (3). 

Доведення. Через те, що ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1 1

,
r r

W n m i n J m i E n mα αβ β α α β
α β α

ϕ ϕ ϕ ϕ
= =

= =∑ ∑ , де 
0 1

1 0
Jαβ

 
=  − 

; 

1, 1, ;

1, 1,

p
E

p r
α

α
α

 == 
− = +

 та ( ) ( ) ( )0
0

, ,
l

n

H
n A x g f n x g x dxα α αϕ = = ∫ɶ , то в даному випадку 

( ) ( )g x xα αθ= ,  ( ) ( ) ( )
1

, 1, .
r

f n x i x u n xα α
α

θ
=

= − −∑  

Поклавши ( ) 0u nα =  та x l= , отримуємо, що ( ) ( )1,n iu n lα αϕ = − , 

( ) ( ) ( )
1

1, ,
r

f n x i x u n xα α
α

θ
=

+ = − ∑ ; 

( ) ( ) ( ) ( )
0

, ,
x

u n x u n i f n y y dyα α αθ= − ∫ ; 

( ) ( ) ( )00
0, ,

n
u n f n y f yα =

≡ = ; 

( ) ( ) ( )1,
1,

du n x
if n x x

dx
α

αθ
+

= − + ; 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1,
,

rdu n x
x u n x x

dx
α

β β α
β

θ θ
=

+
= −∑ . 

Таким чином, ( ),W n m  можна зобразити у вигляді 

( ) ( ) ( )
1

, , ,
r

W n m i E u l n u l mα α β
α =

= ∑ , 

де ( ),u n xα  задовольняє наступній системі диференційних різницевих рівнянь: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1,
, 0

rdu n x
x u n x x

dx
α

β β α
β

θ θ
=

+
+ =∑ ; 

( )0, 0u nα = ; 

( ) ( ) ( )0
0

, 0
x

u x i f y y dyα αθ= − ∫ , 

а ( )0f x  – початковий елемент послідовності ( ) ( )0, nf n x A f x=  в гільбертовому просторі [ ]
2
0,lL . Розв’язання цієї 

системи дозволяє знайти функцію ( ),f n x  в спектральному розкладі ( )
0

,
l

n xx f n x dz= ∫  за формулою: 

( ) ( ) ( )
1

,
,

r du n x
f n x i x

dx
α

α
α

θ
=

= ∑ . 

Цю формулу легко отримати, використовуючи умову ( ) 2

1

1
r

xα
α

θ
=

=∑  та рівняння 

( ) ( ) ( )
0

, ,
x

u n x i f n y y dyα αθ= − ∫ . 

 

Перспективи подальших досліджень. Автор вважає, що використовуючи операцію зчеплення оператор-
них комплексів та операторних систем, які асоційовані з операторними комплексами, можна отримати спектра-
льні розклади загального вигляду (коли спектр нестаціонарної випадкової послідовності міститься на скінчен-
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ному інтервалі дійсної осі, кожна точка якого є точкою спектра нескінченної кратності). Аналогічний підхід мо-
же бути використано при побудові дискретних випадкових полів, для яких відповідна послідовність в гільберто-

вому просторі має вигляд ( ) 1 02, pnx n p A A x= , де jA −  обмежені двічі переставні несамоспряжені оператори. Ви-

користовуючи спектральну теорію операторів [14], для ( ),x n p  можна отримати зображення вигляду 

( ) ( ) ( ), , , , ,
D

x n p f n p d dλ µ ξ λ µ= ∫ , 

де ( )1 2,ξ ∆ ∆  – стандартна стохастична міра, яка визначена на прямокутниках D∆ ⊆ , [ ] [ ], ,D a b c d= × ; 

( ) ( )1 2 1 2,M Sξ ∆ ∆ = ∆ ∆∩ , де ( )1 2S ∆ ∆∩  – площа прямокутників ( )1 2∆ ∆∩ . Функція ( ), , ,f n pλ µ  знаходиться 

з системи диференційно-різницевих рівнянь, яка аналогічна системі (4), а 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2
0 0

, , , , ,
u v

A f u v i f v d A f u v i f u dτ τ τ τ= =∫ ∫ . 

У випадку, коли у дисипативних операторів 1A  та 2A  з дискретним спектром є спільний ланцюжок підпросто-

рів, то для ( ),x n p  можна отримати зображення вигляду:  

( ) ( ) ( )
1

, ,k k
k

x n p n p zψ ω
∞

=
=∑ , 

де ( )kz ω  – некорельовані випадкові величини, а ( ),k n pψ  знаходяться з системи різницевих рівнянь вигляду 

(2). 
 

Висновки. Таким чином, спектральна теорія несамоспряжених операторів дозволила для нестаціонарних 
випадкових послідовностей, які допускають операторні зображення, отримати спектральні розклади. 

Ці зображення є аналогом спектральних розкладів стаціонарних випадкових послідовностей, які є суперпо-
зицією станів дискретних осциляторів, амплітуди яких некорельовані між собою та пов’язані функціонально. В 
нестаціонарному випадку для дискретного спектра отримуємо суперпозицію внутрішніх станів дискретних ос-
циляторів з частотами, які лежать у верхній півплощині, до того ж, як і в стаціонарному випадку, амплітуди не-
корельовані, але функціонально зв’язані рекурентним співвідношенням. Слід відзначити, що, крім того, 
з’являються принципово нові типи спектральних розкладів, коли послідовність зображується у вигляді суперпо-
зиції внутрішніх станів дискретних струн. 
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УДК 519.217 

Н. А. ЧИКИНА, И. В. АНТОНОВА 

ПРОГНОЗИРОВАНИЕ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ МЕТОДОМ СКРЫТЫХ МАРКОВСКИХ МОДЕЛЕЙ 

Рассмотрен нестандартный метод анализа и прогнозирования медико-социальных временных рядов – метод скрытых моделей Маркова 
(СММ). Приведены основные теоретические положения математического аппарата цепей Маркова и СММ, проанализированы ограничения 
применения метода прогнозирования на основе Марковской модели временного ряда, его преимущества и недостатки. Проверка на стацио-
нарность временных рядов проводилась с помощью расширенного теста Дики – Фуллера. Рассмотрена процедура построения скрытой Мар-
ковской модели ряда первых разностей и методика получения прогнозного значения. Построена 3 3×  – модель СММ для первых разностей 
временного ряда. Скрытые состояния модели получены в результате процедуры кластерного анализа, построен алфавит для их идентифика-
ции. 

Ключевые слова: прогнозирование, временной ряд, стохастические процессы, метод скрытых моделей Маркова, цепи Маркова, ди-
намические байесовские сети. 

Н. О. ЧІКІНА, І. В. АНТОНОВА 
ПРОГНОЗУВАННЯ ЧАСОВИХ РЯДІВ МЕТОДОМ ПРИХОВАНИХ МОДЕЛЕЙ МАРКОВА 

Розглянуто нестандартний метод аналізу і прогнозування медико-соціальних часових рядів – метод прихованих моделей Маркова (ПММ). 
Наведено основні теоретичні положення математичного апарату ланцюгів Маркова і ПММ, проаналізовані обмеження застосування методу 
прогнозування на основі Марківської моделі часового ряду, його переваги та недоліки. Перевірка на стаціонарність часових рядів проводи-
лась за допомогою розширеного тесту Дикі – Фуллера. Розглянута процедура побудови прихованої Марківської моделі ряду перших різниць 
і методика отримання прогнозного значення. Побудована 3 3×  – модель ПММ для перших різниць часового ряду. Приховані стани моделі 
отримані в результаті застосування кластерного аналізу, побудований  алфавіт для їх ідентифікації. 

Ключові слова: прогнозування, часовий ряд, стохастичні процеси, метод прихованих моделей Маркова, ланцюги Маркова, динамічні 
байєсовські мережі. 

N. А. CHIKINA, I. V. ANTONOVA 
TIME SERIES FORECASTING BY THE METHOD OF HIDDEN MARKOV MODELS 

A non-standard method for analyzing and forecasting medical and social time series, namely the Hidden Markov Models method (HMM), is consid-
ered. The basic theoretical principles of mathematical apparatus of Markov chains and HMM are presented, the application limitations of forecasting 
method based on the Markov model of time series, its advantages and disadvantages are analyzed. The time series were tested for stationarity using the 
Augmented Dickey – Fuller test. The procedure of constructing the Hidden Markov Model for the time series of the first differences and the method 
for obtaining the predicted value are considered. A 3 3×  – HMM model for the time series of the first differences is built. The hidden states of the 
model are obtained as a result of the Cluster Analysis procedure, an alphabet is constructed for their identification. 

Key words: forecasting, time series, stochastic processes, the Hidden Markov Models method, Markov chains, dynamic Bayesian networks. 
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