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Використання методу інтегральних співвідношень для аналітичного 
розв’язку гіперболічних моделей теплопровідності

 Ю. В. Човнюк1, В. Т. Кравчук2, А. С. Москвітіна3, И. А. Пефтєва4
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ORCID: 0000-0002-8858-9010

Анотація.  Вивчення  процесів  нестаціонарної  теплопровідності  –  важливий  напрямок,  який  використовується  в
прикладних задачах тепломасообміну. При розв’язанні математичної моделі при різних граничних умовах є проблема
достовірності чисельних розрахунків, тому є необхідність в вирішенні математичної моделі аналітичним методом.
Наприклад,  математична  модель  процесів  тепломасообміну  в  акумуляторі  теплоти  при  його  зарядці  та розрядці
вирішується  аналітично методом функції  Гріна,  аналогічно  вирішується математична модель  процесів  нагрівання
теплоносія в сонячних колекторах. Запропонований розвиток методу функцій Гріна задля розв’язку граничних задач
нестаціонарної  теплопровідності узагальненого типу на  основі  закону Максвелла-Каттанео-Ликова.  Сформульовані
граничні умови у відповідності зі вказаним законом. Запропоновані інтегральні співвідношення для аналітичних розв’язків
граничних задач нестаціонарної теплопровідності для рівнянь гіперболічного типу. Розглянуті ілюстративні задачі для
напівнескінченної області й описані область теплового сліду й незбурена область.

Ключові  слова:  математична  модель  теплопровідності,  нестаціонарна  теплопровідність,
інтегральні  співвідношення,  аналітичні  розв’язки,  гіперболічна  модель,  теплопровідність,
закон Максвелла-Каттанео-Ликова.

Вступ. Вивчення  процесів  нестаціонарної
теплопровідності,  розрахунок  параметрів
середовищ  в  умовах   нестаціонарної  тепло-
провідності  останніх  –  важливий  напрямок,
який  використовується  в  прикладних  задачах
тепломасообміну.  При  розв’язанні  математи-
чної  моделі  при  різних  граничних  умовах  є
проблема достовірності чисельних розрахунків,
тому є необхідність в вирішенні математичної
моделі  аналітичним  методом.  Наприклад,
математична модель процесів тепломасообміну
в акумуляторі теплоти при його зарядженні та
розрядженні розв’язується аналітично методом
функції  Гріна [1].  Аналогічно  вирішується
математична  модель  процесів  нагрівання  те-
плоносія в сонячних колекторах.

Актуальність  дослідження. Розроблення
ефективних  і  достовірних  методів  математи-
чного  моделювання  нестаціонарної  тепло-
провідності  є  актуальною  задачею  для  буді-
вельної  теплофізики,  розроблення  тепло-
масообмінних апаратів, дослідження циклічних
навантажень на елементи теплогенераторів від
теплового розширення тощо.

Останні дослідження та публікації. Рівня-
ння енергії для ізотропних твердих тіл

c∙ ρ∙
∂T (M ,t )

∂t
=−{q⃗(M ,t ) }+F (M ,t) ,

Вт/м2,

M ∈ D , t>0 , (1)

де  с – питома теплоємність, Дж/(кг·К); ρ – гу-
стина  матеріалу,  кг/м3; t  –  час,  с,
T – температура, К, q⃗ – густина теплового по-
току,  Вт/м3; F –  функція,  що  описує  вплив
зовнішніх  джерел  теплоти,  Вт/м3;
M =M (x , y , z ) – точка простору декартової си-
стеми координат x,  y,  z, м. Вектор  q⃗ ( M , t ) має
вид  класичної  залежності  Фур’є  [2]
q⃗ ( M , t )=− λ ∙ grad {T ( M , t )} , кг/м3, де λ – коефі-
цієнт  теплопровідності,  Вт/(м·К).  Одиничний
розмірний  коефіцієнт  не  наведено.  Це  при-
зводить  до  рівняння  параболічного  типу  для
нестаціонарного теплопереносу

∂T
∂ t

=a ∙ ∆T (M ,t )+ 1
cρ

∙ F (M , t ) , К/с,

M ∈ D , t>0 , (2)

де  a = λ/(cρ) –  коефіцієнт  температуропровід-
ності, м2/с. Граничні умови

T (M , t )|t=0=Φ0 (M ) , M ∈ D , К (3)
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β1 ∙
∂T (M ,t )

∂ n
+ β 2 ∙T (M ,t )=φ(M , t ) , К,

β1 ∙
∂T (M ,t )

∂ n
+ β 2 ∙T (M ,t )=φ(M , t ) , К,

t ≥ 0 , M ∈ S , (4)

де D – скінченна або частково обмежена опукла
область  зміни  M (x , y , z );  S –  кусково-гладка
поверхня, яка обмежує область D; n⃗ – зовнішня
нормаль  до  S,  Ω=(M ∈ D ,t>0 ) –
циліндрична  область  у  фазовому  просторі
(x, y, z, t) з основою D при t = 0, β1 і β2 – коефі-
цієнти. Параметри, які входять у (2)...(4) нале-
жать  класу  функцій:  F (M ,t )∈ C 0 (Ω ),
Φ0 (M )∈ C1 (Ω ),φ (M ,t )∈ C0 (S ×t ≥ 0). Шуканий

розв’язок  T (M ,t )∈ C2 (Ω )∩C0(Ω ),
grad M {T (M , t )}∈ C 0 (Ω ) ; β1

2+ β2
2>0. 

У  силу  принципу  суперпозиції,  який
справедливий для лінійних задач переносу, мо-
жна  записати  інтегральне  представлення  для
T(M, t) у вигляді [2]:

T (M ,t )=∭
D

Φ0 (P )G (M , P , t , τ )|τ=0 ∙ d V p+

+a ∙∫
0

t

∬
S
{G

∂ T
∂ n p

−T
∂G
∂ n p

}|P ∈ S

∙ dτd δ p+

+∫
0

t

∭
D

1
cρ

∙ F ( P ,τ )∙ G (M ,t , P ,τ )dτd V p , К,

де  G(M, t, P, τ)  –  відповідна функція  Гріна для
даної області як розв’язок більш простої задачі
для  однорідного  рівняння  (2)  з  однорідними
граничними умовами того ж виду,  що й (4),  а
саме

∂G
∂ t

=a ∙ ∆M G (M ,t , P ,τ ) , M ∈ D ,t>τ ; (5)

G (M ,t , P ,τ )|t=τ =δ (M , P ) , (M , P )∈ D ; (6)

β1 ∙
∂G (M ,t , P ,τ )

∂n
+ β 2 ∙G (M ,t , P ,τ )=0 ,

M ∈ S ,t>0 , (7)

Тут δ(M, P) – дельта функція П.Дірака. Якщо
область  D обмежена, тоді функція Гріна G  має
вигляд

 

G (M ,t , P ,τ )=G (M ,t − τ , P )=

=∑
n=1

∞ ψn (M ) ∙ψn ( P)

‖ψn‖
2 ×exp [−(√a γn )

2( t − τ )] , (8)

де ψn(M) та γn – власні функції й власні значення
відповідної для (2)...(4) однорідної задачі

 

{ ∆ ψ (M )+γ2 ∙ψ (M )=0 , M ∈ D ,

β1 ∙
∂ ψ (M )

∂ n
+ β 2 ∙ψ (M )=0 ,M ∈ S ;

(9)

‖ψn‖
2
 – квадрат норми власних функцій, а саме

‖ψn‖
2=∭

D

ψn
2 (M )d V M ; (10)

 ∆ - оператор Лапласа.
Усякий випадок знаходження функції  Гріна

відповідної  граничної  задачі  для  тієї  чи  іншої
області доволі важливий. Він утримує великий
обсяг інформації та дозволяє виписувати велику
кількість аналітичних розв’язків у вигляді інте-
грального співвідношення (5) у залежності  від
неоднорідності  у  (2)-(4).  Аналітичні  розв’язки
граничних  задач  (2)-(4)  показують,  що  швид-
кість розповсюдження теплоти у середовищах,
які вивчаються, є нескінченною за величиною.
Не дивлячись на  деякі  парадокси при викори-
станні модельних уявлень (2)-(4) [3], останнє не
обмежує область застосування граничних задач
(2)-(4) як предмет практично неосяжного числа
досліджень.  Останні  охоплюють  усе  нові
змістовні математичні об’єкти й все більше чи-
сло найрізноманітніших прикладних задач [2,5],
враховуючи розроблені аналітичні методи, котрі
дають точні аналітичні розв’язки задач (2)-(4) у
вигляді (5). Розглянемо далі наявні гіперболічні
моделі теплопровідності.

У останні десятиліття XXI століття у зв’язку
з  вивченням високоінтенсивних та інших про-
цесів зростає інтерес до гіперболічних моделей
нестаціонарної  теплопровідності  на  основі
узагальненого  закону  Максвелла-Каттанео-
Ликова [4]:

q⃗ (M ,t )=− λ grad {T (M ,t ) }−τ r

∂ q⃗ (M ,t )
∂ t

,

Вт/м2, (11)

де  τr –  час  релаксації  теплового  потоку,  с,
пов’язаний  зі  швидкістю  розповсюдження  те-
плоти.

Цей  закон  враховує  скінченну  швидкість
розповсюдження теплоти.  Співвідношення (11)
має простий фізичний зміст: при виникненні у
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середовищі  градієнта  температури  необхідний
деякий час для встановлення теплового потоку, а
також тепловий потік не може зникнути миттє-
во,  а  затухає  за  час  релаксації.  Аналізуючи
узагальнену задачу теплопровідності для напів-
простору, граничне значення температури котро-
го  змінюється  у  початковий  момент  часу  на
деяку величину, залишаючись у подальшому по-
стійним,  О. В. Ликов  дав  обґрунтування  фізи-
чного  змісту  скінченної   швидкості  розпо-
всюдження теплоти, яка є похідною за часом від
глибини проникнення теплоти. Вирази (1) та (2)
приводять до рівняння переносу гіперболічного
типу:

∂T (M ,t )
∂ t

=a ∙ ∆ T (M ,t )− τ r

∂2 T (M ,t )
∂ t

2
+

+
τ r

c ∙ ρ [∂ F (M ,t )
∂ t

+ 1
τr

F (M ,t )] , К/с,

M ∈ D , t>0 (12)

й відповідним граничним задачам теплопровід-
ності  для  рівняння  (12)  узагальненого  виду.
Узагальнені задачі переносу суттєво відрізняю-
ться  від  класичних  (2)-(4),  оскільки  є  більш
складними  при  знаходженні  аналітичних
розв’язків  цих  задач.  Тому  маємо  на  сьогодні
доволі  незначні  успіхи  у  знаходженні  точних
аналітичних розв’язків граничних задач для рі-
вняння (12).

Знайдені  розв’язки  у  багатьох  випадках
мають неточності,  як у самих функціональних
конструкціях цих розв’язків, так і у вихідній по-
становці задачі.  Для рівняння (12) частіше ви-
користовуються класичні граничні умови (4), а
не інтегральна (чи диференціальна) форма запи-
су  цих  умов,  що  випливає  із  узагальненого
закону (11). На необхідність виконання відповід-
ності граничних умов для рівняння (12) закону
(11) звертали увагу автори [5, 6], але низка пи-
тань залишилась ще відкритою. Саме ці питання
розглянемо нижче.

Співвідношення (11) для точок M ∈ S запи-
суємо у вигляді:

[n⃗× q⃗ (M , t) ]=− λ
∂T (M ,t )

∂ n⃗
−

−τr
∂ [n⃗× q⃗ (M ,t ) ]

∂ t
, Вт/(м2),

t > 0. (13)

Приймаючи  до  уваги,  що  тепловий  потік
через  граничну  поверхню  S області D,  у  від-
повідності  з  законом  Ньютона  [2],
пропорційний  різниці  температур  поверхні  й
зовнішнього середовища, матимемо:

[ n⃗×q⃗ (M ,t )]=α∙ [T (M , t )− φ(M ,t )] , Вт/м2,

M ∈ S ,t>0 , (14)

де  α – коефіцієнт тепловіддачі, Вт/(м2 К).
Виражаємо  з  (14)  величину  [ n⃗×q⃗ (M ,t )]

через  температуру,  враховуючи,  що  у  поча-
тковий  момент  часу  n⃗× q⃗ (M ,t )|t=0=0,  M ∈ S .
Маємо

[ n⃗×q⃗ (M ,t )]=− λ
τ r

∙∫
0

t ∂T (M ,t )
∂ n

×

×exp{−t − τ
τ r

}d τ , Вт/м2,

M ∈ S ,t>0. (15)

Тоді  з  (14)  й  (15)  приходимо  до  інтегральної
форми запису граничних умов третього роду (на-
грівання чи охолодження середовищем):

1
τ r
∫
0

t ∂T (M ,t )
∂ n

∙exp[−t − τ
τ r

]d τ=

=− h [T (M ,t )−φ (M ,t ) ] ,

M ∈ S ,t>0 , (16)

де h = α/λ, м – 1.
При 1 / h → 0 або α → ∞ з рівняння (16) ви-

пливає  гранична  умова  першого  роду
(температурний нагрів чи охолодження):

T (M ,t )=φ(M , t ) , К,

M ∈ S ,t>0. (17)

У  випадку  граничної  умови другого  роду
(температурний нагрів чи охолодження):

[ n⃗×q⃗ (M ,t )]=φ(M , t ) , К,

M ∈ S ,t>0. (18)

З рівнянь (18) і (15) знаходимо інтегральну
форму запису граничної умови другого роду:

8
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1
τ r
∫
0

t ∂T (M ,t )
∂ n

∙exp[−t − τ
τ r

]d τ=

=− 1
λ

φ(M ,t ), м·К/Вт,

M ∈ S ,t>0. (19)

При  розгляді  конкретних задач  у  ряді  ви-
падків  інтегральну  форму  запису  граничних
умов другого чи третього роду доцільно пере-
вести  у  диференціальну,  еквівалентну  інте-
гральній.  Однак  тут  слід  проявляти  обереж-
ність,  оскільки  формальне  диференціювання
співвідношень (16) й (19) (по змінній t) може
призвести до умови, не еквівалентної вихідній
(інтегральній),  наприклад,  коли
φ (M ,t )=φ0=const .  У  даному  випадку  такий
перехід слід проводити застосовуючи, що зліва
у  (17)  та  (20)  записані  вирази  типу  згортки.
Знаходимо диференціальну форму запису:

• граничні умови третього роду

∂T (M ,t )
∂ n

=

=− h(1+τ r ∙
∂
∂ t)[T (M ,t )−φ (M ,t ) ] , К/м,

M ∈ S ,t>0 ; (20)

• граничні умови другого роду

∂T (M ,t )
∂ n

=− 1
λ (1+τ r ∙

∂
∂ t )φ (M ,t ) ,

M ∈ S ,t>0. (21)

Таким чином, гіперболічна модель переносу
передбачає:

• рівняння  нестаціонарної  теплопровідності
(12);

• початкові умови

∂T (M ,t )
∂ n

=− 1
λ (1+τ r ∙

∂
∂ t )φ (M ,t ) , К/м,

M ∈ D=D+S ; (22)

• одну  з  трьох  граничних  умов:  першого
роду (17), другого роду (19), третього роду
(16).

Фізично другу початкову умову у (22) мож-
на  пояснити  наступним  чином.  У  області  D
змінної M  початкова  швидкість  зміни

температури  відносно  часу  повинна  дорівню-
вати нулю, оскільки з (11) випливає, що теплова
хвиля  розповсюджується  в  область D  через
скінченний проміжок часу.

Мета роботи  полягає в обґрунтуванні інте-
гральних  співвідношень  задля  аналітичних
розв’язків гіперболічних моделей теплопровід-
ності  узагальненого  типу  на  основі  закону
Максвелла-Каттанео-Ликова, а також граничних
умов для задач нестаціонарної теплопровідності
у відповідності зі вказаним законом.

Виклад основного змісту дослідження.
 1.  Метод функцій Гріна для граничних задач
теплопровідності гіперболічного типу.

Розглянемо  далі  метод  функцій  Гріна  для
граничних  задач  нестаціонарної  теплопровід-
ності  гіперболічного типу.  Рівняння (12) запи-
шемо у наступному виді:

∂T (M ,t )
∂ t

=a ∙ ∆ T (M ,t )− τ r

∂2 T (M ,t )
∂ t2

+

+θ (M ,t ) , К/с, M ∈ D , t>0. (23)

де, θ (M ,t ) – відома функція, К/с.
Функція  Гріна  G (M ,t , P ,τ ) за  змінними

(M ,t ) задовольняє умовам:

∂G
∂ t

=a ∙ ∆M G (M ,t , P ,τ )− τ r

∂2G (M ,t )
∂ t2

,

M ∈ D , t>τ . (24)

G (M ,t , P ,τ )|t=τ =0 ,( M , P )∈ D ; (25)

∂ G (M ,t , P ,τ )
∂ t |

t= τ

=

= 1
τ r

δ (M , P ) , (M , P )∈ D . (26)

а за змінними (P ,τ ):

∂G
∂ t

=a ∙ ∆M G (M ,t , P ,τ )− τ r

∂2G (M ,t )
∂ t2

,

M ∈ D , t>τ . (27)

G (M ,t , P ,τ )|t=τ =0 ,( M , P )∈ D ; (28)

∂ G (M ,t , P ,τ )
∂ t |

t= τ

=

9
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= 1
τ r

δ (M , P ) , (M , P )∈ D . (29)

Співвідношення  (25)-(30)  мають  важливе
значення для подальших міркувань. Розглянемо
рівність:

∂ y
∂ x

[T (P , τ )G (M ,t , P ,τ )]=G ∂T
∂ τ

+T ∂G
∂ τ

=

=a [G ∆T −T ∆ p G ]+τr[T ∂2 G

∂ τ 2
− G ∂2 T

∂ τ2 ]+
+θ (M ,t ) ∙G (M ,t , P , τ ) . (30)

Рівність (30) проінтегруємо поP∈ D i пере-
творимо далі,  використовуючи формулу Гріна
для оператора Лапласа [2]. Матимемо:

∭
D

∂
∂τ

[TG ] d V p=

=− a∬
S
(T ∂ G

∂n p

−G ∂T
∂n p

)
P ∈ S

d δ p+

+∭
D

∂
∂τ

[TG ] d V p+

+∭
D

θ ( P , τ ) ∙G (M ,t , P ,τ )d V p (31)

Співвідношення  (31)  є  справедливим  для  всіх
τ <  1 і, відповідно, його можна проінтегрувати
по  τ  для 0 <  τ < 1,  де ε  > 0  – мала величина
(нескінченно мала, (0<ε≪ 1 ) . Матимемо:

∫
0

t −ε

∭
D

∂
∂ τ

[TG ] d V p −

− ∫
0

t −ε

∭
D

∂
∂ τ (T

∂ G
∂ τ

−G
∂T
∂ τ )dτd V p=

− a∫
0

t −ε

∬
S
(T

∂G
∂ n p

−G
∂ T
∂ n p

)
P ∈ S

dτd δ p+

+∫
0

t −ε

∭
D

θ ( P , τ ) ∙G (M ,t , P ,τ )d V p. (32)

При  0 < τ < 1 – ε підінтегральні функції зліва у
(32)  достатньо  регулярні,  оскільки  усунута
особливість функції G(M, t, P,  τ)  у точці  M = P
при τ = t. Змінюємо порядок інтегрування зліва
й обчислюємо інтеграли (по  τ, використовуючи

(28),  (29).  Переходячи  до  межі  при  ε →0,  із
урахуванням співвідношення   
              

∭
D

T ( P , τ ) ∙δ ( P ,M )d V p=T (M ,t ),

знаходимо остаточне інтегральне представлення
для  аналітичних  розв’язків  через  функцію
впливу:

∆ T (M ,t )=∭
D

{T (P ,0 )

− τ r
∂G (M , t ,P , τ )

∂ τ ]
τ

=0+

+τ r ∙[ ∂T (P , τ )
∂ τ

∙G (M ,t ,P , τ )]
τ=0

}dV p−

−a ∙∫
0

t

∬
s
[T (P , τ )∙ ∂G (M, t , P , τ )

∂np

−

−G (M , t ,P , τ ) ∙ ∂ (P , τ )
∂np ]P∈ S

d τdV p+

+∫
0

t

∭
D

θ (P , τ ) ∙G (M , t , P , τ )dτdV p .

ΔT (M , t)=∭
D

{T (P ,0)[G (M , t , P , τ )
 

 

−

−τ r⋅
∂G (M ,t ,P , τ )

∂ τ ]|
τ=0

+

+ τ r⋅[∂T (P , τ )
∂ τ

⋅G (M , t , P , τ )]
τ=0

}d V p−

−a⋅∫
0

t

∬
s
[T (P , τ )⋅∂G (M , t , P , τ )

∂ np

−

−G (M , t ,P , τ ) ∙ ∂ (P , τ )
∂np ]P∈ S

d τdV p+

=∫
0

t

∭
D

θ (P , τ )⋅G (M , t , P , τ )dτ dV p. (33)

Функція Гріна G(M, t, P, τ) у  інтегральному
співвідношенні  (33)  за  змінними (M, t)
задовольняє  рівнянню  (24)  з  початковими
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умовами (25), (26) й граничній умові виду:

[γ1 ∙G (M ,t , P , τ )+γ2 ∙ G (M , t , P , τ ) ]M ∈ S=0

t > τ. (34)

де y1 = 0, y2 = 1 у випадку першої граничної зада-
чі; y1 = 1, y2 = 0, у випадку другої граничної зада-
чі;  γ1 = 1,  γ2 = h·(1 + τr·(∂/∂t)) у  випадку третьої
граничної  задачі;  за  змінними  (P,  τ)  функція
G(M, t, P, τ) задовольняє рівнянню (27) з поча-
тковими умовами (28),  (29)  й  граничній  умові
виду:

[γ1 ∙
∂G (M , t , P , τ )

∂ n p

+γ 2 ∙ G ( M ,t , P , τ )]
P∈ S

=0

t < τ. (35)

де γ1=0 , γ2=1 у випадку першої граничної зада-
чі;  γ1=1 ,γ2=0 у випадку другої граничної зада-
чі;  γ=0,  γ2 = h·(1 – τr·(∂/∂t)) у  випадку  третьої
граничної задачі. Наприклад, у випадку першої
граничної задачі (у (10) β2  = 1, β1  = 0) чи другої
граничної задачі (у (10)  β1 = 1, β2  = 0) функція
Гріна G (M ,t , P ,τ )=G (M ,t − τ , P ) має вид:

G (M ,t −τ , P )=

=∑
n=1

∞ ψn (M ) ∙ψ n( P)

‖ψn‖
2
∙√(√a τ r ∙ γn)

2
− 1

4

×

×sin{√(√a τr ∙γn)
2
− 1

4
∙ ( t− τ )}×

×exp[ −1
2 τ r

∙ ( t − τ )], (36)

де  ψn (M ) та γn
2 – власні функції та власні значе-

ння спектральної задачі (10), (11) відповідно до
граничних  умов  першого  та  другого  роду.  За-
значимо,  що  результат  (37)  у  науковій  літе-
ратурі,  мабуть,  вперше отриманий Е.М. Карта-
шовим [6].

2.  Наочний  приклад  для  нескінченної
області.

Як  ілюстрації  розвинутого  підходу  роз-
глянемо  область  Ω=( x≥ l , t ≥ 0).  Цей  випадок
найбільш часто зустрічається  в  різноманітних
прикладних  задачах  [3,  5] й  вимагає  низки
уточнень. Для рівняння:

∂T (x , t )
∂ t

=a
∂2 T

∂ x2 − τ r
∂2 T

∂t2 , ( x , t )∈ Ω , К/с, (37)

з початковими умовами

T ( x , t)|t=0=T 0 ,
∂ T ( x , t )

∂ t |
t =0

=0 , x ≥ l , К/с, (38)

• гранична  умова  першого  роду
(температурне нагрівання чи охолодження)
записується у вигляді

T ( x , t)|x=l=φ1( t ) , t>0 , К; (39)

• гранична умова третього роду (нагрівання
середовищем)

1
τ r

∙∫
0

t ∂ T (x , τ )
∂ x |

x=l

∙ exp[− ( t − τ )
τ r

]dτ=

=− 1
λ

φ2 ( t ) , t>0 , К/м; (40)

 
• або  гранична  умова  третього  роду  (на-

грівання середовищем):

1
τ r

∙∫
0

t ∂T (x , τ )
∂ x |

x=l

∙ exp[− ( t − τ )
τ r

]dτ=

=h[ T ( x , t )|x=l −φ3 ( t )] , t>0 , К/м. (41)

В усіх трьох випадках має бути:

|T ( x , t)|<∞ , x≥ l , м ,t ≥ 0. (42)

Запишемо  точні  аналітичні  розв’язки
наведених  граничних  задач  (37)-(42),  викори-
стовуючи безрозмірні змінні, як це прийнято у
різного роду прикладних задачах:

z= x −l

√a τr

;τ= t
τ r

; Bi=h ∙√a τ r ;

W (z , τ )=
T (x , t )−T 0

T c− T o

;

{φi (τ )=
φi (t )− T o

T c− T o

;φ2(τ )= √a τ r φ2 (t )
λ (T c− T o)

i=(1 ;3) ;

, (43)

де Tc > To,  К –  обрана  одиниця  масштабу;
Tc – температура навколишнього середовища, К.
З використанням інтегрального співвідношення
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(33) маємо

W (z , τ )=∫
0

τ

φi (τ
')×

×[ β1(1+ ∂
∂ τ ' )G ( z , τ − τ ' , z' )+

+ β 2

∂ G ( z , τ− τ ' , z ' )
∂ z ' ]

z '=0
d τ ' , (43)

де  β1 =  0,  β2  =  1 для  першої  граничної  задачі
i = 1; β1 = 1, β2  =  0 для другої граничної задачі
i =  2;  β1 =  Bi* (число Біо),  β2  =  0 для третьої
граничної задачі i = 3. У залежностях (41) і (42)
досліджуємо  окремо  випадок,  коли
φi(t) = φ(0) = const (i - 1, 2, 3).

Граничну  умову  (16)  для  функції  W (z , τ )
можна записати у вигляді:

∫
0

τ ∂W ( z , τ ')
∂ z

=exp [− (τ − τ ) ]dτ=

=Bi [W ( z ,τ )|z=0 −φ0 ∙ η (τ )] , τ>0.

Переходимо до  диференціальної  форми  (21).
Маємо

∂ W (z ,τ )
∂ z |

z=0

=Bi(1+ ∂
∂τ )×

×[W ( z ,τ )|z=0 −−φ0 ∙η (τ ) ] , τ>0.

Після перетворень остаточно маємо

∂ W (z ,τ )
∂ z |

z=0

=Bi(1+ ∂
∂τ )W (z , τ )|z=0 −

− Bi [1+δ (τ ) ]φ0 ,   τ > 0. (45)

Тут η ( τ ) – функція Хевісайда

η (τ )={1 , τ>0 ,
0 , τ<0 ;

d
dτ

[η ( τ ) ]=δ (τ ) .

За  допомогою аналогічних  міркувань
знаходимо  для  граничних  умов  другого  роду
(теплове нагрівання):

∂ W (z ,τ )
∂ z |

z=0

=− [1+δ ( τ ) ]φ0 ,     τ > 0. (46)

Зрозуміло,  до  співвідношень  (45)  і  (46)
приводить також й операційний метод. Грани-
чні  умови  першого  роду  зберігають  свою
форму для даного випадку, а саме

∂ W (z ,τ )
∂ z |

z=0

=φ0
,       τ > 0. (47)

Для  граничних  умов  (45)-(47)  інтегральна
форма розв’язку задачі, яка випливає з (44), має
вид:

∂W (z , τ )
φ0

= β1 G ( z ,τ , z ')|z '=0+    

+∫
0

τ

[β 2 G ( z ,τ − τ ' , z' )+

+ β 3

∂ G ( z ,τ − τ ' , z ' )
∂ z ' ]

z'=0
dτ ' (48)

де β1 = 0, β2 = 0, β3 = 1 - для граничних умов (47);
β1 = 1, β2  = 1, β3 = 0 - для граничних умов (46); 
β1 = β2 = Bi, β3 = 0 - для граничних умов (45).

Функція Гріна G (z , τ − τ ' , z ' ), яка входить у
(44) та (48) задовольняє рівнянню

∂G
∂ τ

=a ∙
∂2 G

∂ z2 −
∂2 G

∂ τ 2 , z>0 , τ > τ ' . (49)

Початкові умови:

G|τ= τ '=0 ,
∂G
∂ τ |

τ= τ '

=δ (z − z ' ) , ( z , z ' )>0 , (50)

Граничні умови приймаються одні з таких:
• першого роду - 

G ( z , τ− τ ' , z ' )|z=0=0 , τ>τ ' . (51)

• другого роду - 

∂ G ( z , τ− τ ' , z ' )
∂ z |

z=0
=0 , τ> τ ' . (52)

• третього роду - 

∂ G ( z , τ− τ ' , z' )
∂ z |

z=0
=

Bi(1+ ∂
∂τ )G (z , τ − τ ' , z ' ) , τ>τ ' . (53)
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При цьому

|G ( z , τ− τ ' , z' )|<∞ , z ≥ 0 ,τ ≥ τ ' . (54)

У просторі зображень за Лапласом:

G (z , p , z' )=∫
0

∞

exp(− p , t ' ) ∙ G ( z , t ' , z ' ) dt ' ,          

 t '=τ − τ ' .

Функція Гріна як  розв’язок задач (49)-(54)
має вигляд:

G (z , p , z' )= 1

2√b( p )
×

×{α1∙ exp[− ( z − z ' ) ∙ √b( p )]+

+α2∙ exp [− ( z+z ' )∙ √b ( p)]}, (55)

Де залежно від прийнятих граничних умов:
• b ( p)= p2+ p; α1=1 , α2=−1 для умови (51);
• α1=1 ,α2=1 для умови (52); 

• α1=1 ,α2=
√ p− Bi√p+1

√ p+ Bi√ p+1
 – для умови (53).

Тепер можна виписати аналітичні розв’язки
усіх граничних задач (37)-(42)  у вигляді  інте-
грального співвідношення (44). Для зменшення
громіздкості в запису оригіналів розв’язків до-
статньо  розглянути  випадки  (45)-(47).  Адже
загальний  випадок  φi(τ) ≠ const виписується
аналогічно, якщо використати наступний при-
йом. Маючи зображення (55) для функцій Гріна
в усіх трьох перейдемо у (48) у простір зобра-
жень. Це дає для всіх трьох розв’язків

W ( z ,τ )
φ0

= f ( p ) ∙exp (− z√ p2+ p) ,. (56)

де

f ( p )=

={
1
p

− гранична умова (47)

√1+ p
p3/2 − гранична умова (46)

Bi √ p+1

p∙ {Bi √ p+1+√ p}
− гранична умова (45)

У просторі оригіналів знаходимо:

W
( z ,τ )

φ0

={ f (τ − z ) ∙ exp(− z
2)

 

 

+

+ z
2∫z

τ

f (τ − τ ' ) ∙ exp(− τ '

2 )×

×
I1[ 1

2 √ (τ ' )2
− z 2]

√(τ ' )2
− z2

d τ '}×

× η(τ − z ) , (54)

де  I1(q)  –  функція  Бесселя  першого  роду  від
дійсного аргументу q; f – функція  

f (τ )={
1 у випадку (47),

∫
0

τ

[exp (− τ ' )
√πτ '

+Φ (√ τ ' )]×
× dτ '

√π (τ −τ ' )
у випадку (46),

1−γ3 ∙ exp(− γ2 τ )−

− γ1∫
0

τ

[ 1

√ π τ '
+

+√γ3exp (γ3τ ' )Φ (√γ3 τ ')
 
 ]×

×
exp (− τ ' )

√π (τ −τ ' )
dτ ' у випадку (45);

γ1….γ3 – параметри:

γ1=
(1− γ3)

Bi
,γ2=(1−γ3) ,γ3={1−(Bi )2 }−1

. 

Особливістю аналітичних  розв’язків  (57),
(58),  зазначених  у  ранній  роботі  [3],  є  хви-
льовий характер процесу теплопровідності, ко-
трий  виражається  степеневою  функцією
η(τ – z).  У  будь-який  момент  часу  τ > 0  існує
незбурена  область z > τ  й  область  теплового
сліду  z < τ.  Іншими словами, у точках області
z > 0,  які  знаходяться  на  відстані  від  границі
z = 0  більше,  ніж  на  τ,  зміни  температури  не
відбувається. На поверхні фронту теплової хви-
лі,  що  розповсюджується,  має  місце  рівність
z = τ,  однак  на  фронті  температура  здійснює
стрибок.  Розрахуємо величину цього стрибка,
маючи операційний розв’язок задачі  (57).  Для
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цього використовуємо теорему запізнення [7]:

exp  ( p∙ τ0) ∙φ ( p )←{0 , τ< τ 0

φ(τ − τ 0) , τ> τ 0 ,

звідки видно, що в точці τc відбувається стрибок
функції  φ ( τ ).  Величина  цього  стрибка  роз-
раховується за формулою:

|∆|= lim
τ → τ0+0

{φ (τ − τ0)}= lim
τ → τ 0

{φ ( τ )}= lim
p →∞

{ p ∙ φ( p) }.

Для  визначення  величини  |∆| в операційному
розв’язку  (57)  необхідно  виділити  складову
exp  (− zp). При цьому для  |p|≫1 справедливе
співвідношення

exp (− z √ p2+ p)=exp[− zp(1+ 1
p)

1
2]≈

≈ exp(− z /2 )∙ exp (− zp ).

Звідси знаходимо для всіх трьох випадків:
• у випадку (46)

|∆|= p∙[( Bi√ p+1

p ∙{Bi√ p+1+√ p })∙ exp(− z
2)]=

=Bi exp(− z
2)

• у випадку (47)

|∆|= lim
p → ∞

p ∙[√1+ p

p
3
2

∙ exp(− z
2 )]=exp(−

z
2)

• у випадку (48)

|∆|= lim
p → ∞

p ∙[ 1
p

∙ exp(− z
2 )]=exp(− z

2)

• у загальному випадку

|∆|={Bi exp(− z
2 ) у випадку (46)

exp(−
z
2 ) у випадках (47) і (48)

Висновки. Отримані  аналітичні  розв’язки
гіперболічних  моделей  нестаціонарної  тепло-
провідності показують, що в середовищі розпо-
всюджується теплова ударна хвиля зі швидкістю
vT.  При  цьому  величина  розриву  температури
швидко  спадає  з  плином  часу.  Запропоновані
інтегральні  співвідношення  дозволяють  отри-
мати  аналітичні  розв’язки  граничних  задач
нестаціонарної  теплопровідності  для  рівнянь
гіперболічного  типу.  Сформульовані  граничні
умови для гіперболічних моделей теплопровід-
ності  в  інтегральній  та  диференціальній
формах.  Розглянуті  граничні задачі  для напів-
нескінченної  області,  отримані  аналітичні
розв’язки,  проведений їх аналіз й розраховані
стрибки температури на фронті теплової хвилі.
Результати роботи у подальшому можуть бути
використані  для  вдосконалення  й  уточнення
існуючих  інженерних  методів  розрахунку
параметрів середовищ в умовах  нестаціонарної
теплопровідності  останніх.  гральній  та  дифе-
ренціальній формах. Розглянуті граничні задачі
для напівнескінченної області, отримані аналі-
тичні  розв’язки,  проведений  їх  аналіз  й  роз-
раховані стрибки температури на фронті тепло-
вої хвилі.  Результати роботи у подальшому мо-
жуть  бути  використані  для  вдосконалення  й
уточнення  існуючих  інженерних  методів  роз-
рахунку параметрів середовищ в умовах  неста-
ціонарної теплопровідності останніх.
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Использование метода интегральных соотношений для аналитических 
решений гиперболических моделей теплопроводности 
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Аннотация.  Изучение  процессов  нестационарной  теплопроводности,  расчет  параметров  сред  в  условиях
нестационарной  теплопроводности последних  -  важное  направление,  который  используется  в  прикладных  задачах
тепломассообмена. При решении математической модели при различных граничных условиях существует проблема
достоверности численных расчетов, поэтому есть необходимость в решении математической модели аналитическим
методом. Например, математическая модель процессов тепломассообмена в аккумуляторе теплоты при его зарядке и
разрядке решается аналитически методом функции Грина, аналогично решается математическая модель процессов
нагрева теплоносителя в солнечных коллекторах. Конкретное определение функции Грина соответствует конкретной
задачи  математической  физики.  Предложено  развитие  метода  функций  Грина  для  решения  граничных  задач
нестационарной  теплопроводности  обобщенного  типа  на  основе  закона  Максвелла-Каттанео-Лыкова.
Сформулированы граничные условия в соответствии с указанным законом. При рассмотрении конкретных задач в ряде
случаев  интегральную  форму  записи  граничных  условий  второго  или  третьего  рода  целесообразно  перевести  в
дифференциальную,  эквивалентную  интегральной.  Предложенные  интегральные  соотношения  для  аналитических
решений граничных задач нестационарной теплопроводности для уравнений гиперболического типа. Сформулированы
граничные  условия  для  гиперболических  моделей  теплопроводности  в  интегральной  и  дифференциальной  формах.
Рассмотрены граничные задачи для полубесконечной области, получены аналитические решения, проведенный их анализ
и  рассчитаны  скачки  температуры  на  фронте  тепловой  волны.  Рассмотрены  иллюстративные  задачи  для
полубесконечной области и описаны область теплового следа и невозмущенная область.

Ключевые  слова:  математическая  модель  теплопроводности,  нестационарная
теплопроводность,  интегральные  соотношения,  аналитические  решения  математической
модели  теплопроводности,  гиперболическая  модель,  теплопроводность,  закон  Максвелла-
Каттанео-Лыкова.
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Abstract.  The  study  of  the  processes  of  unsteady  heat  conduction,  the  calculation  of  the  parameters  of  media  under
conditions of unsteady heat conduction of the latter is an important direction, which is used in applied problems of heat and
mass transfer. When solving a mathematical model under various boundary conditions, there is a problem of the reliability
of numerical calculations, therefore there is a need to solve the mathematical model by an analytical method. For example, a
mathematical model of heat and mass transfer processes in a heat accumulator during its charging and discharging is
solved analytically by the Green's function method, similarly, a mathematical model of heat carrier heating processes in
solar collectors is solved. The specific definition of the Green's function corresponds to a specific problem in mathematical
physics. Green's function contains complete information about the studied equation, and with its help one can construct a
solution for any inhomogeneity. The development of the method of Green's functions for solving boundary value problems of
unsteady heat conduction of generalized type on the basis of the Maxwell-Cattaneo-Lykov law is proposed. On the basis of
the  introduced  Green's  function  of  the  differential  equation,  the  Green's  function  of  the  boundary  value  problem  is
determined. Green's function of a boundary value problem is considered as an element of the set of Green's functions of an
equation  or  a  system  of  equations.  Boundary  conditions  are  formulated  in  accordance  with  the  specified  law.  When
considering specific  problems,  in  a number of  cases,  it  is  expedient  to  transfer  the integral  form of  writing boundary
conditions of the second or third kind into a differential form equivalent to the integral one. The proposed integral relations
for analytical solutions of boundary value problems of unsteady heat conduction for equations of hyperbolic type. Necessary
and sufficient conditions for the existence and uniqueness of the Green's function of the boundary value problem are given
and its analytical representation is given in terms of the fundamental system of solutions and boundary conditions. Boundary
conditions are formulated for hyperbolic models of  heat conduction in integral and differential forms.  Boundary value
problems for a semi-infinite region are considered,  analytical solutions are obtained,  their analysis is carried out,  and
temperature jumps at the heat wave front are calculated. Illustrative problems for a semi-infinite region are considered, and
the heat wake region and the unperturbed region are described.

Keywords: mathematical model of thermal conductivity, non-stationary thermal conductivity, integral
relations, analytical solutions of the mathematical model of thermal conductivity, hyperbolic model,
thermal conductivity, Maxwell-Cattane-Lykov's law.
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Анотація.  Хоча  природна  вентиляція  має  низьку  ефективність  і  стабільність,  її  моделювання  залишається
актуальним на сьогодні. По-перше, більшість успадкованого житлового фонду має природну вентиляцію. По-друге,
виробничі приміщення з потужними тепловиділеннями проєктуються саме з використанням природної вентиляції
– аерації.  Адже  повітрообмін  у  них  є  занадто  великим  для  забезпечення  його  механічними  системами.  А
утилізувати  теплоту  витяжного  повітря  недоцільно  через  відсутність  поруч  споживачів  низькопотенційної
теплоти.  Раніше  при  розрахунку  аерації  використовувалися  лише  значення  коефіцієнта  витрати  отворів  у
автомодельній  області  при  розрахункових  параметрах  внутрішнього  і  зовнішнього  повітря.  Сучасні  підходи
вимагають  моделювати  повітрообмін  при  змінних  внутрішніх  і  зовнішніх  умовах,  за  яких  повітрообмін  може
набувати як завгодно малі значення. При цьому режим роботи отворів виходить за межі автомодельної області.
Найбільш універсальним є графік Альтшуля. Комп’ютерний розрахунок не може базуватися на графічних даних і
вимагає математичного опису. Однак, Альтшуль надав лише окрему формулу, що описує досить вузький діапазон. У
даній  роботі  запропоновано апроксимацію експериментальних  даних.  Області,  для  яких  експериментальні  дані
відсутні,  заповнено  на  базі  висловлених  у  даній  роботі  припущень.  Результати  дозволяють  виконувати
моделювання природного повітрообміну у максимально широких діапазонах зовнішніх факторів.

Ключові слова: природний повітрообмін, аерація, коефіцієнт витрати, коефіцієнт швидкості,
витікання з отворів, графік Альтшуля

Вступ. На  сьогодні  проблема  неякісного
повітряного  середовища  постає  особливо
гостро.  Через енергетичну бідність люди не в
змозі сплачувати комунальні послуги. Виконан-
ня  енергоефективної  вентиляції  неможливе
через фінансову неспроможність мешканців.

Оскільки у спадок нам дісталися будинки з
природною  вентиляцією,  мешканці  викори-
стовують  саме  природний  повітрообмін.  Цей
повітрообмін  характеризується  дуже  низькою
ефективністю [1]. Крім цього, оскільки спону-
ки природного повітрообміну – природний і ві-
тровий тиск – сильно змінюються навіть протя-
гом  доби,  то  такий  повітрообмін  є  не-
стабільним.  Постає  задача  його  моделювання
для  перевірки  унеможливлення  синдрому
хворого будинку.

Іншою  задачею,  пов’язаною  з  природним
повітрообміном,  є  аерація  промислових  цехів
[2] з великими теплонадлишками. Зазвичай, та-
кі цехи вимагають занадто великого повітрооб-
міну  для  забезпечення  його  механічними  си-

стемами. Поруч практично завжди немає поту-
жних  споживачів  теплоти,  що  унеможливлює
утилізацію її з витяжного повітря. Тому аерація
залишається єдиним на сьогодні рішенням. При
реконструкції  таких цехів  теж виникає  задача
моделювання  фактичного  повітрообміну
(зворотна задача) [2]. Особливі проблеми вини-
кають  при  значному  зменшенні  обсягу  ви-
робництва  через  змінні  ринкові  умови.  При
цьому тепловиділення,  а значить, і  повітрооб-
мін, теж можуть зменшитися. Слід перевіряти
можливість  критичного  зниження  повітрооб-
міну з погіршенням умов праці.

Зазвичай, аерація проєктується на розраху-
нковий  режим  [2]  у  автомодельній  області
роботи  отворів.  Природна  вентиляція  у
квартирах  розраховувалася  без  урахування
роботи припливних отворів. А при моделюван-
ні  повітрообміну  у  змінних  умовах  витрата
повітря  в  отворах  може  необмежено  знижу-
ватися  з  виходом  за  межі  області  авто-
модельності.  Тому  постає  задача  визначення
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залежностей, що описують витікання повітря з
отворів при різних числах Рейнольдса.

Останні дослідження та публікації. Виті-
кання  повітря  з  отворів  досліджувалася в
середині XX століття. Відомий [3] графік Альт-
шуля (рис. 1) описує швидкість, витрату і  під-
тиснення потоку в межах числа Рейнольдса

Reo = de (2 Δp / ρ)1/2 / ν = 13...102000, (1)

де  de = 4 A / Π – еквівалентний діаметр отвору,
м, Δp – перепад тиску в отворі, Па; ρ – густина
повітря в отворі, кг/м3; A – площа отвору, м2, Π
– периметр отвору, м.

Основні залежності, що описують витікан-
ня повітря з отворів [3]:
• витрата

G = μ A (2 ρ Δp)1/2, кг/с; (2)

L = μ A (2 Δp / ρ)1/2, м3/с; (3)

• швидкість

v = φ (2 Δp / ρ)1/2, м/с; (4)

• площа найбільш вузького перерізу потоку

Ao = ε A, м2, (5)

де μ – коефіцієнт витрати; φ – коефіцієнт швид-

кості; ε – коефіцієнт стиснення:

μ = ε φ. (6)

Слід зауважити, що в ті часи, коли рис. 1 бу-
дувався,  не  було  швидких  комп’ютерів.  Тому
якісні апроксимації складних кривих вимагали
значних затрат  праці.  Криві  часто  будувалися
не за методом найменших квадратів, а від руки
за допомогою лекал.

Якщо уважно переглянути графік, то можна
помітити  суттєве  відхилення  експерименти-
льних точок від кривої при  Re = 13...22 (поз. 1
на рис. 1). Причиною цього є проблема плавно-
го  спряження кривих.  Без використання суча-
сних методів апроксимації це виконати практи-
чно неможливо.

Таким чином,  моделювання повітрообміну
вимагає  якісних  апроксимацій  даних  графіка
Альтшуля.  Сучасна комп’ютерна техніка,  про-
грамне забезпечення та математичні методи до-
зволяють ефективно вирішувати подібні задачі
навіть за достатньої складності графіків. Серед
цих методів слід відзначити:

• метод  найменших  квадратів,  що  дозволяє
мінімізувати  дисперсію  неадекватності
математичного опису [4];

• сплайн-інтерполяцію  ,  спроможну  опи-
сувати  дуже  складні  залежності  набором
простих  формул  для  різних  діапазонів
області визначення функції.

Рис. 1. Графік Альтшуля (скан-копія з [3])
залежності коефіцієнтів витрати μ, швидкості φ та стиснення ε від числа Рейнольдса Reo:

1 – ламінарний режим руху, лінійна зміна коефіцієнтів, спостерігається суттєве недооцінювання дослідних даних;

2 – відсутні дослідні дані коефіцієнта швидкості φ, а для побудови кривої φ(Reo) потрібні додаткові припущення
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Формулювання цілей статті. Метою робо-
ти  є  апроксимація  складних  залежностей  на
графіку Альтшуля для задач моделювання при-
родного повітрообміну.

Основна частина. Спочатку проаналізуємо
експериментальні  дані  на  рис.  1.  Як  бачимо,
точки в межах чисел Рейнольдса до 22,2 відхи-
ляються від прямої в межах похибки дослідів.
Далі характер розташування точок коефіцієнта
витрати  раптово змінюється.  Це  свідчить  про
кризові явища.

Можливо  припустити,  що  при  значеннях
числа Рейнольдса біля 22 відбувається перехід
від ламінарного до турбулентного режиму. При
цьому  гладкість  кривих  може  порушитися
аналогічно графіку Нікурадзе для труб.

Намагання  зберегти  гладкість  скоріше  за
все  і  призвели до потреби зсунути лінію від-
носно експериментальних точок. В умовах роз-
рахункового  повітрообміну  приміщень  це
несуттєво, оскільки число Рейнольдса зазвичай
має порядок не нижче 10000.  А при моделю-
ванні повітрообміну в довільних умовах може
виникнути  груба  помилка.  Порушення  глад-
кості  залишає  більше  свободи  для  побудови
кривих.

При  побудові  коефіцієнта  витрати  постає
проблема відсутності експериментальних точок
при  числах  Рейнольдса  Reo = 22,2...393.  Тому
для побудови у відповідній області прийдеться
приймати додаткові припущення.

Одним з таких припущень може бути пла-
вність  зміни  коефіцієнта  стиснення  ε  без
особливих  точок  (екстремумів,  перегинів)  у
даному діапазоні. Цей коефіцієнт не може пере-
вищити одиницю, оскільки це означатиме роз-
ширення течії після проходження отвору. Поді-
бне  не  було  помічене  за  всю  історію  дослі-
джень подібних явищ.

Показаний  на  рис. 1  максимум  при  числі
Рейнольдса біля 13 можна пояснити лише пла-
вністю побудови кривої. Насправді збіг кривих
коефіцієнтів витрати і швидкості свідчить про
відсутність стиснення ε ≡ 1.

На  підставі  наведених  міркувань  апрокси-
мацію будемо проводити таким чином. Споча-
тку  апроксимуємо  дослідні  точки  при  ла-
мінарному режимі.

За  фізичним змістом при нульовому числі
Рейнольдса  φ = μ = 0.  Отже,  апроксимаційна
формула  має  лише  один  апроксимаційний
коефіцієнт K:

φ = μ = K Reo. (7)

 За методом найменших квадратів формула
(7) набуде вигляду (рис. 3)

Рис. 2. Апроксимація коефіцієнтів витрати φ та швидкості
μ в ламінарному режимі: пунктир – рівняння (8);

суцільна лінія – рівняння (9)

Рис. 3. Апроксимація коефіцієнта витрати в турбулент-
ному режимі: пунктир – рівняння (10);

суцільна лінія – рівняння (11); штрих-пунктир – рівняння
(9) для ламінарної течії

φ = μ = 0,02385 Reo. (8)

Відхилення  від  експериментальних  точок
кривої  (8)  перевищує  допустиме  (до  5 %)  і
становить 5,6 %. Тому оптимізуємо коефіцієнт
K для досягнення найменшого максимального
відхилення апроксимаційних і дослідних даних
у відсотках. Матимемо

φ = μ = 0,024093 Reo. (9)

Відхилення  отриманої  формули  від  дослі-
дних  точок  знижується  до  допустимого  –
4,61 %. Розбіжність між формулами (8)  та  (9)
становить  лише
100 (0,024093 – 0,02385) / 0,02385 = 1,02 %.  А
підвищення  похідної  спрощує  подальшу
апроксимацію для турбулентного режиму.

Звернемо увагу,  що точне значення крити-
чного  числа  Рейнольдса  невідоме.  Тому  його
слід  визначити  наближено  як  точку  перетину
апроксимаційних кривих для обох режимів.

Тільки для коефіцієнта витрати є достатньо
експериментальних  даних в  усьому  діапазоні.
Залежність  цього  коефіцієнта  виражається
складною кривою з максимумом і  перегином.
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Показаний мінімум при Reo = 60000 є умовним
і не витікає з точок. Навпаки, точки дозволяють
припустити  асимптотичний  характер  зміни
коефіцієнта при зростанні числа Рейнольдса.

Навіть  за  зазначених  обмежень  існує
нескінченна кількість різних апроксимаційних
функцій. Перебір різних асимптотичних функ-
цій  дозволив  описати  точки  при  Reo > 1000
апроксимаційною функцією вигляду

φ = μ = A + e a ln²(Reo) + b ln(Reo) + c, (10)

причому  апроксимаційні  коефіцієнти  a,  b і  c
мають давати від’ємний степінь, а коефіцієнт A
визначає горизонтальну асимптоту.

Рис. 3 показує, що формула (10) добре опи-
сує експериментальні дані при Reo > 1000. При
апроксимаційних  параметрах  – 1 < p < 0  та
B > 0 можна досягти ефекту, коли поправка ви-
правляє лише значення при Reo < 1000 і практи-
чно не впливає на значення при Reo > 1000. Це
дозволяє уникнути сплайн-інтерполяції і дося-
гти максимальної гладкості функції.

Метод  найменших  квадратів  дає  формулу
після застосування схеми Горнера до степеня:

μ = 0,5776 + e (0,5203 – 0,04436 ln(Reo)) ln(Reo) – 3,794 –
– (Reo – 9,8) – 0,857. (11)

Відхилення від дослідних значень не пере-
вищує  3,32 %.  Критичне  число  Рейнольдса
знаходиться  як  точка  перетину  відповідних
кривих  чисельним  розв’язанням  системи  рі-
внянь  (8)  та  (11).  Результати  представлено  з
максимальною точністю для одержання непере-
рвних ламаних та з інженерною точністю для
ручних розрахунків:

Reo,cr = 22,26240088847105 ≈ 22,3; (12)

φcr = μcr = 0,536368024605933 ≈ 0,536; (13)

За необхідності чисельного розв’язання або
інтегрування рівнянь, пов’язаних з витіканням
з отворів, приходиться використовувати саме ці
“точні”  значення.  Хоча зайві  цифри є  по  суті
випадковими,  однак  їхнє  відкидання  при-
зводить  до  порушення  неперервності  функції
та  збоїв  багатьох  чисельних  алгоритмів,  що
передбачають саме неперервність.

Дослідні точки для коефіцієнта швидкості φ
в  турбулентному  режимі  (рис.  1)  обмежені
значеннями 392,46 ≥ Reo ≥ 98809. При більших
числах Рейнольдса можна припустити асимпто-
тичний характер зміни кривої.

Значення  асимптоти  φ(Re → ∞) = 1 можна
припустити  відповідно  до  наближення  дослі-

дних  точок  до  одиниці.  У  зазначеному
діапазоні  функція  не  має  особливоих  точок.
Оскільки  відносне  розсіювання  дослідних
точок  (рис. 1)  невелике,  функцію  підбирати-
мемо  лише  задля  малого  відхилення  від  них.
Звичайно,  такий  вибір  не  може  бути  одно-
значним.

У  даній  роботі  шляхом  перебору  функцій
прийнято

φ = 1 – (B / Reo
q), (14)

а  значення апроксимаційних параметрів  B і  q
визначено за методом найменших квадратів. Рі-
вняння (14) набуває вигляду

φ = 1 – (2,93 / Reo
0,4206). (15)

Відхилення від дослідних точок  є допусти-
мим і не перевищує 4,73 %. Оскільки значення
Reo = 392,46  не  має  специфічного  фізичного
змісту, заокруглюємо його до 390.

У  діапазоні  Reo,cr < Reo < 390  не  вистачає
підстав для висловлення обґрунтованих припу-
щень.  Можна  лише  стверджувати  подвійну
гладкість функції при  Reo = 390, неперервність
при Reo,cr і відсутність особливих точок.

В ідеалі гладкість мала би бути нескінчен-
ною.  Однак,  це  вимагатиме  створення  дуже
складної  функції,  що  у  практиці  сплайн-
інтерполяції  не  виконується.  Зазвичай,  для
реалізації більшості чисельних алгоритмів по-
двійної гладкості вистачає. Зазначеним умовам
відповідатиме безліч кривих, причому підстав
для вибору конкретної з них немає.

З іншого боку, аналогічні припущення мож-
на  висловити  й  про  функцію  ε(Reo).  А  через
значну кривину функції φ(Reo) та зв’язок (6) ці
умови стають дуже жорсткими. За адекватний
час  не  вдалося  підібрати  просту  функцію
φ(Reo), яка б відповідала всім умовам для обох
кривих.

Щоб пришвидшити апроксимацію звернемо
увагу  на  криву  ε  на  рис. 1.  Ця  крива  досить
проста,  що  дозволяє  спробувати  побудувати
саме  її.  За  формулами  (6),  (11)  і  (15)  при
Reo > 390

ε = μ / φ =

=(0,5776+e(0,5203−0,04436ln(Reo))ln(Reo)−3,794−
−(Re o−9,8)−0,857 )/ (1–2,93Reo

−0,4206) . (16)

За допомогою системи символьної алгебри
Maxima в оболонці WXMaxima виконано взят-
тя  похідної  (не  наведена  через  громіздкість)
функції  (16)  і  підраховано  значення  ε  та
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d ε / d Reo при Reo = 390. При Reo,cr за формулою
(6) ε = 1. Далі в цих же програмах сформовано
найпростіший  багаточлен,  що  відповідає  за-
значеним  чотирьом  обмеженням  – непере-
рвності  в  обох  точках  стикування  та  непере-
рвності першої й другої похідної при Reo = 390.
Цей багаточлен повинен мати чотири апрокси-
маційні коефіцієнти, а значить є кубічним. Під-
ставлення  зазначених  умов  однозначно  ви-
значає багаточлен

P(Reo) = ((1,329196682679387·10 – 9 Reo –

– 9,95064770836189·10 – 7) Reo –

– 1,141796765185271·10 – 4) Reo +
1,003020416471492. (17)

Коефіцієнти  багаточлена  (12)  з  макси-
мальною точністю наведено для уникнення не-
значних розривів і зламів.  Отримані криві від-
повідають усім поставленим умовам (рис. 4).

Слід  зазначити,  що  значення  Reo = 390  не
можна вважати певним перехідним або другим
критичним. Воно виникло лише через обмеже-
ння  діапазону,  у  якому  на  сьогодні  виконано
експериментальні  дослідження.  Його  можна
вважати  ще  однією  апроксимаційною  кон-
стантою,  що  має  лише  історичні  передумови
без явного фізичного змісту.

Отримані результати використовуються при
комп’ютерному моделюванні природного пові-
трообміну для перетікання повітря крізб двері
та відчинені вікна. Відповідні залежності за рі-
вняннями (9),  (11),  (12),  (13),  (15),  (16)  і  (17)
матимуть вигляд:

μ =

={
0.024093Reo, Re o≤Recr,

0,5776+

 +e( 0,5203−0,04436ln( Reo))ln( Reo)−3,794−
 −( Reo−9,8)−0,857, Re o>Recr;

(18)

φ =

={
0.024093Reo, Reo≤Recr,

(0,5776+
 

 

 +e ( 0,5203−0,04436ln( Reo))ln( Reo)−3,794−
 −( Reo−9,8)−0,857 )/P , Recr<Reo<

<390,

1−2,93Reo
−0.4206, Reo≥390;

(19)

ε =

={
1 Reo≤Re cr,

P, Recr<Re o≤
≤390,

(0,5776+
 

 

 +e (0,5203−0,04436ln( Reo))ln ( Reo)−3,794−
 −(Re o−9,8)−0,857 )÷
÷(1−2,93Reo

−0.4206 ), Reo>390,

(20)

причому поліном  P розраховується  за  форму-
лою (17).

Отже, отримані залежності (17), (18), (19) і
(20) дозволяють розрахувати параметри витіка-
ння повітря  з  отворів  для  задач моделювання
повітрообміну. Відхилення від дослідних даних
не перевищує 4,78 %. Широкий діапазон числа
Рейнольдса дозволяє виконувати розрахунки за
будь-яких зовнішніх та внутрішніх умов.

Висновки. Апроксимація графіка Альтшуля
дозволила отримати формули параметрів виті-
кання повітря з отворів для задач моделювання
повітрообміну  при  змінних  умовах  навколи-
шнього середовища. Відхилення від дослідних
даних  становить  не  більше  4,78 %  в  усьому
діапазоні числа Рейнольдса.

Перспектива  подальших  досліджень. З
використанням  отриманих  формул  за  підтри-
мки  ПрАТ  “Вентиляційні  системи”  створено
симулятор  повітрообміну  в  простій  однокі-
мнатній  квартирі.  Завершується  моделювання
на  ньому  повітрообміну  при  різних  режимах
експлуатації  квартири  з  оцінюванням  якості
внутрішнього повітря.
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а

б
Рис. 4. Графік Альтшуля залежності коефіцієнтів витрати μ, швидкості φ та стиснення ε від числа Рейнольдса Reo

за даними отриманої апроксимації:
а – при числі Рейнольдса до 200; б – при числі Рейнольдса від 100 до 1 000 000.
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Аннотация.  Хотя естественная  вентиляция  имеет низкую эффективность и  стабильность,  её моделирование
остаётся актуальным на сегодня. Во-первых, большинство унаследованного жилого фонда имеет естественную
вентиляцию. Во-вторых, производственные помещения с мощными тепловыделениями проектируются именно с
использованием естественной вентиляции - аэрации. Ведь воздухообмен в них слишком  велик для обеспечения его
механическими  системами.  А  утилизировать  теплоту  вытяжного  воздуха  нецелесообразно  из-за  отсутствия
близких потребителей низкопотенциальной теплоты. Ранее при расчете аэрации использовалось только значение
коэффициента расхода отверстий в автомодельной области при расчётных параметрах внутреннего и наружного
воздуха.  Современные  подходы  требуют  моделировать  воздухообмен  при  переменных  внутренних  и  внешних
условиях, при которых воздухообмен может принимать сколь угодно малые значения. При этом режим работы
отверстий  выходит  за  пределы  автомодельной  области.  Наиболее  универсальным  есть  график  Альтшуля.
Компьютерный расчёт не может базироваться на графических данных и требует математического описания.
Однако,  Альтшуль  предоставил  только  формулу,  описывающую достаточно  узкий  диапазон.  В  данной  работе
предложена аппроксимация экспериментальных  данных.  Области,  для  которых  экспериментальные  данные
отсутствуют,  описаны на  базе  высказанных  в  данной  работе  предположений.  Результаты  позволяют
моделировать естественный воздухообмен в максимально широких диапазонах внешних факторов. 
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Abstract. Although natural ventilation has low efficiency and stability, its simulation remains relevant today. First, most of
the legacy  buildings are naturally ventilated.  Secondly,  production facilities with powerful heat emissions are designed
precisely with the use of natural ventilation  – aeration. After all, the air exchange in them is too great to provide it with
mechanical systems. Finally, it is impractical to utilize the heat of the exhaust air due to the lack of close consumers of low-
grade heat. Previously, when calculating aeration, only the value of the coefficient of the flow rate of holes in the self-similar
area was used for  the calculated parameters of the indoor and outdoor air.  Modern approaches require modeling air
exchange under variable internal and external conditions, under which air exchange can take arbitrarily small values. In
this case, the mode of operation of the holes goes beyond the self-similar area. The most versatile is the Altshul chart. The
diagram was built before the advent of powerful computers. Therefore, obtaining sufficiently accurate approximations of
complex curves was a very time consuming task. In most cases, builds were done manually. At the same time, in the region of
a small  Reynolds number,  a  significant underestimation of  the experimental data is noticeable  Computer calculations
cannot be based on graphical data and requires a mathematical description. However, Altshul provided only a formula
describing a fairly narrow range. In this paper, an approximation of the experimental data is proposed. The regions for
which experimental data are absent are described on the basis of the assumptions made in this work. The results make it
possible to simulate natural air exchange in the widest possible range of external factors. 

Keywords: natural air exchange, aeration, flow coefficient, velocity coefficient, outflow from holes,
Altshul graph
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Оцінка енергоефективної роботи дворівневого повітряно-струминного 
екрану зі співвісними зустрічними струминами з ежекційним 
підживленням

С. Г. Рибачов1

1ас. Київський національній університет будівництва і архітектури, м. Київ, Україна, 9599770@i.ua 
ORCID: 0000-0002-0093-9750

Анотація.  Дотримання  чистоти  повітряного  середовища  робочої  зони  промислових  приміщень  є  однією  з
найважливіших  умов  збереження  здоров’я  людини.  З  метою  забезпечення  параметрів  повітря  в  робочі  зоні
необхідно  мінімізувати  потрапляння  та  розповсюдження  забрудненого  повітря.  Для  приміщень  з  ваннами
наповненими  рідинами  такі  проблеми  в  першу  чергу  слід  вирішувати  застосуванням  місцевої  вентиляції  з
відсмоктувачами  різних  конструкцій,  в  тому  числі  динамічні  повітряно-струминні  огородження.  На  основі
аналітичного дослідження розглянуті основні можливі варіанти влаштування дворівневого повітряно-струминного
екрану  промислової  ванни  шляхом  складання  балансових  рівнянь  для  досягнення  максимального  коефіцієнта
ефективності  η.  Розглядаються  співвісні  зустрічні  струмини  з  ежекційним  підживленням  у  сполученні  з
обертовими потоками, що утворюють стійке захисне поле при випаровуванні шкідливої рідини з промислової ванни.

Ключові слова: дворівневий, екрануюча струмина, ефективність, обертові потоки,  співвісні
зустрічні струмини.

Вступ. Ефективність  організації
повітрообміну  приміщень  оцінюється  за
допомогою коефіцієнта  повітрообміну  KL.  При
зональній  вентиляції  використовується
коефіцієнт  повітрообміну  за  середньозваженою
температурою  витяжного  повітря  за  зонами
KL,заг. Маючи аналогію простору, що утворений
межами дзеркала  рідини,  стінками  повітряного
огородження та умовною межею над ванною, до
об’єму приміщення можна отримати коефіцієнт
ефективності  η,  що  буде  аналогом  коефіцієнта
повітрообміну KL. [4].

Актуальність  дослідження. Розробка  та
впровадження  енергоефективних,  екологічних  і
технологічно  безпечних  систем  локалізації  та
вловлювання шкідливостей з поверхні ванн для
різних  галузей  виробництва  є  актуальною
проблемою розвитку  промисловості  України та
світу.

Останні дослідження та публікації. Наразі
великого  поширення  для  вирішення  завдань
аеродинаміки  вентиляції,  зокрема  для
розрахунку  струминних  течій  і  течій  поблизу
стоків  виконується  для  приміщень  невеликої
висоти,  що  можна  вважати  з  певними
особливостями  аналогічним  до  простору  над
рідиною ванни [4-6].

Формулювання цілей статті. Метою даної
роботи  є  визначення  основних  кількісних
співвідношень  для  влаштування  повітряно-
струминної  огорожі  над  дзеркалом  рідини,  що
працює  в  режимі  граничного  уловлювання  за
допомогою балансових рівнянь.

Основна  частина. Об’єм  над  рідиною
великорозмірних  посудин  розбивається  на  такі
характерні  зони  (рис.  1):  зони  надходження
припливних  струмин,  конвективні  потоки  над
гарячою  поверхнею  ванни  та  витяжні  щілини
бортових відсмоктувачів [1, 2].

 Рис. 1. Розрахункова схема системи повітряного укриття за
умови повної локалізації шкідливостей

Повітря  надходить крізь  припливні  щілинні
насадки  у  кількості Gin, кг/с,  з  двох  сторін.
Температура припливного повітря становить  tin,
°С. Утворюються припливні струмини С1 і С2.
На  підживлення  струмин  іде  повітря робочої
зони  з  температурою  twz,  °C.  Воно  надходить
крізь ежекційні щілини між зазначеними насад-
ками  й  бортовими  відсмоктувачами,  а  також
крізь  відкриту  частину  посудини  в кількостях,
відповідно, Ginj та Gwz, кг/с. Бортові відсмоктувачі
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вловлюють повітря в кількості Gl, кг/с, і видаля-
ють  шкідливості,  що  виділяються  від  поверхні
рідини.  Загальне  балансове  рівняння  витрати
повітря

Gin + (Ginj + Gwz) ‒ Gl = 0. (1)

Далекобійні  струмини  ежектують  повітря  і
повністю  заходять  до  конвективного  потоку.
Ежектоване  повітря  повертається  до  зон
всмоктування,  де  виникає  нестача  повітря  за
рахунок роботи бортових відсмоктувачів. За та-
кої умови роботи досягається максимально мож-
ливе екранування поверхні рідини припливними
струминами (рис. 1). За таких умов балансові рі-
вняння

Gk + Gin tin + Ginj twz + Gwz twz ‒ Gl tl = 0; (2)

Gk + Gin tin + (Ginj + Gwz)  twz ‒ Gl tl = 0; (3)

Gk + Gin tin + (Gl + Gwz)  twz ‒ Gl tl = 0. (4)

Якщо  припливні  струмини  мають  високу
інтенсивність затухання або малу швидкість, то
вони руйнуються до досягнення точки дотику на
середині ванни (рис. 2).

Рис. 2. Розрахункова схема системи повітряного 
укриття за умови неповної локалізації шкідливостей:

малі стрілки – рух струмини; великі чорні стрілки – вихід
повітря; 

За такої умови має місце потрапляння певної
кількості  шкідливостей до  робочої  зони примі-
щення в кількості Glost, кг/с. Балансові рівняння

Gin + Ginj ‒ Gl ‒ Glost = 0. (5)

Кількість забрудненого повітря, що вириває-
ться,

Glost = Gin + Ginj ‒ Gl, кг/с. (6)

Баланс теплоти

cp Gin tin  + cp Ginj twz ‒ cp Gl tl  ‒
‒ cp Glost tl  + Qk  = 0, (7)

де  cp –  ізобарна питома  теплоємність  повітря,
Дж/(кг·К).

Після перетворень рівняння (7)

cp Gin tin  + cp Ginj twz ‒ cp Gl tl  ‒
 ‒ cp (Gin  + Ginj  ‒ Gl ) tl + Qk  = 0. (8)

Середньозважена  температура  витяжного
повітря  визначається  з  балансу  маси повітря  й
теплоти. Маємо

=
Gin ∙ t in+Ginj ∙ twz

G in+Ginj

. (9)

Кількість не вловленої теплоти

Gk + Gin tin + (Gl + Gwz)  twz ‒ Gl tl = 0. (10)

Qlost = cp (Gin + Ginj ‒ Gl)  (tl ‒ ). (11)

cp Gin tin  + cp Ginj twz ‒
‒ cp (Gin  + Ginj) tl  + Qk  = 0. (12)

Кількість уловленої теплоти 

Qcapt = cp Gl (tl ‒ ), Вт. (13)

Температура  повітря,  що  видаляється
бортовими відсмоктувачами

t l=
QK +c p Gint in+c p G inj twz

c p(Gin+Ginj )
, °С. (14)

Кількість уловленої теплоти

Qcapt=c p G l(Qk +c p Gin t in+c p Ginj t wz

cp (Gin+G inj)
−

−
c p Gin t in+c p Ginj t wz

c p (Gin+Ginj ) ), Вт. (15)

Після спрощень формули (15)

Qcapt=
Q k G l

Gin+G inj

=
Qk G l

G l+Glost

, Вт. (16)

Ефективність роботи системи з урахуванням
формули (16)
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η=
Q capt

QK

=
G l

Gin+Ginj

=
G l

G l+Glost

. (17)

Рівняння (17) підтверджує принципову мож-
ливість використання системи дворівневих пові-
тряно-струминних екранів для великогабаритних
посудин.  Коефіцієнт  ефективності  η  буде  дорі-
внювати 1 тоді і лише тоді коли не буде прорива-
ння повітря в робочу зону.

Висновки. Підтверджено  принципову  мож-

ливість використання системи дворівневих пові-
тряно-струминних екранів для великогабаритних
посудин. Ефективність η дорівнюватиме одиниці
тоді і лише тоді, коли не буде проривання повітря
до робочої зони. 

Перспективи  подальших  досліджень. За
аналогією до балансів масової витрати повітря та
кількості  тепла  можна  скласти  баланси  надли-
шків  вологи  та  концентрації  інших  шкідливих
речовин. 
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Оценка энергоэффективной работы двухуровневого воздушно-
струйного экрана с соосными встречными струями с эжекционной 
подпиткой в сочетании с вращающимися потоками

C. Рыбачов1
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Аннотация. Соблюдение чистоты воздушной среды рабочей зоны производственных помещений является одним из
важнейших  условий  сохранения  здоровья  человека.  С  целью  обеспечения  параметров  воздуха  в  рабочей  зоне
необходимо  минимизировать  попадание  и  распространение  загрязненного  воздуха.  Для  помещений  с  ваннами
наполненными жидкостями такие проблемы в первую очередь следует решать применением местной вентиляции с
отсосами  различных  конструкций,  в  том  числе  динамические  воздушно-струйные  ограждения.  На  основе
аналитического исследования рассмотрены основные возможные варианты устройства двухуровневого воздушно-
струйного экрана промышленной ванны путем составления балансовых уравнений для достижения максимального
коэффициента  эффективности  η.  Рассматриваются  соосных  встречные  струи  с  эжекционным  подпиткой  в
сочетании  с  вращающимися  потоками,  образуя  стойкое  защитное  поле  при  испарении  вредной  жидкости  из
промышленной ванны.

Ключевые слова: двухуровневый, экранирующая струя, эффективность, вращающиеся потоки,
соосные встречные струи.
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Evaluation of the energy-efficient operation of a two-level air-jet screen with 
coaxial counter jets with ejection feeding in combination with rotating flows

S.G. Rybachov1, 
1 assistant Kyiv National University of Civil Engineering and Architecture, Kyiv, Ukraine, 9599770@i.ua ORCID: 0000-0002-0093-

9750

Abstract. The use of local exhaust ventilation systems continues to be the most reliable way to capture pollutants in the
technological processes of various industries. The main purpose of the application of local exhaust ventilation systems is the
effective capture of pollutants in the places of their formation. Improving the efficiency of local exhausts and, accordingly,
reducing the load of general ventilation can be achieved through the use of air screens. For baths filled with liquids most
often used activated on-board suction pumps that operate on the scheme of "jet-suction", which are structurally located on
the same axis of the supply nozzle and slotted drain. According to this principle of operation, various activated extractors
require air exchange in large volumes with significant energy consumption and at the same time with insufficiently high
sanitary and hygienic indicators. In order to increase the efficiency of the local ventilation system, especially for tanks with
large open surfaces, fundamentally new aerodynamic schemes are required, the feature of which is the formation of dynamic
screens with inflow and rotation flows. On the basis of analytical research the basic possible variants of the device of the
two-level air-jet screen of an industrial bath by drawing up balance equations for achievement of the maximum efficiency
factor η are considered. The analysis of theories of interactions of inflow jets, suction flares and convective flows from liquid
surfaces is carried out. The aerodynamic problem of a flat turbulent flow is considered, in which inflow jets interact with a
180 ° expansion, forming a two-level closed rotating system with concentrated flow, which is affected by convective flows
with harmful substances from an industrial bath. The assumptions and calculations confirmed the fundamental possibility of
using a system of two-level air-jet screens for large baths.

Key words: two-level, screening jet, efficiency, rotating flows, coaxial counter jets.
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Анотація.  У статті  ставиться питання необхідності вдосконалення конструкції  та рекомендацій з
установки витяжних вентиляційних пристроїв. Зроблено аналіз останніх досліджень та публікацій, що
були присвячені розгляду теоретичних й практичних аспектів руху газодинамічних потоків в системах
вентиляції і висвітлені в працях як вітчизняних так і зарубіжних вчених. Наведені головні вимоги до
витяжних вентиляційних пристроїв. Розглянуто різні пристрої витяжної вентиляції. Сформульовані
цілі і необхідність проведення експериментів з дослідження впливу насадок на формування руху повітря
біля  них.  Представлено  конструкцію  стенду  на  якому  проводилися  досліди  в  лабораторії  кафедри
теплогазопостачання,  вентиляції  та  теплоенергетики  Національного  університету  «Полтавська
політехніка  імені  Юрія  Кондратюка».  Наведено  результати  стендових  випробувань  різноманітних
вентиляційних насадок на аеродинамічні та акустичні показники. Проведені досліди, зроблено їх аналіз
та порівняння. Зроблені основні висновки за результатами проведених лабораторних експериментів.
Доведена необхідність і перспективи подальших досліджень з поставлених питань.

Ключові  слова:  витяжна  вентиляція,  витяжні  пристрої,  гідрогазодинаміка,  спектр
всмоктування, шумові характеристики.

Вступ. У  наш  час  застосування  систем
вентиляції  та  кондиціонування  повітря  є
однією з найголовніших умов життя і праці лю-
дини. Задача спеціалістів у цій галузі полягає в
забезпеченні допустимих чи комфортних умов
перебування  людини  в  приміщенні,  тобто
створюванні певного мікроклімату.

Актуальність  дослідження. На  сьогодні
робота  систем  вентиляції  та  кондиціонування
повітря, тобто створення певних умов в побуті
і  на робочому місці,  є  невід’ємною частиною
життя  людей.  Необхідний  мікроклімат  при-
зводить до підвищення продуктивності праці та
ефективності відпочинку та поліпшення психо-
емоційного стану.

Для створення певних параметрів мікроклі-
мату в побуті і на виробництві сьогодні масово
використовуються установки примусової пода-
чі або видалення повітря. Устаткування цих си-
стем дозволяє не тільки видаляти з приміщень
виробничі шкідливості,  але й за  необхідності,
очищати  витяжне  повітря  за  допомогою
фільтрів.  Також  при  нагнітанні,  можливо
очищати, охолоджувати або нагрівати повітря,
що подається до приміщення. З точки зору ефе-
ктивної  роботи  витяжних  систем  цікавим
аспектом  їхньої  роботи  є  розгляд  питання

формування  повітряних  потоків  саме  біля
всмоктувального  отвору  залежно  від  типу,
марки  пристрою та  місця  його  розташування
відносно стелі або вертикальної поверхні.

Останні дослідження та публікації. Меха-
нічна вентиляція має на порядки вищу ефекти-
вність,  аніж природна  [1].  Саме тому на  сьо-
годні перевагу віддають саме механічній венти-
ляції.

Питання руху повітря в приміщенні внаслі-
док роботи систем вентиляції та кондиціонува-
ння повітря в останній час було присвячено чи-
мало  робіт  як  і  вітчизняних  [2,  3],  так  і
закордонних [4] авторів. Питаннями пов’язани-
ми з формуванням повітряних потоків біля рі-
зноманітних  припливних  пристроїв  також
ретельно займались закордонні [5,  6] та украї-
нські вчені [7,8].

Цікавим  є  і  розгляд  питання  руху  газоди-
намічних потоків біля приймальних отворів ви-
тяжних  систем  вентиляції.  Від  геометричних
характеристик приміщення, місця розташуван-
ня  приймального  отвору,  його  типу,  ступеню
відкриття та інших чинників залежить ефекти-
вність роботи систем і, як наслідок, якість пові-
тря в приміщенні. Крім того, в умовах сьогоде-
ння все частіше серед вимог до роботи системи
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забезпечення мікроклімату висувається й пита-
ння забезпечення встановлених норм шуму, що
генерують ці системи.

Природні  та  штучні  припливні  та  витяжні
вентиляційні  системи повинні  відповідати на-
ступним санітарно-гігієнічним вимогам:

• створювати  в  робочій  зоні  приміщень
нормовані  метеорологічні  умови  праці
(температуру,  вологість  і  швидкість  руху
повітря);

• видалення  з  приміщень  шкідливих  газів,
парів, пилу та аерозолів;

• не  подавати  до  приміщення  забрудненого
повітря  ззовні  або шляхом засмоктування
забрудненого  повітря  з  суміжних  примі-
щень;

• бути  доступними  для  управління  та
ремонту під час експлуатації;

• не створювати на робочих місцях протягів
чи різкого охолодження;

• не створювати під час експлуатації додат-
кових незручностей (наприклад,  шуму,  ві-
брацій, потрапляння опадів).

У  приміщенні  або  відкритому  просторі,  з
якого примусово видаляється повітря, виникає
своєрідний  повітряний  потік,  який  називають
всмоктувальною струминою. Умовою її виник-
нення є різниця між атмосферним тиском і роз-
рідженням повітря в площині всмоктувального
отвору.  Під  дією цієї різниці тисків навколи-
шнє  повітря  з  усіх  напрямків  рухається  до
всмоктувального  отвору.  З  наближенням  до
нього  швидкість,  м/с,  і  прискорення,  м/с2,
зростають.

Через  будь  які  замкнуті  поверхні,  які
охоплюють  всмоктувальний  отвір,  протікає
однакова витрата повітря, яка дорівнює витраті
повітря в отворі. Якщо стік повітря до всмокту-
вального отвору  розвивається  на  відстані  від
твердих поверхонь, то ніщо не гальмує вільний
рух потоку повітря.

Кожна  частинка  потоку  в  своєму  русі
зближується з сусідніми але не переганяє і не
відстає від них у напрямку руху всмоктування
його  в  круглий,  квадратний  чи  прямокутний
отвори.  Це  – важлива  особливість  даного по-
току  і  дозволяє  застосувати  до  нього  залеж-
ності  теоретичної  аеродинаміки  для  потенці-
альних течій.

Іншою  особливістю  є  те,  що  потік  діє  в
порівняно  обмеженій  області  поблизу
всмоктувального  отвору.  Експериментально
досліджена  структура  повітряного  потоку  під
час всмоктування його в круглий, квадратний і
прямокутний отвір.

З  рис. 1  [1]  видно,  що  на  відстані  одного
діаметра швидкість повітря становить біля 7 %

від  швидкості  в  отворі.  Ізотахи  розподілення
швидкості дещо витягнуті і подібні до дуг елі-
пса. Спектр всмоктування біля отворів квадрат-
ної форми мало відрізняється від спектра біля
круглого отвору.  Зона дії  отворів прямокутної
форми  більша,  ніж  отворів  квадратної  чи
круглої форми.

У своїх дослідженнях С. С. Жуковський ви-
значив зміну швидкості, яка формується залеж-
но  від  його  форми  (рис. 2).  У  наш  час  в
арсеналі  проєктувальника  з’явився  ряд  нових
приймальних  пристроїв.  Фірми-виробники  у
багатьох  випадках  не  надають  майже  ніякої
інформації  щодо  формування  спектрів
всмоктування  на  вході  в  ці  пристрої.  Майже
відсутні данні виробників цих пристроїв щодо
шумових характеристик, які змінюється, напри-
клад,  при  зміні  (регулюванні)  площі  живого
перерізу  приймального пристрою.  Ці  характе-
ристики в загальному випадку слід  визначати
експериментально.

Формування  цілей  статті. Метою  даної
роботи є дослідження формування газодинамі-
чних потоків повітря біля приймальних отворів
сучасних витяжних вентиляційних систем, а та-
кож визначення їхніх шумових характеристик.

Основна частина. Для досліджень обрано:
• «вільний вхід» повітря до повітропроводу

з оцинкованої сталі діаметром 150 мм;
• решітка вентиляційна МВ 150 ПФс ПрАТ

«Вентиляційні системи», Україна, м. Київ;
• анемостат  А150 ВРФ  ПрАТ  «Вентиля-

ційні системи», Україна, м. Київ.
Для  проведення  дослідів  використано  ла-

бораторний  стенд  на  базі  металевих  круглих
повітропроводів  з  оцинкованої  сталі  зі
шведським  вентилятором  моделі  Systemair
Svenge SE-73930 з регулятором швидкості (з 6
режимами),  що змонтований у лабораторії  ка-
федри «Теплогазопостачання, вентиляції та те-
плоенергетики»  Національного  університету
«Полтавська політехніка імені Юрія Кондратю-
ка» (рис. 3).

Лабораторні дослідження спектру  всмокту-
вання біля приймальних пристроїв проводили-
ся шляхом візуальної фіксації за допомогою:

• панелі з оргскла з закріпленими на ний рі-
знокольоровими  прапорцями  на  шарні-
рній осі для, «вільного» їхнього обертан-
ня (рис. 4); 

• металевої «рамки» з закріпленими на ній
синтетичними нитками діаметром 0.75 мм
(рис. 5).

Звуковий тиск зменшується зі збільшенням
відстані  від  джерела  звуку  і  залежить  від
акустичних  характеристик  приміщення  та
місця знаходження джерела звуку (рис. 6).

30



Вентиляція, освітлення та теплогазопостачання. Вип. 38, 2021

Рис. 1. Структура формування повітряних потоків біля всмоктувальних отворів [1]

Рис. 2. Зміна відносної швидкості для різної форми всмоктувального отвору
1 ‒ круглого отвору, 2 ‒ прямокутного з співвідношенням 1:2, 3 ‒ прямокутного з співвідношенням 1:10, 

4-плоского з співвідношенням 1:80.
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Рис. 3. Загальний вид стенду для проведення досліджень

Рис.4. Візуалізація повітряних потоків за допомогою
панелі з оргскла та флажків

Рис. 5. Візуалізація повітряних потоків за допомогою
металевої «рамки» з нитками

,

Рис. 6. Коефіцієнти направленості шуму для різних поло-
жень джерел шуму у приміщенні:

Q=1 ‒ у центрі приміщення, Q=2 ‒ на стіні та стелі, 
Q=4 ‒ у торці стелі та стіні, Q=8 ‒ у кутку 

 На  рівень  звукового  тиску,  створюваного
джерелом шуму, в першу чергу впливають: рі-
вень  звукової  потужності  джерела,  коефіцієнт
спрямованості, відстань до джерела та звукопо-
глинальні характеристики приміщення.

Окремий  експеримент  проводився  для  ви-
значення рівня шуму, дБ, який утворювався при
проходженні   повітря  крізь  відповідний  при-
ймальний  отвір  і  змінювався  залежно  від
ступеня його відкриття.

При  проведенні  експериментів  у  кожному
досліді визначався динамічний тиск на прямій
ділянці  вертикального  повітроводу  діаметром
150 мм, на якому залишався вільний вихід або
встановлювалися приймальні  пристрої.  Кожна
серія  випробувань  передбачала  проведення
дослідів  на  шести  швидкостях  вентилятора.
Для анемостата досліди повторювалися при чо-
тирьох положеннях регулювального диска –  5,
10,  15  і  20  обертів.  Це  давало  можливість
змінювати площу живого перерізу для проходу
повітря через цей пристрій.

Вимірювання  динамічного  тиску  здійсню-
валося  електронним  мікроманометром  MMЦ-
200 (рис.7)  з  пневмометричною трубкою № 8.
Після  визначення  динамічного  тиску  Pдин,  Па,
визначалася швидкість руху повітря та його ви-
трата в живому перерізі повітрозабірного при-
строю.  Досліди  проведено  при  температурі
повітря  15 °С.  Густина  повітря  становить
1,226 кг/м3.

Результати досліджень (рис. 8-10, табл. 1-6)
показують такі особливості:

• візуально  простежується  наявність  «за-
стійних  зон»  за  деяких  положень
(ступеню відкриття) анемостата;

• вентиляційна решітка забезпечує рівномі-
рний  розподіл  спектру  всмоктування
повітря за всіх режимах роботи вентиля-
тора;

• шум від анемостата  А150 ВРФ збільшує-
ться при зменшенні площі живого перері-
зу для проходу повітря, а при суттєвому її
зменшенні  навіть  виникає  дискомфорт
унаслідок недопустимого рівня шуму.
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Рис. 7. Визначення динамічного тиску 
мікроманометром MMЦ-200

Рис. 9 Дослідження «вільного входу» повітря в
повітропровід з режимом швидкості №6.

Таблиця 1
Результати випробувань «вільного входу»

Режим Динамі-
чний тиск

Pдин, Па

Швидкість
V,
м/с

Витрата
L, 

м3/год

1 0,7 1,07 65

2 1 1,28 78

3 1,6 1,62 99

4 4,4 2,68 164

5 8,2 3,66 224

6 10,9 4,22 258

Рис. 10. Дослідження формування повітряних потоків 
біля анемостата А150 ВРФ.

Таблиця 2
 Результати вимірювань вентиляційної 

решітки МВ 150 ПФС

Режим Динамі-
чний тиск

Pдин, Па

Швидкість
V,
м/с

Витрата
L, 

м3/год

1 10 4,04 247

2 22 5,99 367

3 32 7,23 442

4 57 9,64 590

5 127 14,39 881

6 10,9 15,06 922

Таблиця 3
Результати вимірювань анемостату у 1 положенні
(ступінь відкриття 5 обертів регулюючого диску

анемостата)

Режим Динамі-
чний тиск

Pдин, Па

Швидкість
V,
м/с

Витрата
L, 

м3/год

1 0,7 1,07 65

2 1 1,28 78

3 1,6 1,62 99

4 4,4 2,68 164

5 8,2 3,66 224

6 10,9 4,22 258

Таблиця 4
Результати вимірювань анемостату у 2 положенні
(ступінь відкриття 10 обертів регулюючого диску

анемостата)

Режим Динамі-
чний тиск

Pдин, Па

Швидкість
V,
м/с

Витрата
L, 

м3/год

1 0,7 1,07 65

2 1 1,28 78

3 1,6 1,62 99

4 4,4 2,68 164

5 8,2 3,66 224

6 10,9 4,22 258
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Таблиця 5
Результати вимірювань анемостату у 3 положенні
(ступінь відкриття 15 обертів регулюючого диску

анемостата)

Режим Динамі-
чний тиск

Pдин, Па

Швидкість
V,
м/с

Витрата
L, 

м3/год

1 0,7 1,07 65

2 1 1,28 78

3 1,6 1,62 99

4 4,4 2,68 164

5 8,2 3,66 224

6 10,9 4,22 258

Таблиця 6
Результати вимірювань анемостату у 4 положенні
(ступінь відкриття 20 обертів регулюючого диску

анемостата – повне використання живого перерізу)

Режим Динамі-
чний тиск

Pдин, Па

Швидкість
V,
м/с

Витрата
L, 

м3/год

1 0,7 1,07 65

2 1 1,28 78

3 1,6 1,62 99

4 4,4 2,68 164

5 8,2 3,66 224

6 10,9 4,22 258

Висновки. Аналіз  отриманих  результатів
досліджень стендових випробувань різних при-
ймальних вентиляційних отворів показує, що:

• для окремих положень (ступеню відкрит-
тя)  анемостату  марки  А150 ВРФ  ПрАТ
«Вентиляційні  системи»  візуально  спо-
стерігається наявність «застійних зон»;

• вентиляційна  решітка  МВ 150 ПФС  ви-
робництва  цієї  ж  фірми  забезпечує  рі-
вномірний розподіл спектру всмоктуван-
ня повітря на всіх режимах роботи венти-
лятора, що застосовувались;

• генерування шуму анемостата  А150 ВРФ
посилюється при зменшенні площі живо-
го  перерізу  для  проходу  повітря,  а  при
суттєвому  її  зменшенні  навіть  виникає
дискомфорт  унаслідок  перевищення
допустимого рівня шуму.

Перспективи  подальших досліджень. У
подальшому  слід  зробити  спробу  виведення
аналітичних  залежностей які  б  давали  змогу
аналізувати  спектри  повітряних потоків,  що
формуються біля приймальних всмоктувальних
отворів різних типів.
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Аннотация.  В  статье  ставится  вопрос  о  необходимости  совершенствования  конструкции  и  рекомендаций  по
установке  вытяжных  вентиляционных  устройств.  Проведен  анализ  последних  исследований  и  публикаций,
посвященных  рассмотрению  теоретических  и  практических  аспектов  движения  газодинамических  потоков  в
системах  вентиляции  и  освещенных  в  трудах  как  отечественных,  так  и  зарубежных  ученых.  Представлены
главные требования к вытяжным вентиляционным устройствам. Рассмотрены методы вытяжной вентиляции.
Сформулированы  цели  и  необходимость  проведения  экспериментов  по  исследованию  влияния  насадок  на
формирование  движения  воздуха.  Представлена  конструкция  стенда,  на  котором  проводились  опыты  в
лаборатории  кафедры  теплогазоснабжения,  вентиляции  и  теплоэнергетики  Национального  университета
«Полтавская политехника имени Юрия Кондратюка». Приведены результаты стендовых испытаний различных
вентиляционных  насадок  на  аэродинамические  и  акустические  показатели.  Проведены  опыты,  их  анализ  и
сравнение.  Выбран  наиболее  подходящий  вариант  вытяжной  вентиляции.  Сделаны  основные  выводы  по
результатам  проведённых  лабораторных  экспериментов.  Доказана  необходимость  и  перспективы  дальнейших
исследований по поставленным вопросам.

Ключевые слова:  вытяжная вентиляция,  вытяжные устройства,  hydrogasdynamics,  exhaust
spectrum, noise characteristics.
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Abstract. The article raises the question of the need to address the issues of improving the design and recommendations for
installing  exhaust  ventilation  devices.  The  analysis  of  recent  studies  and  publications  devoted  to  the  consideration  of
theoretical and practical aspects of the movement of gas-dynamic flows in ventilation systems and covered in the works of
both domestic and foreign scientists is carried out. The main requirements for exhaust ventilation devices are presented.
Exhaust ventilation methods are considered. The goals and necessity of conducting experiments to study the influence of
nozzles on the formation of air movement are formulated. The design of the stand is presented, on which experiments were
carried out in the laboratory of the Department of Heat and Gas Supply, Ventilation and Heat Power Engineering of the
National University "Poltava Polytechnic named after Yuriy Kondratyuk". The results of bench tests of various ventilation
nozzles for aerodynamic and acoustic performance are presented. Experiments, their analysis and comparison were carried
out. The most suitable variant of exhaust ventilation has been selected. The main conclusions are made based on the results
of laboratory experiments. The necessity and prospects for further research on the issues raised are proved. The presence of
"stagnant zones" for some positions (degree of opening) of the A150 brand of VRF of PJSC "Ventilation systems" is visually
traced. Ventilation grille MV 150 PFS manufactured by the same company provides a uniform distribution of the suction
spectrum of air in all modes of operation of the fan used. Noise characteristics of the A150 VRF anemostat increase with
decreasing living cross-sectional area for air passage, and with its significant reduction, even discomfort occurs due to
increased noise level. 

Keywords: exhaust ventilation, exhaust devices, hydrodynamics, rangeofhood, noisecharacteristics.
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Анотація.  У даний час одним із основних напрямків стратегічного розвитку України є досягнення енергетичної
незалежності.  Для  реалізації  цього  необхідно впроваджувати системи  використання  наявних  у  нашій  державі
енергетичних  ресурсів.  Оскільки  значну  частину  економічної  діяльності  країни  займає  сільськогосподарська
діяльність, застосування низькосортних видів палив, більшість з яких є відходами саме даної сфери, є актуальним і
вигідним  з  економічних  та  екологічних  міркувань.  При  цьому  реконструкція  котлів,  удосконалення  методів  і
способів спалювання в вихрових топках низькосортних видів палива дозволить суттєво скоротити споживання
імпортованого природного газу і наблизити країну до статусу енергетично незалежної держави При цьому на
виході з топки забезпечується висока ефективність сепарації частинок, у яких ступінь вигорання коксу становить
100 %. Значення об’ємної концентрації частинок β<3∙10-2 характеризує аеродинамічний режим руху частинок у
топці,  як  режим  газової  суспензії.  У  статті  наведено  результати  чисельного  дослідження  поведінкових
характеристик  процесу  спалювання  деревної  тирси  діаметром  від  25  мкм  до  750  мкм  у  вихровій  топці  з
зустрічними  закрученими  потоками  повітря.  Наведено  поля  статичного  тиску  та  абсолютної  швидкості  в
топковому об’ємі. Показано зміну густини потоку, об’ємної концентрації частинок за висотою топки. Витратна
концентрація  частинок  становить  0,094  кг/кг  повітря.  У  ході  виконання  досліджень  визначено  основні
характеристики  процесу  спалювання  деревної  тирси  у  вихровій  топці  з  зустрічними  закрученими  потоками
повітря, а саме: більш висока швидкість газів спостерігається в пристіновій області в нижній частині топки; при
збільшенні діаметрів частинок палива зона із максимальним вмістом коксу в них переміщується із нижньої зони
топки до верхньої; тиск газів змінюється незначно як по висоті, так і по перетину топки.

Ключові слова:  спалювання палива, вихрові топки, сепарація частинок,  швидкість паливно-
повітряної суміші.

Вступ. Для  підвищення  рівня  енергетичної
незалежності  України,  а  саме  зменшення
споживання природного газу, використовують рі-
зні  місцеві  палива та  відходи (деревні  відходи,
газоподібні,  низькосортні  палива  та  ін.).  Для
спалювання низькосортних палив реконструюю-
ться топки котлів. На даний час ще недостатньо
вивченим є енергоефективність процесів спалю-
вання низькосортних видів палива в топках.

Актуальність  дослідження. У  даний  час
одним із основних напрямків стратегічного роз-
витку України є досягнення енергетичної незале-
жності.  Для  реалізації  цього  необхідно
впроваджувати системи використання наявних у
нашій державі енергетичних ресурсів. Оскільки
значну частину економічної діяльності країни за-
ймає сільськогосподарська діяльність, застосува-

ння низькосортних видів палив, більшість з яких
є  відходами  саме  даної  сфери,  є  актуальним  і
вигідним  з  економічних  та  екологічних  мірку-
вань.  При  цьому  реконструкція  котлів,
удосконалення методів і способів спалювання в
вихрових топках низькосортних видів палива до-
зволить  суттєво  скоротити  споживання
імпортованого природного газу і наблизити краї-
ну до статусу енергетично незалежної держави.

Останні дослідження та публікації. У 2020
році в Німеччині на деревній біомасі – тирсі та
пеллетах, – працює понад 550 газогенераторних
електростанцій.  За  їхньою  кількістю  країна
знаходиться на першому місці у світі.  Сьогодні
Німеччина  є  основним виробником обладнання
для газифікації біомаси в Європі. Однак, висока
вартість обладнання (близько 5-6 тисяч євро за
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1 кВт електроенергії)  обмежує його широке за-
стосування [1].  При цьому продовжують розви-
ватися технології спалювання біопалив.

У наш час для спалювання біомаси і різних
паливних відходів широко застосовуються топки,
обладнані  решітками  для  спалювання  біомаси
високої вологості,  різного фракційного складу і
високої зольності.

Для  спалювання  відходів  сільського
господарства  застосовуються  топки  з  вібра-
ційною чи обертовою решіткою [2-5].

Спалювання  твердих  палив  і  топкових  від-
ходів у топках з киплячим шаром здійснюється в
комерційних котлах різної потужності з великим
топковим об’ємом. Застосовуються наявні котли
після  їхньої  модернізації  та  котли  нових  кон-
струкцій [2-6].

Шахтні  топки  з  нерухомою  похилою  реші-
ткою  застосовуються  для  спалювання  вологих
деревних  відходів.  Однак,  вони  характеризую-
ться низькою ефективністю спалювання палива.
При цьому через значний об’єм волового палива
регулювання процесу горіння ускладнене.

Топки з зануреними поверхнями нагріву за-
стосовувались у котлах вугільних шахт в Україні
[7, 8]. Топки з поворотними поверхнями забезпе-
чують регулювання теплової потужності котла і
підтримують температуру киплячого шару.

Технологічні обмеження спалювання твердо-
го  палива  в  киплячому  шарі  –  висота  шару
повинна  становити  понад  350 мм  при  тепло-
напрузі  активної  площі  решітки  понад
10 МВт/м2.  При цьому малі  габарити топкового
об’єму  ускладнюють  роботу  систем  подачі
вторинного повітря повернення виносу, регулю-
вання  процесу  горіння.  Рекомендована  теплова
потужність котлів становить понад 6 МВт.

Останнім часом з’явилися топки, у яких по-
єднується процес спалювання палива в киплячо-
му шарі з вихровим спалюванням у надшарово-
му просторі. У [10] наведена теплова схема ци-
клонно-шарової топки, у якій первинне повітря
подається  під  шар,  створюючи  закручений  га-
зовий потік.

Сучасна промисловість  випускає  комерційні
котли з киплячим шаром (фірма Kawasaki): котли
з бульбашковим киплячим шаром; котли із зовні-
шньою та внутрішньою циркуляцією киплячого
шару.  У роботах  [11-13] показана  ефективність
застосування  технології  киплячого  шару  при
спалюванні  деревних  відходів  різного
фракційного  складу.  Однак,  для  досягнення
сталого  гідравлічного  режиму  псевдозрідження
дрібнофракційного деревного палива з’являється
необхідність  застосування  шароутворювального
інертного  матеріалу  через  велику  парусність
деревного палива.

Більш ефективними для спалювання дрібного
палива є топки швидкісного горіння – циклонні
та вихрові топки, що характеризуються низькою
металоємністю,  малими  габаритами  та  просто-
тою конструкції [17, 18]. При цьому спалювання
біомаси  характеризується  пошаровою  подачею
повітря і палива в топку чи камеру згоряння, а
також вигоранням частинок палива при великій
швидкості й обмеженому об’ємі топки [16].

У  [15,  16]  наведено  конструкцію  камери
згорання газотурбінного двигуна для спалюван-
ня деревного пилу. Наведено результати моделю-
вання процесів спалювання пилу з концентраці-
єю 74,8 мг/м3. Вказано, що спостерігається нері-
вномірність  температурного  поля  на  виході  з
камери згоряння, що становить 23 % за середньої
температури  газів  на  виході  1147 °С.  У  [18]
наведено опис теплової схеми вихрової топки з
убудованими  закрученими  лопатками  та
параметри  роботи  процесів  при  спалюванні
торфу. 

Перспективним напрямком спалювання пали-
вних відходів є створення інтенсивних процесів
у вихрових топках. Вихрові технології все більш
широко використовуються при організації горін-
ня рідких, твердих і газоподібних палив [22, 23].
Їх широко застосовують в енергетиці з 1970 року
[24-34] та аспіраційних системах [35]. 

Основні переваги вихрової технології спалю-
вання  полягають  у  поліпшенні  екологічних
показників,  стійкості  спалахування  та  горіння
твердого палива. Вихрова технологія забезпечує
спалювання  твердих палив,  таких як кам’яне й
буре  вугілля,  горючі  сланці,  торф,  відходи
оброблення  деревини  та  інші  види біопалива.
Вона може бути реалізована в традиційних каме-
рних топках за рахунок їхньої модернізації. Ви-
хрові  технології  використовують  принцип
спалювання  твердого  палива  в  умовах  бага-
торазової циркуляції частинок у камерній топці.  

У камерній топці великі завихрення не забез-
печують  цілісність  потоку. Циклоно-вихрова
технологія спалювання твердого палива дозволяє
зменшити  топковий  об’єм  котельного  агрегату,
його габарити й масу. Інтенсивне перемішування
частинок палива та повітря в закрученому потоці
забезпечує інтенсивний тепломасообмін і спалю-
вання палива. 

Формулювання цілей статті. Метою даної
роботи  є  чисельне  дослідження  характеристик
процесу спалювання деревної тирси у вихровій
топці з зустрічними закрученими потоками пові-
тря.

Метод  дослідження.  Методика  досліджень
базується  на  фізико-математичних  методах
теоретичних  досліджень  процесів  спалювання
низькосортних газоподібних та твердих палив на
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основі  законів і  рівнянь фізико-хімічної кінети-
ки, аеродинаміки та тепломасообміну, і зокрема,
фізико-математичного  моделювання  взаємодії
струмин.  Застосовано  методи  експери-
ментальних лабораторних і натурних досліджень
на основі сучасних теорій постановки, виконан-
ня, математичної обробки й отримання достові-
рних даних результатів теплофізичного експери-
менту [19,20].

Чисельні  дослідження  проводилися  за
допомогою системи диференційних рівнянь у ча-
стинних  похідних  (ДРЧП),  яку  складено  з
осереднених  за  Рейнольдсом  рівнянь  Нав’є-
Стокса,  двох  рівнянь  диференційної  k-ε  моделі
турбулентності,  рівнянь збереження для безроз-
мірних функцій Шваба-Зельдовича і для пульса-
цій  цих  функцій,  а  також  інтегро-диференці-
ального рівняння переносу випромінювання.

ρ
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де uj – декартові компоненти вектора усередненої
швидкості газу, м/с; xj  – декартові координати, м;
Sn  – джерело маси,  відповідне переносу маси в
газову фазу від частинок, що реагують, кг/(м3 с);
ρ  –  густина  газу,  кг/м3;  р –  тиск газу,  Па; τij  –
компоненти тензора напружень

τ ij=( μ+ μm)( ∂ ui

∂ x j

+
∂ u j

∂ xi
), Па;

μ – динамічна в’язкість, Па·с;  μm – турбулентна
в’язкість, що визначається за формулою Колмо-
горова-Прандтля;

μm=C μ ρ
k 2

ε
, Па·с;

Cμ –  емпіричний  коефіцієнт;  k –  кінетична
енергія турбулентності

k=1
2

u i
' ui

' , м2/с2;

u i
'  –  збурення  швидкості  газу  відносно

усередненого  значення,  м/с; ε  –  питома  швид-
кість дисипації кінетичної енергії турбулентності
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∂ui

'
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, м2/с3;

ν – коефіцієнт  кінематичної  в’язкості,  м2/с;
Sfi  – джерело кількості руху, обумовлене міжфа-
зною взаємодією, Па/м; h – питома ентальпія;

h=∑
i

Y i(∆ h fi
0 +∫

T 0

T

c pi(T )dT ), Дж/кг;

Yi  – масова частка хімічного компонента і; ∆ h fi
0  –

питома ентальпія освіти хімічного компонента і,
Дж/кг;  T –  температура газу, К;  T0 – стандартна
температура,  К; cpi  – питома теплоємність хімі-
чного  компонента  і при  постійному  тиску,
Дж/(кг·К); Pr – число Прандтля; PrT – турбулент-
не  число  Прандтля; SQ –  джерело  теплоти,
Дж/(м3·с),  обумовлене міжфазною взаємодією з
частинками; σk, σε, Cε1, Cε2, Cg, Cd, σT, – емпіричні
коефіцієнти;  G –  член, що характеризує генера-
цію кінетичної енергії турбулентності за рахунок
зсувних напружень

G=μT

∂ ui

∂ x j
( ∂ u i

∂ x j

+
∂ u j
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), м2/с3;

β0 = ka + σs – об’ємний коефіцієнт загасання, м – 1;
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ka  – об’ємний  коефіцієнт  поглинання,  м – 1;
σs –  об’ємний  коефіцієнт  розсіювання,  м – 1;
I  –  інтенсивність  випромінювання,  Вт/м2;  r⃗  –
радіус-вектор  довільного променю  в  кутовому
напрямку  поширення  випромінювання  s⃗;
ω0 = σs / β0 –  альбедо  розсіювання; Ib = σ T4 / π –
інтенсивність  випромінювання  абсолютно
чорного  тіла,  Вт/м2; σ –  стала  Стефана-Больц-
мана, Вт/(м2·К4); Ω – одиничний вектор тілесного
кута, що характеризує напрям поширення тепло-
вого випромінювання внаслідок розсіювання фо-
тонів s⃗;

Безрозмірна  функція  Шваба-Зельдовича  ви-
значається виразом

f n=
Z q − Z q.O

Z q. F1
− Zq .O

,

f 1+ f 2+ f 0=1,

де Ζq – масова частка елемента q; індекси «F1» і
«O»  відносяться  до  первинного  палива  й  оки-
слювача відповідно.

Всі  термохімічні  скаляри  φi (масові  частки
хімічних компонентів,  щільність і  температура)
залежать винятково від fn, а саме

ϕi=∫
0

1

∫
0

1

ϕi ( f 1 , f 2 , h) P1 ( f 1) P2( f 2) d f 1 d f 2,

де h  – миттєва ентальпія;  Рn(fn) – функція ПРВ,
що описує ймовірність того, що значення змінної
φі знаходиться між φ і φ + Δφ і апроксимується
β-функцією. 

Рівняння стану суміші ідеальних газів

p=R ρ T ∑
i

Y i

M i

, Па,

де  R –  універсальна  газова  постійна,
Дж/(моль∙К);  Мі -  молекулярна  маса  хімічного
компонента i.

Весь діапазон початкових розмірів частинок
торфу  ділився  на  скінченне  число  дискретних
інтервалів.  Кожен  з  них  замінюється  середнім
діаметром,  для  якого  виконувався  розрахунок
траєкторії і  тепломасообміну. При цьому кожна
моделювальна частинка є «пакетом» частинок з
однаковими траєкторіями. Розподіл частинок за
розмірами  описувався  формулою
Розіна-Раммлера

Y d=e−(d / d )n,

де Yd  – масова частка частинок з діаметром d, м;
d  – медіанний діаметр частинок, м; n – параметр

розподілу.
Траєкторії часток моделювалися шляхом інте-

грування рівняння балансу сил, що діють на ча-
стку,  яка вирівноважує  інерцію частки  та  силу
аеродинамічного опору

d u pj

dt
=

− 3 ρ CR

4 ρp d p
(u pj −u j )√∑

j
(u pj −u j )

2, м/с2,

j = 1, 2, 3,

де upj  – декартові компоненти вектора швидкості
частинки, м/с;  t – час, с;  ρ – густина газу, кг/м3;
СR –  коефіцієнт  аеродинамічного  опору  части-
нки;  Rep –  відносне  число  Рейнольдса  частки;
ρp  – густина частинки; dp  – діаметр частинки, м;
uj – декартові компоненти вектора швидкості га-
зу, м/с [20].

Чисельно досліджувалися процеси спалюван-
ня деревної тирси діаметром від dmin = 25 мкм до
dmax = 750 мкм у вихровій топці теплопродукти-
вністю 2,6 МВт. Побудовано розрахункову сітку
(рис. 1).

а б в

г
Рис. 1  Розрахункова сітка: 
а – вид збоку; б – ізометрія; 

в – повздовжній переріз топки z=0; г – вид зверху
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Моделювання  виконано  для  палива  з
елементарним  складом:  С – 50 %;  Н – 6 %;
О – 43,5%; N – 0,5%.  Технічний склад: вологість
10 %;  зольність  на  суху  масу  Ас = 0,6%,  на
робочу  Ар = 0,54%;  вихід  летючих  на  горючу
масу 85 %, на робочу Vр = 76,041 %.

Характеристики  палива  такі:  вища  теплота
згоряння (на робочу масу) 17,676 МДж/кг; тепло-
ємність  1,70 кДж/кг;  густина  500 кг/м3;
температура виходу летючих 200 °С. Витрата ти-
рси  становила  0,145 кг/с,  витрата  первинного
повітря,  що  подається  знизу  топки  становила
1,285 кг/с, витрата вторинного повітря 0,255 кг/с.

Результати та їхнє обговорення. Результати
розрахунку вказують, що ступінь вигорання лег-
кої  тирси  становить  100 %.  Ступінь  вигорання
коксу  з  частинок,  що  виносяться,  також
становить  100%.  При  цьому  винос  частинок
становить 56 %, уловлювання частинок – 31 %.
Біля 13 % частинок накопичується у топковому
об’ємі довгий час до повного вигорання.  Вихід
кисню  становить  9,5 %,  температура  вихідних
газів 1473 °С.

Розглянемо  розподіл  абсолютної  швидкості
газу, м/с, у повздовжньому перерізі топки (рис. 2)
та  траєкторії  руху частинок  (рис. 3).  Більш ви-
сока  швидкість  газів,  близько  30...40 м/с,  спо-
стерігається в пристіновій області в нижній ча-
стині топки. Розрахункова швидкість повітря на
вході в топку становить 5-8 м/с. На осі топки у
всій її висоті швидкість газів низька і становить
менше 10 м/с.

Рис. 2  Розподіл абсолютної швидкості газу, м/с,
у повздовжньому перерізі топки

.

а .

б
Рис. 3 Траєкторії частинок 

пофарбовані згідно масової долі коксу в їхньому складі
з початковим діаметром:
а – 25 мкм, б – 750 мкм, 

Висновки. Виявлено  особливості  процесу
спалювання  деревної  тирси  у  вихровій  топці  з
зустрічними  закрученими  потоками  повітря:
більш висока швидкість газів  спостерігається в
пристіновій області у нижній частині топки; при
збільшенні  діаметрів  частинок  палива  зона  із
максимальним вмістом коксу в них переміщує-
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ться із нижньої зони топки до верхньої; тиск га-
зів змінюється незначно як за висотою, так і за
перерізом топки. 

Перспективи  подальших  досліджень.  В
подальшому планується розглянути  основні  ха-

рактеристики  процесу  спалювання  твердого
палива  у  вихрових  топках  із  застосуванням
спеціальних  напрямних  пластин  для  паливно-
повітряної суміші.
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Аннотация.  В  настоящее  время  одним из  основных направлений стратегического  развития Украины является
достижение энергетической независимости. Для реализации этого необходимо внедрять системы использования
имеющихся  в  нашем  государстве  энергетических  ресурсов.  Поскольку  значительную  часть  экономической
деятельности  страны занимает сельскохозяйственная  деятельность,  применение  низкосортных  видов  топлив,
большинство из которых являются отходами именно данной сферы, актуально и выгодно по экономическим и
экологическим соображениям. При этом реконструкция котлов, усовершенствование методов и способов сжигания
в вихревых топках низкосортных видов топлива позволит существенно сократить потребление импортируемого
природного газа и приблизить страну к статусу энергетически независимого государства. При этом на выходе из
топки обеспечивается высокая эффективность сепарации частиц, в которых степень выгорание кокса составляет
100%.  Значение  объемной  концентрации  частиц  β<3∙10-2 характеризует  аэродинамический  режим  движения
частиц  в  топке  как  режим  газовой  суспензии.  В  статье  приведены  результаты  численного  исследования
поведенческих характеристик процесса сжигания древесных опилок диаметром от dmin=25 мкм до dmax=750 мкм в
вихревой  топке  со  встречными  закрученными  потоками  воздуха.  Приведены  поля  статического  давления  и
абсолютной скорости в топочном объеме. Показано изменение плотности потока, объемной концентрации частиц
по высоте топки. Расходная концентрация частиц составляет 0,094 кг/кг воздуха. В ходе выполнения исследований
определены основные  характеристики  процесса  сжигания  древесных  опилок  в  вихревой  топке  со  встречными
закрученными потоками воздуха, а именно: более высокая скорость газов наблюдается в пристенной области в
нижней части топки; при увеличении диаметров частиц топлива зона с максимальным содержанием кокса в них
перемещается из нижней зоны топки в верхнюю; давление газов изменяется незначительно как по высоте, так и
по пересечению топки. 

Ключевые слова: сжигание топлива, вихревые топки, сепарация частиц,  скорость топливно-
воздушной смеси
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Abstract. The article presents the results of a numerical study of the behavioral characteristics of the process of burning
sawdust with a diameter from dmin = 25 μm to dmax = 750 μm in a vortex furnace with counter swirling air flows. The
fields  of  static  pressure  and  absolute  velocity  in  the  furnace  volume  are  given.  The  change  in  flow  density,  volume
concentration of particles along the height of the furnace is shown. Consumption concentration of particles is 0.094 kg / kg
of air.  Currently,  one of the main directions of Ukraine's strategic development is to achieve energy independence.  To
achieve this, it is necessary to implement systems for the use of energy resources available in our country. Since a significant
part of the country's economic activity is occupied by agricultural activities, the use of low-grade fuels, most of which are
waste  in  this  area,  is  relevant  and  profitable  for  economic  and  environmental  reasons.  Reconstruction  of  boilers,
improvement  of  methods  and  ways  of  combustion  in  vortex  furnaces  of  low-grade  fuels  will  significantly  reduce  the
consumption of imported natural gas and bring the country closer to the status of energy-independent state. coke burnout is
100%. The value of the volume concentration of particles β <3 ∙ 10-2 characterizes the aerodynamic mode of motion of
particles in the furnace as the mode of gas suspension. In the course of research, the main characteristics of the process of
burning sawdust in a vortex furnace with counter-swirling air flows, namely: higher gas velocity is observed in the near-
wall area in the lower part of the furnace; when the diameter of the fuel particles increases, the zone with the maximum coke
content in them moves from the lower zone of the furnace to the upper; the gas pressure varies slightly both in height and in
the cross section of the furnace.

Key words: fuel combustion, vortex furnaces, particle separation, speed of the fuel-air mixture
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Анотація. В системі газопостачання України одночасно працюють газові прилади вітчизняного виробництва, при
виготовлені яких враховані чинні в нашій країні вимоги до параметрів газу, і прилади, що виготовлені в країнах
Європейського союзу,  де вимоги до характеристик газу дещо інші. Перші прилади для забезпечення оптимального
процесу горіння потребують тиск 1200-1300 Па, а другі – 2000-2500 Па. Тиск в розподільній мережі може бути
значно  нижчим,  ніж  це  потребує  газове  обладнання.  Регулювання  тиску  дозволяє  фактично  вплинути  на
ефективність  спалювання  газу.  Проведено  дослідження  змін  витрат  газу  і  часу  спалювання  при  нагріванні
фіксованого  обсягу  рідини  при  різних  тисках.  Дослідження  проводились  на  побутових  газових  плитах  різних
виробників.  Діапазон  зміни  тиску  становив  від  1800  до  2600  Па.  Визначені  коефіцієнти  зміни  ефективності
використання  газу  (δ)  при  роботі  приладів  в  залежності  від  тиску  перед  пальниками.  На  підставі  аналізу
отриманих  результатів  оптимальним  визначено  тиск  на  рівні  2400  Па.  При  цьому  найменша  ефективність
спостерігалась  при  тиску  1800 Па (відхилення  до  40%).  При тисках  2000  і  2500  Па  в  середньому  відхилення
ефективності склало 20%. Також виконаний аналіз залежності витрати газу від інтенсивності його спалювання.
Досліди  проводились  при  сталому  тиску  на  конфорках  різної  потужності.  Визначено,  що  при  використанні
конфорки найменшої потужності об’єм спожитого газу зменшується в 1,3 рази при збільшенні часу нагрівання
приблизно в 2 рази порівняно з конфоркою підвищеної потужності.

Ключові  слова:  газопостачання,  тиск,  витрата  газу,  час  спалювання,  теплота  згорання,
дроселювання

Вступ. Україна  як  асоційований  член
Європейського  союзу  інтегрує  своє
законодавство  в  європейській  правовий  про-
стір, погоджуючи чинні вимоги в газовій галузі
з вимогами європейської спільноти [1].

В  житловому  і  громадському  секторі
споживачі  використовують  газові  прилади  як
вітчизняного так і Європейського виробництва.
Але  законодавчі  норми,  які  регламентують
параметри подачі газу, що споживається на те-
риторії  України  в  основному  прийняті  ще  за
радянських часів. В чинних на території Украї-
ни  нормах передбачається  тиск  подачі  газу
1200  Па  [2],  в  той  час  як  європейські  норми
вимагають не менше 2000 Па, що вказується в
паспортах газового обладнання [3, 4].

При використанні природного газу в Украї-
ни біля 30 млрд м3, більше половини споживає
житлово-комунальний  сектор,  де  встановлено
переважно побутове газове обладнання. 

Актуальність  дослідження. Ціна  на  при-
родний газ зростає, особливо в зимовий період,
коли  інтенсивність  газоспоживання  різко
збільшується.  Тому  питання  ефективного
спалювання  газу  для  створення  умов  макси-
мального використання його енергетичного по-
тенціалу є дуже актуальними. 

Останні  дослідження  та  публікації. В
Україні  з  травня  2022  року  визначення  кі-
лькості спожитого газу буде відбуватися в оди-
ницях енергії [5]. 

На  кількість  енергії,  що  міститься  в  при-
родному  газі,  безпосередньо  впливає  його
компонентний склад [6], і опорядковано (через
об’єм) його температура [7] та тиск [8].

В газорозподільчих мережах значення тиску
може коливатися в значному діапазоні.

Максимальний робочий тиск газу після ре-
гулятора  тиску,  що  подає  газ  побутовим  га-
зовим  приладам,  встановлюється  залежно  від
номінального перед приладами, але не більше
ніж 300 даПа для природного газу. Для систем
газопостачання  низького  тиску  мінімальний
тиск подачі газу у найбільш віддаленого спожи-
вача повинен бути не менше ніж 70 даПа [9]. 

Технічний регламент природного газу перед-
бачає з 01.01.2025 року збільшення допустимо-
го  надлишкового  тиску  природного  газу  з
1700 Па до 2500 Па [10].

Формулювання цілей статті. Метою робо-
ти є дослідження впливу зміни тиску на ефе-
ктивність  роботи  побутових  газових  приладів
та визначення його оптимальної величини для
пальників різної потужності.
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Основна  частина. Для  забезпечення
оптимального  режиму  роботи  побутових  га-
зових  приладів  необхідно  забезпечити  подачу
газу  з  параметрами,  що  зазначені  в  паспорті
певного  газового  приладу.  Основними
параметрами, що впливають на процес горіння,
є склад газу, його енергетична цінність, кДж/м3,
і  густина,  кг/м3,  число  Воббе, кДж/м3,
температура точки роси, К, за водою і за вугле-
воднями, наявність механічних домішок, воло-
гість та надлишковий тиск газу, Па,  з яким він
подається  до  приладів.  Газопостачальні  орга-
нізації  не  в  змозі  коригувати  більшість
параметрів.  Але  вони  можуть  вплинути  на
забезпечення очищення газу та на величину ти-
ску. 

Розподільчі системи газопостачання можуть
відрізнятися  за  кількістю  ступенів  і  величи-
нами тисків. При будівництві основної частини
газорозподільчих  систем  на  території  населе-
них пунктів України перевага віддавалася бага-
тоступеневим  системам  газопостачання,  які
переважно складалися з систем низького тиску.
Оскільки все  побутове  газове  обладнання  по-
требує подавання саме низького тиску газу, то
живлення цих приладів здійснювалося від бага-
токільцевих  мереж  низького  тиску.  Через
значну протяжність і навантаження мережі ни-
зького  тиску  неможливо  було  забезпечити  рі-
вномірний розподіл і паспортні значення тиску
біля кожного приладу.

В  останнє  десятиріччя  споживачі  почали
активно встановлювати прилади європейського
виробництва,  які для забезпечення ефективної
роботи вимагають значно вищий тиск. Зараз до
систем  низького  тиску  одночасно  приєднано
споживачі,  газоспоживальне  обладнання  яких
потребує різних значень тиску (1200, 1300 або
понад 2000 Па).

Державними будівельними нормами перед-
бачається подача тиску в мережі низького тиску
на рівні  1200 Па.  Забезпечити в одному вули-
чному газопроводі підтримання різних значень
тиску  неможливо.  Тому  в  сучасних  системах
газопостачання населених пунктів перевага від-
дається  системам  газопостачання  середнього
тиску з забезпеченням зниження тиску до необ-
хідного  рівня  безпосередньо  біля  кожного
споживача.  Це  зниження  відбувається  за
допомогою будинкових регуляторів тиску (на-
приклад,  РДГС-10)  або  газорегуляторних  пу-
нктів шафового типу,  встановлених для групи
будинків.  При цьому  перший  варіант  має
більшу ефективність. 

Проведено дослідження впливу зміни тиску
на ефективність роботи побутових газових при-
ладів.  Дослідження  проводилося на  дво-

ступеневій  змішаній  системі  газопостачання
середнього і  низького тиску,  яка  подає  газ  на
смт.  Ямпіль  і  село  Мокроволя  Хмельницької
області (рис. 1, а). 

Точками приєднання газорозподільної мере-
жі до системи магістральних газопроводів є га-
зорегуляторна  станція  (ГРС)  «Білогір’я»,  яка
забезпечує  газопостачання  села  Мокроволя,  і
ГРС «Ямпіль». Через останнє газ подається на
селище міського типу Ямпіль. Тиск газу на ви-
ході з ГРС дорівнює 0,6 МПа. На головних га-
зорегуляторних  пунктах  (ГГРП)  тиск  газу
знижується до 0,3 МПа.

Перша  серія  дослідів  проводилася  в  селі
Мокроволя. Система газопостачання села одно-
ступенева  (низького  тиску),  розгалужена,  з
тупиковими  ділянками.  Зниження  тиску  до
0,003 МПа  в  селі  відбувається  за  допомогою
одного  газорегуляторного  пункту  (ГРП)  та
трьох шафових регуляторних пунктів (ШРП). 

Досліди проводилися в двох газифікованих
будівлях, розташованих у протилежних кінцях
населеного пункту (в точках 1 і 2 на рис. 1,а).
Тиск у вуличному газопроводі біля будівлі, де
проводилося  перше  дослідження  (точка  1  на
схемі), становив 2400 Па. 

Визначалась ефективність роботи пальників
газової  плити  «Вartscher»  GHU з  паспортним
робочим тиском 2000 Па (20 мбар). Плита має
пальники  різної  потужності.  Для  обліку  газу
використовувався  мембранний  лічильник  газу
«Metrix»  G 4,  який  має  клас  точності  1,5.
Робочий  діапазон  температури  становить  від
мінус 30 до плюс 55 ℃. Втрати тиску за макси-
мальної  витрати  не  перевищує  200 Па.  Лічи-
льник повірено в  лабораторії  ПАТ "Хмельни-
цькгаз".

В усіх дослідах відбувався процес нагріван-
ня води в посудині об’ємом 3 дм3. Температура
повітря  в  першому  досліді  становила  31 ℃,
атмосферний  тиск  –  100,792 кПа.  Відповідно
до значень атмосферного тиску було визначено
температуру  закипання  води,  яка  становила
99,98 ℃.

З урахуванням початкової температури води,
яка нагрівалася на різних конфорках, було ви-
значено різницю температури води для кожного
досліду і теоретично необхідну кількість тепло-
ти на нагрівання води до температури кипіння.
Енергетичну  цінність  палива  було  взято  з
Паспорту  ФХП  газу [11].  Середньозважене
значення  вищої  теплоти  згоряння  –  38,36
МДж/м3.

Аналіз  проведених  досліджень  (табл. 1)
показав, що найшвидше відбувається нагрів на
конфорці великої потужності (13 хв 1с), при ви-
траті газу 0,063 м3.  
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Рис. 1. Принципова схема системи газопостачання смт Ямпіль і с. Мокроволя Хмельницької області

Рис. 1. Газопостачання смт Ямпіль і с. Мокроволя Хмельницької області:
а – принципова схема зовнішньої мережі газопостачання; б – схема газопостачання будівлі у с. Ямпіль
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Таблиця 1
Результати вимірювань витрат газу і часу нагрівання

при тиску 2400 Па

Потужність
конфорки

Початква тем-
пература во-

ди, оС

Час 
нагріван-

ня, с

Витрата 
газу, м3

підвищена 23,0 781 0,063
нормальна 21,0 1010 0,052
зменшена 20,0 1560 0,042

Найдовший нагрів відбувається на конфорці
найменшої потужності (26 хв) при витраті газу
0,042 м3. Отже, при збільшенні часу нагрівання
в 2 рази витрата газу зменшується в 1,5 рази.

Друге  дослідження (на  рис. 1,а,  точка  2)
проводилося в протилежній частині населеного
пункту,  в  безпосередній  близькості  від  ШРП.
Тиск  у  вуличному  газопроводі  біля  будівлі
становив  2500 Па.  Визначалась  ефективність
роботи  пальників  газової  плити  ПГ-4  марки
«Vestfrost GG56 E11 W8»  з  паспортним  робо-
чим тиском 2000 Па (20 мбар).

Плита має чотири пальники: один підвище-
ної, два – нормальної і один малої потужності.
Для обліку газу використовувався мембранний
лічильник  газу  «Самгаз»,  повірений  в  ла-
бораторії ПАТ "Хмельницькгаз".

Температура повітря становила 30 ℃, атмо-
сферний  тиск  –  98,257 кПа.  Методика  дослі-
дження залишалася незмінною.

Дослідження  при  сталому  тиску  2500  Па,
показали (табл.  2), що найшвидше відбувається
нагрів  на  конфорці  великої  потужності  (12 хв.
30 с) при витраті газу 0,062 м3. Найдовший на-
грів відбувається на конфорці найменшої поту-
жності  (28 хв.  50 с)  при  витраті  газу  0,050 м3.
Отже, при збільшенні часу нагрівання в 2,3 рази
витрата  газу  зменшується  в  1,24  рази.  Тобто
тенденція зберігається.

Таблиця 2
Результати вимірювань витрат газу і часу нагрівання

при тиску 2500 Па

Потужність
конфорки

Початква
темпера-
тура во-
ди, оС

Час 
нагрівання,

с

Витрата 
газу, м3

підвищена 10,0 750 0,062
нормальна 14,5 906 0,057
зменшена 16,0 1730 0,050

Графічна  залежність витрат  газу  від  часу
нагрівання на різних конфорках газової плити
при тисках 2400 і 2500 Па наведені на рис. 3.

В смт. Ямпіль за сприянням працівника АТ
«Хмельницькгаз»  Червоного Д. Л.  також  було

проведено серію дослідів, але при змінному ти-
ску перед пальниками. 

Система газопостачання смт.  Ямпіль пере-
важно складається із мереж середнього тиску, з
невеликими  тупиковими  ділянками  низького
тиску. Згідно з [11] на смт Ямпіль подавався газ
з такими показниками: середньозважене значе-
ння нижчої теплоти згоряння – 34,66 МДж/м3;
середньозважене  значення  вищої  теплоти
згоряння – 38,36 МДж/м3; вміст метану 89,1 %,
етану 5,1 %, пропану 1,3 %. Тиск у вуличному
газопроводі біля будівлі, де проводилися дослі-
ди, становив 0,28 МПа.

Дроселювання  (рис. 1,б) здійснювалося  за
допомогою регулятора РДГС-10, встановленого
на стіні газифікованої будівлі. Визначалась ефе-
ктивність роботи пальників газової плити ПГ-4
марки «Gefest» з  паспортним робочим тиском
2000 Па  (20 мбар).  Для  обліку  газу  викори-
стовувався  мембранний  лічильник  газу
«Самгаз»  G 4,  повірений  у  встановленому
порядку.

Досліди  виконувалися  для  чотирьох  режи-
мів вхідного тиску (1800, 2000, 2400 і 2600 Па)
на конфорках підвищеної і нормальної потуж-
ності.  Початкова  температура  води  становила
19,52 ℃,  температура  повітря  дорівнювала
23 ℃, а атмосферний тиск – 99,59 кПа. 

У  ході  проведення  експериментів  було  ви-
значено витрату газу на конфорках нормальної
(Н) і  підвищеної  (П)  потужності,  а  також час
нагрівання фіксованого обсягу води (3 дм3) до
точки кипіння при різному тиску подачі газу на
пальники (табл. 3, рис. 4, 5).

Таблиця 3
Результати вимірювань витрат газу і часу нагрівання

при різних тисках

№ 
Тиск
газу,
Па

Витрата газу,
м3

Час 
нагрівання, с δ

Н П Н П
1 1800 0,056 0,073 830 1074 0,603
2 2000 0,059 0,054 785 1050 0,815
3 2400 0,060 0,044 762 1028 1,000
4 2600 0,064 0,055 740 985 0,800

Розрахунковим шляхом визначено відноше-
ння  максимального  споживання  газу  до
споживання газу при робочому тиску δ (рис. 6).

На підставі аналізу отриманих даних можна
зробити  висновок,  що  ефективність  згоряння
газу із збільшенням тиску зростає. При цьому
максимальне  значення  ефективності  спо-
стерігається  при  тиску  2400 Па.  Це  значення
тиску  рекомендується  підтримувати  для
побутових плит.
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Рис. 3. Графіки залежності витрати газу від часу згоряння: синій – точка 1, жовтогарячий – точка 2

Рис. 4. Графіки залежності часу згоряння від тиску газу для конорки:
синій –  підвищеної потужності, жовтогарячий – нормальної потужності

Рис. 5. Графік залежності витрати газу від тиску 
(дослідження на конфорці нормальної потужності)
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Рис. 6. Графік залежності коефіцієнта δ від тиску газу конфорки нормальної потужності

Найменша  ефективність  споживання  газу
спостерігалася при тиску  1800 Па (відхилення
до  40 %).  При  тисках  2000  і  2500 Па  в
середньому  відхилення  становило  20 %.
Оскільки оптимальний тиск перед пальниками
дорівнює 2400 Па, а при подачі газу від регуля-
тора  до  пальників  відбуваються  втрати  тиску
Pвтр,  Па, рекомендується  налаштування  тиску
РДГС-10 2400 + Рвтр, Па.

Рішення щодо використання конфорок має
прийматися  залежно  від  пріоритетності
поставлених  завдань.  Якщо  пріоритетом  при
спалюванні є  економне  використання  газу,
рекомендується  використовувати  конфорку
зменшеної  потужності,  а  діаметр  посуду
повинен бути середнім. При пріоритеті швид-
кого  нагрівання  можна  використовувати
конфорку підвищеної потужності. Але при цьо-
му  кількість  газу,  що  буде  використана,  буде
більшою від попереднього варіанту до 50 %.

Для забезпечення можливості підтримувати
тиск газу на оптимальному для кожного прила-
ду  рівні  перевагу  слід  віддавати  системам

середнього тиску,  які  при компонуванні  буди-
нковими регуляторами мають більший діапазон
підтримання  необхідного  тиску  залежно  від
індивідуальних  характеристик  приєднаних  до
системи приладів.

Висновки. Для забезпечення максимальної
ефективності  споживання  газу  побутовими
плитами  слід  підтримувати  тиск  перед  ними
2400 Па.  При  тиску  1800 Па  відхилення
становить 40 %, а за тиску 2000 і 2500 Па від-
хилення  становить  20 %.  Задля  забезпечення
максимальної  ефективності  спалювання  си-
стема  газопостачання  має  проєктуватися
середнього тиску з використанням шафових ре-
гуляторних  пунктів  на  кожному  будинку.
Рекомендація щодо вибору конфорки залежить
від  поставленої  задачі.  Для  мінімального
споживання  газу  слід  обирати  конфорку
меншої  потужності  та  посуд  середнього
діаметра.  Задля  швидкого  нагрівання  можна
скористатися  конфоркою  підвищеної  потуж-
ності. При цьому перевитрата газу може дося-
гати 50 %.
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Анализ влияния давления газа на параметры его сжигания в бытовых 
газовых плитах
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Аннотация.  В  системе  газоснабжения  Украины  одновременно  работают  газовые  приборы  отечественного
производства, при изготовлении которых учитывались действующие в нашей стране требования к параметрам и
приборы, изготовленные в странах Европейского союза, где требования к характеристикам газа несколько иные.
Первые приборы для обеспечения оптимального процесса сжигания требуют давление 1200-1300 Па, а вторые
2000-2500 Па. Допустимое минимальное давление в распределительной сети может быть значительно ниже, чем
требует  газовое  оборудование.  Регулирование  давления  фактически  позволяет  влиять  на  эффективность
сжигания  газа.  Проведено  исследование  изменения  расхода  газа  и  времени  его  сжигания  при  нагреве
фиксированного  объёма  воды  при  разных  давлениях.  Исследование  проводилось  на  бытовых  плитах  разных
производителей.  Диапазон изменения давления был от 1800 до 2600 Па. Определены коэффициенты изменения
эффективности  использования  газа δ  при  работе  приборов  в  зависимости  от  давления  перед  горелками.  На
основании анализа полученных результатов оптимальным определено давление 2400 Па. При этом минимальная
эффективность возникала при давлении 1800 Па (отклонение на 40 %). При давлениях 2000 і 2500 Па в среднем
отклонение  эффективности  составило  20 %.  Также  было  проанализирована  зависимость  расхода  газа  от
интенсивности его  сжигания.  Опыты проводились  при  постоянном давлении на  конфорках  разной мощности.
Определено, что при использовании конфорки минимальной мощности объем использованного газа уменьшается в
1,3 раза при увеличении времени нагрева примерно в два раза в сравнении с конфоркой максимальной мощности. 

Ключевые слова: газоснабжение, давление, расход газа, время сжигания, теплота сжигания,
дросселирование

UDC 696.2

Analysis of the influence of gas pressure on the parameters of its 
combustion in household gas stoves 

K. Predun1, V. Konovalyuk2, Yu. Franchuk3

1 Dr. Hab., Prof. Kyiv National University of Construction and Architecture, Kyiv, Ukraine, predun.km@knuba.edu.ua, 
ORCID: 0000-0002-2634-9310
2 PhD, associate professor. Kyiv National University of Construction and Architecture, Kyiv, Ukraine,
konovaliuk.va@knuba.edu.ua, ORCID: 0000-0001-5115-7188 
3 Assistant. Kyiv National University of Civil Engineering and Architecture, Kyiv, Ukraine, franchuk.yy@knuba.edu.ua, 
ORCID: 0000-0002-7910-8705

Annotation. In the gas supply system of Ukraine, gas appliances of domestic production are simultaneously operating, the
manufacture of which took into account the requirements for parameters in our country and appliances manufactured in the
countries of the European Union, where the requirements for the characteristics of gas are somewhat different. The first
devices require a pressure of 1200-1300 Pa to ensure an optimal combustion process, and the second 2000-2500 Pa. The
permissible  minimum pressure in  the distribution  network can be  significantly  lower  than required  by gas  equipment.
Pressure control actually allows you to influence the efficiency of the gas combustion. A study of the change in the gas flow
rate and the time of its combustion when heating a fixed volume of water at different pressures has been carried out. The
study was carried out on household stoves from different manufacturers. The pressure range was from 1800 to 2600 Pa. The
coefficients of change in the efficiency of gas use (δ) during the operation of the devices, depending on the pressure in front
of the burners, have been determined. Based on the analysis of the results obtained, the optimal pressure was determined to
be 2400 Pa. In this case, the minimum efficiency occurred at a pressure of 1800 Pa (deviation by 40%). At pressures of 2000
and 2500 Pa, on average, the deviation of the efficiency was 20%. The dependence of gas consumption on the intensity of its
combustion was also analyzed. The experiments were carried out at constant pressure on burners of different power. It has
been determined that when using a burner with a minimum power, the volume of gas used is reduced by 1 ,3 times with an
increase in the heating time by about two times in comparison with a burner with a maximum power.

Key words: gas supply, pressure, gas consumption, combustion time, heat of combustion, throttling
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