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Досліджено напружений стан термочутливого простору з циліндричною порожниною, 
поверхня якої навантажена сталим тиском і через неї відбувається конвективно-промене-
вий теплообмін із середовищем постійної температури. При цьому враховано залежності 
від температури теплофізичних і механічних характеристик матеріалу. Квазістатичну 
задачу термопружності розв’язано методом збурень. Проведено порівняння отриманих 
розв’язків із розв’язками аналогічної задачі за сталих характеристик матеріалу. 

Ключові слова: термочутливий простір, напружений стан, конвективно-
променевий теплообмін, метод збурень. 
 

Вступ. Під час дослідження міцності та надійності елементів конструкцій спо-
руд, машин і приладів, які працюють в умовах високотемпературного нагрівання 
за складних умов теплообміну з оточуючим середовищем та дії силових наванта-
жень актуальною та практично важливою проблемою є визначення їх термо-
пружного стану. На шляху вирішення цієї проблеми доцільно враховувати залеж-
ності теплофізичних і механічних характеристик матеріалу тіла від температури. 
При цьому вихідні задачі є нелінійні задачі математичної фізики [1-3]. На основі 
такого підходу в роботі [4], як перший етап у процесі визначення температурних 
напружень, визначено температурне поле в системі: безмежне тіло з циліндрич-
ною порожниною, поверхню якої навантажено сталим тиском і через неї відбу-
вається конвективно-променевий теплообмін із середовищем постійної темпера-
тури за врахування залежності від температури коефіцієнта теплопровідності, 
об’ємної теплоємності та коефіцієнта температуропровідності. Якщо за вихідні 
взяти рівняння в переміщеннях, то відповідна квазістатична задача термопруж-
ності є крайова задача зі змінними коефіцієнтами. Тут запропоновано розв’язок 
такої задачі для термочутливого простору з циліндричною порожниною та 
досліджено його напружений стан на основі, знайденого в [4], температурного 
поля за врахування залежності від температури механічних характеристик 
матеріалу тіла (модуля зсуву, коефіцієнтів Пуассона та теплового лінійного 
розширення). 
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1. Формулювання задачі 

Розглянемо задачу про визначення, зумовленого температурним полем і силовим 
навантаженням, напруженого стану однорідного, ізотропного термочутливого 
простору з циліндричною порожниною кругового r = r0 перетину. Термомеханічні 
характеристики матеріалу (модуль зсуву G, коефіцієнт Пуассона ν, температур-
ний коефіцієнт лінійного розширення α t, коефіцієнт теплопровідності λ t, об’ємна 
теплоємність cv та коефіцієнт температуропровідності a) є функції температури. 
Досліджуваний простір має початкову сталу температуру tp і, починаючи з часу 
τ = 0, через поверхню r = r0, на якій задано тиск p, обмінюється теплом шляхом 
конвективно-променевого теплообміну з середовищем сталої температури tc , яке 
заповнює порожнину. Ураховуючи симетрію задачі, напружений стан простору 
визначається радіальним переміщенням u та трьома компонентами тензора 
напружень σrr, σφφ, σzz [5]. 

2. Розв’язування задачі 
Для зручності викладок аналогічно, як в [4], введемо безрозмірні величини: коор-
динату 0r r  ; температуру 0T t t ; переміщення 0 0 0tu u r t   і компоненти 
тензора напружень 0 0 02rr tG t    , 0 0 02 tG t     , 0 0 02zz tG t    , де 
за відлікову температуру t0 вибрано температуру гріючого середовища tc, за харак-
терний розмір — радіус циліндричної порожнини r0; опорні значення коефіцієнта 
лінійного теплового розширення α t0 і модуля зсуву G0 взято за початкової темпе-
ратури Tp. 

Радіальне переміщення u  визначаємо з рівняння 

 
*

*1 ( )( ) ( ) ( ) ( )T u uu T m T T      
               

, (1) 

де 

   ( ) ln ( ) 1 ( )T G T T      
, 

    ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )m T G T T G T T        
, 

а безрозмірні компоненти тензора напружень обчислюємо за формулами 

     *( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )u uG T T T T T
 

            
, 

     *( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) ( )u uG T v T T T T
 

           
, 

   *( ) ( ) 1 ( ) ( )u uG T v T T T
  

           
, (2) 
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де 
 *

( )
1 2 ( )

G T
G T

T


 
,  * *

0

1 ( )( )
1 ( )

T

t
TT T dT
T

 
  

   , модуль зсуву ( )G t  та коефіцієнт 

лінійного теплового розширення α t(t) подані у вигляді 

  *
0( )G t G G T ,         *

0( )t t tt T    , (3) 

        * *
0 0, 1; , 1; ,p p t t p t p p p p cG G T G T T T T T T T t t          . 

Граничні умови задачі мають вигляд 

 
1

p 
   ,    0 

     
0 0 02 t

pp
G t

 
  

. (4) 

Розв’язок задачі (1), (2), (4) знаходимо з розв’язку відповідної осесиметричної 
задачі термопружності для порожнистого циліндра, знайденого методом збурень 
[6], спрямувавши зовнішній радіус циліндра до безмежності:  ; ; ;u        

 0 ; ; ;k k k kk u
  

    . При цьому складники переміщень і напружень визна-
чаємо за формулами 

 * (0) (2)20
0 10

1 1 1( , ) ( , ) ( , )
2

cu c H Fo H Fo H Fo 
 

             
, (5) 

 (0) (2)2
1 1 1

1 1( , ) ( , )
2

k
k k k k

cu c H Fo H Fo 
 

          
, (6) 

  *
0 10 202

1 2 ( )( ) ( , ) ( , )TG T c c H Fo H Fo
 

  
       

 
, (7) 

 1 2 12
1 2 ( )( ) ( , )k k k k

TG T c c H Fo
 

  
     

 
, (8) 

  *
0 10 202

1 2 ( )( ) ( , )TG T c c H Fo
  

     


 

   *1 2 ( ) ( ) ( , )T T H Fo
        , (9) 

 1 2 12
1 2 ( )( ) ( , )k k k k

TG T c c H Fo
 

  
     

 
, (10) 

   * (0)
0 10( ) 2 ( ) 1 2 ( ) ( ) ( ) ( , )G T c T T T T H Fo             , (11) 

 (0)
1 1( ) 2 ( ) ( ) ( , )k k kG T c T T H Fo 

        , (12) 

де 

  * 2 *

1

( , ) ,H Fo Fo d


      ,     ( ) *

1

( , ) ( ) ,m mH Fo T Fo d


        , 
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  ( )
11

1

( , ) ,m m
kkH Fo f Fo d



      ,  

  (0) (2)
2

1 1 2 ( )( , ) ( , ) ( , ) ; 1
2

TH Fo H Fo H Fo k
  

  
         

 
, 

   1 1
1 , ( ) ( )k k

k
u uf Fo T m T 


 

      
,    (

0

aFo
r


  — критерій Фур’є [4]). 

Сталі інтегрування ( 1,2; 0)ikc i k   визначаємо з умов (4). Тоді 

 10 ( , )c H Fo
   ,     1 1( , )k kc H Fo

   ,  

 20
1 1

1 ( , )
1 2 ( )

pc H Fo
G T


 

 
      

,     2 1
1

1 ( , )
1 2k kc H Fo

  
 

, 

де 1 1( )T    ,   1 1( ) ( )G T G T  . 

Переміщення та компоненти тензора напружень в аналогічному нетермо-
чутливому просторі з циліндричною порожниною виражаються формулами 

 0

0 1

1 1
1н н

pu T d
 

   
    , (13) 

    0 0 0
0

1 1 1
1 2

н н
н н

u u T
 

             
, (14) 

    0 0 0
0

1 1 1
1 2

н н
н н

u u T
 

             
, (15) 

  0 0
0

1 1
1 2

н н
н н

u u T
  

             
, (16) 

де 0  — значення коефіцієнта Пуассона за початкової температури pT , нT  — при-
ріст температури в тілі за сталих теплофізичних характеристик матеріалу, які дорів-
нюють характеристикам матеріалу термочутливого простору за температури Tp. 

3. Числові результати та їх аналіз 

Як приклад розглянуто термочутливий простір з циліндричною порожниною, яку 
навантажено сталим тиском 0,5p  і через неї відбувається конвективно-променевий 
теплообмін із середовищем сталої температури tс = 873 К. Початкова температура тіла 
tp = 373 К, відлікова t0 = tc = 873 К. Тіло виготовлене зі сталі У12, експериментальні 
залежності теплофізичних і механічних характеристик від температури якої взято 
з [7] і подано у вигляді 
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  ( ) 45,04 1 0,51t pt T T       [Вт/(м К)], 

  6( ) 11,42 10 1 0,86 pa t T T        [м 2/с], 

    26( ) 11,68 10 1 1,33 0,65t p pt T T T T          
 [1/К], 

      2 311( ) 0,794 10 1 0,27 0,21 0,59p p pG t T T T T T T          
 [Па], 

      2 3
( ) 0,282 1 0,199 1,291 2,36p p pt T T T T T T          

. 

Проведено розрахунки безрозмірних компонент тензора напружень і пере-
міщення за наявності та відсутності силового навантаження в термочутливому і 
нетермочутливому просторах. 

Результати числових досліджень наведені у вигляді графіків на рис. 1-4 для 
значень температури, обчислених для Bi = 1, Sk = 1 [4], де суцільні лінії відпові-
дають залежним від температури характеристикам, штрихові — сталим, взятим 
за початкової температури. 

Залежності компоненти σρ тензора напружень від радіальної координати ρ для 
значень безрозмірного часу Fo = 0,1; 1, а також від Fo для ρ = 1,5 за відсутності 
( 0p  ) і наявності ( 0,5p  ) силового навантаження зображено на рис. 1.  

Максимальна розбіжність між значеннями напружень σρ в термочутливому 
та нетермочутливому просторах становить 45 %. 

На рис. 2 наведено залежності компоненти σФ тензора напружень від раді-
альної координати ρ в моменти часу Fo = 0,1; 1, а також від Fo на поверхні 
циліндричної порожнини за відсутності ( 0p  ) і наявності ( 0,5p  ) силового 
навантаження. Розбіжність між значеннями напружень σФ в просторах зі змінними 
та сталими (рівними початковим) характеристиками сталі У12 досягає макси-
мального значення на поверхні циліндричної порожнини за наявності силового 
навантаження і становить 60 %. 

Залежності компоненти σς тензора напружень від радіальної координати ρ 
в моменти часу Fo = 0,1; 1, а також від Fo на поверхні циліндричної порожнини 
наведені на рис. 3.  

Рис. 1. Залежність компоненти тензора напружень σρ від радіуса ρ і параметра Fo 
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Максимальна розбіжність компо-
нент тензора напружень σς в термо-
чутливому та нетермочутливому про-
сторах на поверхні циліндричної 
порожнини становить 23%. 

На рис. 4 зображено залежність 
переміщень від безрозмірної координа-
ти ρ для Fo = 0,1; 1 за відсутності ( p   
= 0) і наявності ( p  = 0,5) силового на-
вантаження. Для взятого матеріалу роз-
біжність між значеннями переміщень u  
і нu  досягає максимального значення для Fo = 1 і становить 18 % за дії навантаження. 

 
Висновки. Визначено та досліджено термопружний стан термочутливого простору 
з циліндричною порожниною, поверхню якої навантажено сталим тиском. Через 
поверхню відбувається конвективно-променевий теплообмін із середовищем постій-
ної температури. Встановлено, що максимальна розбіжність між значеннями приросту 
температури в термочутливому та нетермочутливому тілах для обраного матеріалу 
становить 15 %; між значеннями переміщення u  — 18 %; між значеннями темпе-
ратурних напружень σρ — 45 %, σΦ — 60 % і σς — 23 %. Це свідчить про важ-
ливість врахування залежностей від температури характеристик матеріалу тіла 
під час визначення його термопружного стану. 
 
Дослідження проведені за часткової фінансової підтримки ДФФД України (проект №Ф29.2/009) 

Рис. 3. Залежність компоненти тензора напружень σς  
від радіальної координати ρ (a) та параметра Fo (б) 
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Determination of the stress state of thermosensitive space  
with a cylindrical cavity under convective-radial heating 

Halyna Harmatiy 

A stress state of thermosensitive space with a cylindrical cavity is studied. The surface of the 
cavity is loaded by a constant pressure and through it the convective-radial heat exchange with 
the environment of constant temperature is realized. The dependence of thermo-physical and 
mechanical material characteristics on temperature is considered. A quasi-static thermoelasticity 
problem is solved by the perturbation method. The obtained solutions to the problem are compa-
red with the solutions of the same problem for constant characteristics of the material. 

Определение напряженного состояния  
термочувствительного пространства с цилиндрической 
полостью при конвективно-лучевом нагреве 

Галина Гарматий 

Исследовано термонапряженное состояние пространства с цилиндрической полостью, 
поверхность которой находится под воздействием постоянного давления и через нее 
осуществляется конвективно-лучевой теплообмен со средой постоянной температуры. При 
этом учитывается зависимость от температуры теплофизических и механических 
характеристик материала. Квазистатическая задача термоупругости решена методом 
возмущений. Проведено сравнение полученных решений задачи с решениями аналогичной задачи 
при постоянных характеристиках материала.  
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