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Ґрунтуючись на співвідношеннях нелокальної (градієнтного типу) теорії пруж-
ності, що у модельному описі враховує процеси деформування та локального змі-
щення маси, одержано вираз для поверхневої енергії деформівних тіл. Визначено 
поверхневу енергію півбезмежного кристалу кубічної симетрії, плоского шару та 
безмежного суцільного циліндра. Показано, що одержані співвідношення опису-
ють масштабний ефект поверхневої енергії у тонких плівках. Проаналізовано 
вплив кривизни поверхні на поверхневу енергію. З’ясовано зв’язок одержаних резуль-
татів із формулами Толмена та Русанова.  

Ключові слова: градієнтна теорія, взаємозв’язані процеси, локальне змі-
щення маси, поверхнева енергія, масштабний ефект. 

 
Вступ. Поверхневі енергія та натяг — важливі характеристики кількісного опису 
поведінки нанооб’єктів. У зв’язку з інтенсивним розвитком нанотехнологій, про-
ектуванням наноматеріалів із заздалегідь заданими властивостями тощо останні 
десятиріччя характеризуються підвищеною зацікавленістю до методів вимірю-
вання згаданих характеристик у деформівних твердих тілах [1-6]. Однак усі відомі 
методи вимірювання поверхневих енергії та натягу у твердих тілах є наближені, 
а тому значення цих характеристик, визначені на основі різних експериментальних 
методів, суттєво відрізняються. Далеко не завжди дають задовільні результати і 
теоретичні розрахунки, які проводять з використанням підходів і методів термо-
динаміки поверхні Гіббса, молекулярної фізики, комп’ютерного моделювання, 
нелокальних теорій [7-11] і т. ін. Так, Толмен [7] та Русанов [8] отримали тео-
ретичні вирази, що описують залежність поверхневої енергії сферичної частинки 
від кривизни поверхні. Однак записані ними формули не можна використати для 
всього інтервалу зміни кривизни поверхні (від мінус до плюс безмежності). Спів-
відношення, отримане для поверхневої енергії деформації та поляризації у межах 
градієнтної теорії діелектриків Міндліна [9], уникає цього недоліку, однак засто-
совне лише до поляризовних тіл. Таким чином, не зважаючи на вагомі здобутки 
у вивченні поверхневих явищ, проблему поширення термодинаміки поверхні 
на малі об’єкти далеко не вирішено. 

У праці [12] одержано повну систему співвідношень градієнтного типу тео-
рії термопружності, що ґрунтується на врахуванні у модельному описі процесів 
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деформування, теплоперенесення та локального зміщення маси. Завдяки враху-
ванню останнього вдалося описати особливий стан приповерхневих областей 
тіла, властивості та закономірності протікання процесів у яких значно відрізня-
ються від глибинних (віддалених від поверхні) областей [13]. Використаємо 
співвідношення цієї теорії для визначення поверхневої енергії деформації твер-
дих тіл. При цьому для спрощення викладок і прозорості приймемо ізотермічне 
наближення. Одержані вирази застосуємо для вивчення залежності поверхневої 
енергії від масштабного чинника й кривизни поверхні, а також проаналізуємо 
зв’язок отриманих результатів із деякими відомими з літератури. 

1. Поверхнева енергія деформації  
У разі ізотермічного наближення стаціонарна лінійна система рівнянь градієнт-
ного типу теорії пружності, що ґрунтується на врахуванні процесів деформування 
та локального зміщення маси, охоплює [12]:  
рівняння рівноваги та балансу наведеної маси 
 0ˆ 0   F  ,         m m  , (1) 
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та співвідношення Коші, що пов’язує тензор деформації ê  та вектор переміщень u  

    Tˆ 2   u u e . (3) 

Тут ̂  — тензор напружень; 0  — густина маси у відліковий момент часу; m  — 
питома густина наведеної маси;      ,   — міра зміни внутрішньої енер-
гії системи, зумовленої локальним зміщенням маси;   — хімічний потенціал; F  
і m  — питомі вектори масових сил і локального зміщення маси; f  — вільна 
енергія Гельмгольца;   — оператор Гамільтона.  

Для формулювання рівнянь стану в явному вигляді слід сконкретизувати 
подання для вільної енергії. У межах лінійної теорії розвинемо функцію f  у ряд Тей-
лора відносно малих збурень параметрів стану щодо природного стану безмежного 
анізотропного однорідного середовища, в якому ˆ 0e , ˆ 0 , πm = 0, ρm = 0, 

   

0  . Обмежившись у розвиненні доданками не вище квадратичних, запишемо: 
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де (4) (3)ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ,m d 
C g    — характеристики матеріалу [13]. 
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Відтак, на основі співвідношень (2) та (4) отримаємо лінійні рівняння стану 

 (4) (3)ˆ ˆ ˆ ˆˆ : m
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Якщо у поданні (4) врахувати рівняння стану (5)-(7), то вільній енергії 
Гельмгольца надамо вигляду 
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Відповідно для питомої внутрішньої енергії 
   mu f    маємо 
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У співвідношенні (9) врахуємо формулу Коші (3), симетрію тензора напру-
жень ̂  [13], а також рівняння рівноваги й балансу наведеної маси (1). Тоді 
у результаті низки перетворень запишемо співвідношення (9) таким чином  

    0 0 0 0
1 1 1 1ˆ
2 2 2 2m mU   

              u F u      . (10) 

Тут 0 U u . Проінтегруємо обидві частини одержаної рівності по області тіла 
( )V . У підсумку за врахування теореми Остроградського-Гаусса одержимо 
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де n  — зовнішня нормаль до поверхні тіла   .  
Розглянемо тепер рівноважний стан тіла, поверхні якого вільні від дії 

зовнішніх зусиль   0,n    r , масові сили відсутні   0,    VF r . 
Вважаємо, що тіло контактує з вакуумом, тому: 0

  ,    r . Тоді з виразу 
(11) за відсутності зовнішньої дії на тіло отримаємо таке інтегральне співвідно-
шення для внутрішньої енергії 
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Права частина цієї рівності визначає поверхневу енергію U  [Дж/м2], під якою 
розуміємо роботу [Дж], необхідну для утворення одиниці площі поверхні [м2], 
шляхом поділу середовища вздовж поверхні    на дві частини. Зазначимо, що 
у кристалічних тілах поверхнева енергія відрізняється від поверхневого натягу, 
під яким розуміють роботу, необхідну для розширення існуючої поверхні на таку ж 
величину [14, 15]. Поверхневий натяг іноді означують як тангенціальні зусилля [Н] 
у приповерхневому шарі, віднесені до одиниці довжини [м]. Фізично відмінність 
між поверхневою енергією та натягом пояснюють тим, що умови взаємодії ато-
мів у приповерхневих областях відрізняються від таких в об’ємі [15].  

Отож, у межах градієнтної теорії пружності, що ґрунтується на врахуванні 
у модельному описі процесів деформування та локального зміщення маси, по-
верхнева енергія деформації U  визначається співвідношенням 

 0 0 0
( ) ( )

1 1
2 2  

   
         m mU

r r
n n  . (13) 

Згідно формули (13) поверхневу енергію деформації визначає потенціал 

0  безмежного середовища та поверхневе значення проекції вектора локаль-
ного зміщення маси 0m m    на нормаль до поверхні   . Зазначимо, що 
у межах градієнтної теорії діелектриків [9] Міндлін для обчислення поверхневої 
енергії деформації та поляризації твердих діелектричних тіл отримав формулу 
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Тут 0b̂  — тензорна характеристика матеріалу, пов’язана з градієнтом вектора 
поляризації Р, яким розширено простір параметрів стану у межах градієнтної 
теорії діелектриків [9]. Однак формула (13) загальніша, оскільки область засто-
совності формули (14) — поляризовні тіла, тоді як співвідношення (13) визначає 
поверхневу енергію у довільних пружнодеформівних тілах, у тому числі й поля-
ризовних. 

2. Поверхнева енергія півпростору 
Обчислимо поверхневу енергію у кристалі кубічної симетрії. З цією метою роз-
глянемо рівноважний стан півбезмежного кристалічного тіла (область 0х ), вільна 
поверхня x = 0 якого співпадає з кристалографічною гранню (100).  

У рівняннях стану (5)-(7) для кубічно-симетричних кристалів слід покласти  

    11 12 44 12 442ijkl ijkl ij kl ik jl il jkC C C C C C             ,  

 (3)ĝ = 0,    = 0,   
   ij ij ,      m

ij m ij , (15) 

де С11, С12, С44 — сталі; ij – символ Кронеккера; ijkl дорівнюють одиниці, якщо 
всі індекси однакові, та нулеві — в інших випадках. 
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Якщо у рівняння рівноваги та балансу наведеної маси (1) підставити 
фізичні (5)-(7) і геометричні (3) співвідношення та врахувати формули (15), то 
для знаходження функцій  ( ), 0, 0 u xu  та ( ) 

     x  одержимо систему рівнянь  
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До цієї системи слід долучити умову обмеженості розв’язку у разі x  
і такі крайові умови 

 0





  


duK Kdx d ,     0 

        на поверхні 0x . (17) 

Перше із співвідношень системи (17) відповідає відсутності на поверхні тіла нор-
мальних напружень, а друге — рівності нулю абсолютного значення потенціалу 


  (вважаємо, що тіло контактує з вакуумом). Розв’язок задачі (16), (17), що 

задовольняє умові обмеженості на безмежності, має вигляд 
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Відповідно для єдиної ненульової компоненти тензора деформації маємо 
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Наслідком розриву зв’язків між атомами у результаті формування поверхні 
тіла є її деформування: 0(0)xxe K Kd  

  


. Із віддаленням від поверхні x = 0 

тіла деформація спадає згідно експоненціального закону зі сталою заникання 


. 
Для ненульових компонент , ,yy zz m    тензора напружень ̂  та вектора m  на 
основі рівнянь стану (5), (7) і формул (18), (19) отримаємо     
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yy zzx x x e      


,   0( ) x
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Тут * 02GK Kd  
   


 — поверхневі напруження.  

Напруження  yy  і zz  досягають максимальних значень *  на поверхні 
x = 0 півпростору, далі, з віддаленням від неї, у вузькій приповерхневій області 
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0  x d  вони стрімко спадають, прямуючи до нуля. Величина 1
*

 


l  — харак-

терна віддаль задачі: на віддалі 1 


x  від поверхні деформація та напруження 
зменшуються в е раз. Для кристалів хлористого калію з використанням експери-
ментально встановленої залежності інтенсивності рентгенолюмінесценції від роз-
мірів зерен люмінофора [16] встановлено, що 99 10 м = 9 Нм d  [17]. Пара-
метр ґратки для хлористого калію є 6,292 Å, таким чином область приповерхневої 
неоднорідності охоплює порядку 14-15 періодів незбуреної ґратки.  

Виходячи зі співвідношень (13) і (20), для обчислення макроскопічного 
значення поверхневої енергії маємо формулу 

 20
0
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    mU l .  (21) 

Отже, питома поверхнева енергія масивного взірця обернено пропорційна подвоє-
ній характерній віддалі *l , прямо пропорційна густині 0  матеріалу, параметру m  і 
квадрату потенціалу 0  (значенню потенціалу 

  у безмежному середовищі).  

3. Масштабний ефект поверхневої енергії  

Розв’язок системи рівнянь (16) для шару   l х l  із вільними межами 
( ˆ 0 x ln  , 0( ) 
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Згідно формул (3), (22) поверхні  x l  шару є деформовані ( )xxe l   

0 K Kd  
  


. Відповідно тангенціальні напруження  yy , zz  і проекція m  

вектора локального зміщення маси на вісь 0х визначаються співвідношеннями 

 
 
 *

ch
( ) ( ) ( )

ch


      





yy zz
x

x x x
l

,     
 
 0

sh

ch


   






m m
x

l
. (23) 

На рис. 1 показано розподіл напружень *   у шарах різної товщини 
( * * * *3 ; 5 ; 10 ; 30l l l l l  криві 1-4 відповідно). Бачимо, що товщина шару не впли-
ває на величину поверхневих напружень   *l    , але впливає на характер 
розподілу напружень всередині тіла. У товстих тілах (криві 3 та 4 на рис. 1) 
глибинні області ненавантажені  (0) 0  , однак, із наближенням до поверхонь 
 x l  тіла у вузькій приповерхневій області напруження стрімко зростають, 

досягаючи значення * . Натомість у плівках, півтовщини яких не перевищують 
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область приповерхневої неоднорідності: l < d (l порядку кілька характерних 
віддалей матеріалу), реалізується неоднорідний розподіл напружень у всій плівці 
(криві 1, 2 на рис. 1). Такі плівки далі називатимемо тонкими. У тонких плівках 
відсутня об’ємна (материнська) фаза. Серединні області плівок, півтовщини яких 

*7l l , є напружені:  * *(0) ch l l   . Зменшення товщини таких шарів призво-
дить до збільшення рівня напружень у поперечному перерізі плівки (див. рис. 2, 
де криві 1, 2 ілюструють вплив товщини шару на величину напружень *   
у перерізах x = 0 та x = 0,5l* відповідно).  

На основі співвідношень (13), (23) для поверхневої енергії шU  у шарі маємо 

  20
0

* *
th th2

ш
m

lU U ll l


  
        

 


. (24) 

Поверхнева енергія у шарах, півтовщини яких *4l l , співпадає із макро-

скопічним значенням поверхневої енергії U 
 . Поверхнева енергія у шарах, тов-

щина яких не перевищує 8l* (тонкі плівки), залежить від товщини плівки: з її 
зменшенням абсолютне значення шU  теж зменшу-
ється пропорційно функції  *th l l  (див. рис. 3). 
Залежність поверхневої енергії від товщини можна 
вважати лінійною для плівок завтовшки у дві-три 
характерні віддалі. Отже, співвідношення (24) 
описує масштабний ефект поверхневої енергії у 
тонких плівках.  

Зазначимо, що виходячи із формули (24) 
можна запропонувати таку схему для визначення 
параметра 


: знаючи відношення поверхневої 

Рис. 1. Розподіл напружень  
у шарах різної товщини 

Рис. 2. Залежність напружень у перерізах  
x = 0, x = l*/2 від товщини шару 
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Рис. 3. Залежність поверхневої 
енергії від товщини плівки 
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енергії пU  у тонкій плівці, завтовшки 02l , до поверхневої енергії 
U  у масив-

ному взірці з цього ж матеріалу, на основі формули 

 
0

1 arcth
пU

l U




 
    

 


 (25) 

обчислюємо значення параметра 


 та характерну віддаль 1
*

 


l .  

Значення 
U  та пU  для твердих тіл доступні з наукової літератури, зокрема, 

їх можна знайти в роботах [11, 17] та ін. Для кристалів NaCl, кристалічна струк-
тура яких відповідає простій кубічній ґратці, згідно праці [11] поверхневий натяг 
масивного взірця та взірця завтовшки 02l = 0,564 · 10–9 м відповідно є: 0,147 Н/м 
та 0,095 Н/м. Відтак, на основі формули (25) встановлюємо, що 

 NaCl = 0,273 · 1010 м–1, 
а *

NaCll = 0,367 · 10–9 м. Для кристалів KCl поверхневий натяг масивного взірця та 
взірця завтовшки 02l = 0,629 · 10–9 м є: 0,117 Н/м та 0,058 Н/м. Таким чином, для 
хлористого калію маємо: 

KCl = 0,173 · 1010 м–1, *
KCll = 0,578 · 10–9 м. 

4. Вплив кривизни поверхні на поверхневу енергію 
Вивчимо вплив геометрії поверхні на поверхневу енергію. З цією метою розгля-
немо рівноважний стан вільного від зовнішньої дії безмежного циліндра, який 
у циліндричній системі координат  , ,r z  займає область r R  (вісь z співпа-
дає з віссю циліндра). Вважаємо, що поверхня r R  вільна від зовнішнього 
навантаження. Область r R  описуємо у наближенні вакууму.   

Задача характеризується центральною симетрією, тому  ( ), 0, 0 ru ru , 
( ) 

     r , rr re du dr , re u r  . Решта компонент тензора деформації 
дорівнюють нулеві. Для знаходження компоненти переміщення ru  і потенціалу 


  у центрально-симетричних кубічних кристалах маємо рівняння 

  1 0




 
   

  
r Kd rud

dr r dr Kd
,    2 2

0

1 rKd d rud rr dr dr r dr


  

          


 . (26) 

Крайові умови задачі запишемо так: 

 ( ) ( ) ( ) 0     rr r rzR R R ,   0( ) 
    R . (27) 

Розв’язок задачі (26), (27), що задовольняє умові обмеженості шуканих 
полів у разі 0r  , має вигляд 
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Тут 0 ( )I r  та 1( )I r  — модифіковані функції Бесселя першого роду нульового та 
першого порядків відповідно (функції Макдональда),  
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Для вектора локального зміщення маси на основі (7), (15), (28) запишемо 
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M . (29) 

Ґрунтуючись на співвідношеннях (13) і (29), одержимо вираз для визна-
чення поверхневої енергії 

цU  у безмежному циліндрі 
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M . (30) 

Бачимо, що поверхнева енергія у тілі циліндричної геометрії залежить від кри-
визни поверхні. Врахувавши формулу, що визначає макроскопічне значення (21) 
поверхневої енергії у тілі з плоскими межами, надамо співвідношенню (30) вигляду 
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  (31) 

Якщо у вираз (31) підставити асимптотичні подання  0 2RI R e R  
 

, 

 1 2RI R e R  
 

 функцій Макдональда для великих значень їх аргументу 
[18], то отримаємо 

 
   

1
2 21 1

3 3
ц G GU U U

K G R K G R


 

  
   

      
      

 M M . (32) 

Згідно цієї формули зі зменшенням кривизни поверхні поверхнева енергія теж 
зменшується. Зазначимо, що співвідношення (32) співпадає з формулою Толмена [7]:  
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    12 21 1U U UR R


 
  

     ,     R  , (33) 

що враховує поправку на кривизну поверхні до макроскопічного значення поверх-
невої енергії U 

  у тілі з плоскими межами (  — стала Толмена). Порівнюючи 
формули (32) та (33), бачимо, що сталій Толмена відповідає такий комплекс харак-
теристик теорії градієнтної пружності, що враховує локальне зміщення маси: 

  3
*Gl

K G 

M

. (34) 

Формулу (34) можна використати для оцінки знаку та значення сталої 
Толмена на основі відомих значень модулів стиску та зсуву K, G, характерної 
віддалі *l  та параметра M .  

У наближенні малих значень R


, для яких справджуються такі асимпто-

тичні подання функцій Макдональда:  0 1I R 


,  1
1
2I R R  

 
 [18], формула 

(31) набуває вигляду 

 12 3
ц R GU U K G


 

    


M . (35) 

Отже, для малих значень R


 залежність поверхневої енергії від радіуса є лінійна. 
Відтак, співвідношення (35) узгоджується з іншою відомою формулою — форму-
лою Русанова [8]: 0U U R  , яка постулює лінійну (з коефіцієнтом пропорцій-

ності 0U ) залежність поверхневої енергії малої частинки від її радіуса. У нашому 

випадку 0 1 12 3
GU U K G


 

     

 M . 

Таким чином, співвідношення (31) у граничних випадках узгоджується 
з формулами Толмена та Русанова, однак є загальнішим від них, оскільки дозво-
ляє аналізувати залежність поверхневої енергії від кривизни поверхні для довіль-
них значень R, тоді як формула Толмена стосується об’єктів із R  , а формулу 
Русанова можна використовувати лише до малих (нано)об’єктів.  

 
Висновки. У межах градієнтного типу теорії пружності, яка ґрунтується на вра-
хуванні в модельному описі процесів деформування та локального зміщення маси, 
показано, що наслідком руйнування зв’язків між сусідніми атомами по інший бік 
поверхні є «збурений» рівноважний стан атомів (молекул) щодо стану таких 
в об’ємній фазі. За певної товщини наноплівок об’ємна фаза у них відсутня. Тоді 
на згаданий рівноважний «збурений» стан приповерхневих атомів впливають не 
атоми об’ємної фази, як у масивних взірцях, а атоми сусідніх приповерхневих 
областей, стан яких теж збурений. Наслідком цього є специфічні характеристики 
та властивості нанооб’єктів, зокрема масштабний ефект поверхневої енергії. 
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Показано, що поверхнева енергія деформівних тіл визначається поверхневим 
значенням проекції на нормаль до поверхні вектора локального зміщення маси. 
Записано формулу для поверхневої енергії, що дозволяє визначити вплив на неї 
товщини плівки, а також аналізувати вплив кривизни поверхні для довільних 
значень зміни кривизни. З отриманих результатів, як частковий випадок, для 
поверхневої енергії одержано формули Толмена та Русанова. З використанням 
експериментальних даних оцінено значення характерної віддалі l* для кристалів 
хлористого натрію та хлористого калію. 
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Determination of solids surface energy 

Olha Hrytsyna 

The formula for the calculation of the solids surface energy have been obtained using the relations 
of unlocal (gradient type) theory of elasticity which takes into account the processes of deforma-
tion and local displacement of mass. The surface energy of the semi-infinite centro-symmetric 
cubic crystal, the plate and an infinite solid cylinder has been calculated. It is shown that the 
obtained relations describe the size effect of the surface energy in thin films. The effect of a surface 
curvature on surface energy has been analyzed. The relationship of obtained results and Tolmen’s 
and Rusanov’s formulas has been studied.  

Определение поверхностной энергии твердых тел 

Ольга Грицина 

Исходя из соотношений нелокальной (градиентного типа) теории упругости, учитываю-
щей в модельном описании процессы деформирования и локального смещения массы, полу-
чено выражение для вычисления поверхностной энергии деформируемых тел. Определена 
поверхностная энергия полуограниченного кристалла кубической симметрии, плоского слоя и 
безграничного сплошного цилиндра. Показано, что полученные соотношения описывают 
масштабный эффект поверхностной энергии в тонких пленках. Проанализировано влияние 
кривизны поверхности на поверхностную энергию. Установлена связь полученных резуль-
татов с формулами Толмена и Русанова.  
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