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 Об устойчивости в моделях математической 
эпидемиологии на основе функций Ляпунова-Вольтера 
 
Робота присвячена побудові функцій Ляпунова-Вольтера в задачах математичної епідеміології. 
Розглядаються моделі SIR, SIAR та модель співіснування двох штамів вірусу.  
Ключові слова:математична епідеміологія, SIR-модель, функція Ляпунова-Вольтера. 
 
The work is devoted to the construction of Lyapunov-Volterra functions in problems of mathematical 
epidemiology. The models SIR, SIAR and model of coexistence of two strains of the virus are considered.  
Key words: mathematical epidemiology, SIR-model, Lyapunov-Volterra function. 
 
Работа посвящена построению функций Ляпунова-Вольтера в задачах математической эпидемиологии. 
Рассматриваются модели SIR, SIAR и модель сосуществования двух штаммов вируса.  
Ключевые слова: математическая эпидемиология, SIR-модель, функция Ляпунова-Вольтера. 
 

Другий метод Ляпунова є одним із найконструктивніших підходів до дослідження 
стійкості динамічних систем. Перевагою методу є те, що в певних випадках систем 
(наприклад, лінійних) вдається отримати не лише достатні, але й необхідні умови 
стійкості. 

У той же час проблемою залишається конструктивна побудова функцій Ляпу-
нова та отримання умов стійкості для конкретних динамічних систем. 

Одним із важливих застосувань є задачі математичної епідеміології на основі 
SIR-моделювання. Слід зазначити, що проблеми стійкості таких систем вивчаються 
в роботі [1]. При цьому традиційно використовується підхід дослідження стійкості за 
першим наближенням. Отримані умови стійкості при цьому виражаються в термінах 
показника відтворюваності. 
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Метою даної роботи є розробка підходу отримання достатніх умов стійкості на 
основі функції Ляпунова-Вольтера. Перевагою такого підходу є врахування нелі-
нійного характеру моделі. 

Найдавнішу історію в моделях популяційної динаміки має функція Ляпунова 
«типу Вольтера»: 
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Дана функція застосовується в моделях Лотки-Вольтера [2-5] і вперше була 
запропонована самим Вольтером, хоч і він не вживав термін «функція Ляпунова». 

Функція Ляпунова-Вольтера почала активно впроваджуватися в епідеміо-
логічних моделях, починаючи з 1980-х років. 

Завдяки роботі [6] функції Ляпунова-Вольтера почали використовуватися для 
вивчення стійкості у багатовимірних системах, що ґрунтуються на законі дії мас. 
Складністю залишається вибір коефіцієнтів, що гарантують від’ємновираженість 
похідної [7]. В даній роботі розвивається загальний метод вибору коефіцієнтів 
функції Ляпунова-Вольтера, що ґрунтується на нерівності між середнім арифме-
тичним і геометричним. 

Функція Ляпунова в SIR-моделі. 
Розглянемо SIR-модель, представлену діаграмою рис. 1. 

 
 

Рисунок 1 – Функція Ляпунова в SIR-моделі 
 

Модель задається такою системою звичайних диференціальних рівнянь: 
 

 
.

,
,

RIR
IISI
ISSNS









      (1) 

Із загальної теорії відомо, що існує єдиний ендемічний стан рівноваги, що за-
довольняє ендемічні співвідношення: 
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Розглянемо функцію, що претендує бути функцією Ляпунова: 
   ,lnln IIIdSSSVEE

   
де 0d  – поки що невідома стала. 
Її похідна на траєкторіях (1) має вигляд: 
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Використовуючи ендемічні співвідношення (2), маємо: 
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З другої рівності в (2) бачимо, що  
 . S  

Отже, поклавши d=1 і використавши нерівність між середніми арифметичними 
і геометричними бачимо, що EEV   є від’ємною, тобто .0EEV  

Розглянемо SIAR-модель, представлену діаграмою рис. 2. 
 

 
 

Рисунок 2 – SIAR-модель 
 
На її основі розглядається система диференціальних рівнянь: 
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     (3) 

Ендемічний стан рівноваги визначається ендемічними співвідношеннями: 
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     (4) 

Розглянемо функцію-претендент та функцію Ляпунова: 
     ,lnlnln *** AAAdIIISSSVEE   

де d >0 – невідома система. 
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Її похідна та траєкторія (3) має вигляд: 
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Використовуючи ендемічні співвідношення (4) маємо: 
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З другої рівності в (4) бачимо, що  *S , а з третьої рівності в (4) 
 *S . 

Отже, поклавши d = 1 і використавши нерівність між середніми арифметичними і 
геометричними бачимо, що EEV   є від’ємно визначеною, тобто .0EEV  

Функція Ляпунова в моделі співіснування двох штамів вірусу. 
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Із загальної теорії ми знаємо, що існує єдиний ендемічний стан рівноваги, який 

задовольняє рівняння: 
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тут .,2,1, jiji   
 
Розглянемо функцію Ляпунова: 
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Її похідна вздовж траєкторій має вигляд: 
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Використовуючи ендемічні співвідношення (5) маємо: 
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Тобто: 
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Враховуючи третє і четверте ендемічні співвідношення (5) маємо: 
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Отже, в роботі вивчаються питання застосування другого методу Ляпунова до 
вивчення стійкості епідеміологічних моделей. Апробовано метод обґрунтування 
від’ємної визначеності похідної функції Ляпунова-Вольтера з використанням 
нерівності між середнім арифметичним і середнім геометричним. 
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RESUME 
A.M. Kuchvara 
On Stability in Models of Mathematical Epidemiology Based  
on Lyapunov-Volterra Function 

In given article deals with the second method of Lyapunov. It is one of the most 
constructive approaches to study the stability of dynamical systems. The advantage of this 
method is that in some cases of systems we can get not only sufficient but also necessary 
conditions of stability. The investigative approach of stability of the first approximation is 
used. These stability conditions thus expressed in terms of the rate of reproducibility. 

One important application is the problem of mathematical epidemiology based on 
SIR- modeling. It should be noted that the problem of stability of such systems are studied 
in this research by a constructive method of study of negative definiteness of the derivative 
of the Lyapunov-Volterra function, using the inequality between the arithmetic mean and 
the geometric mean. The paper is devoted to the construction of Lyapunov-Volterra 
functions in problems of mathematical epidemiology. The models SIR, SIAR and model of 
coexistence of two strains of the virus are examined. The aim of this research is to develop 
an approach of obtaining sufficient conditions for stability based on Lyapunov-Volterra 
function. The advantage of this approach is the incorporation of non-linear models.  

We study the question of application of the second Lyapunov method to study the 
stability of epidemiological models. Aprobuyetsya The method of study of negative 
definiteness of the derivative of the Lyapunov-Volterra function using the inequality 
between the arithmetic mean and the geometric mean is tested.  
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