
Інженерна геодезія, 2015, вип. 62                                                              ISSN 0130-6014 
 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

124 

УДК 528.837 

Р.В. Шульц, д-р техн. наук, професор, 

С.П. Войтенко, д-р техн. наук, професор, 

П.Д. Крельштейн, канд. техн. наук, доцент, 

Київський національний університет 

будівництва і архітектури 

І.А. Маліна, канд. техн. наук, доцент, 

Одеська державна академія 

будівництва і архітектури 

 

ДО ПИТАННЯ РОЗРАХУНКУ ТОЧНОСТІ ВИЗНАЧЕННЯ КООРДИНАТ 

ТОЧОК ПІД ЧАС АЕРОФОТОЗНІМАННЯ З БЕЗПІЛОТНИХ ЛІТАЛЬНИХ 

АППАРАТІВ 

 

У роботі розглянуто питання виконання попереднього розрахунку точності 

визначення координат точок за матеріалами аерофотознімання з використанням 

безпілотних літальних апаратів (БПЛА). Наведено математичну модель визначення 

координат за парою аерофотознімків. Математична модель враховує 

використання даних GNSS для визначення координат центрів фотографування та 

корегування інерціальної навігаційної системи (INS). Кутові елементи зовнішнього 

орієнтування у наведеній математичній моделі визначають за допомогою INS. 

Використовуючи алгоритм перетворення кореляційних матриць отримано строгий 

вираз для виконання попереднього розрахунку точності. Методом варіювання 

отримано вираз для розрахунку впливу систематичних похибок. За отриманими 

виразами виконано дослідження апріорної точності визначення координат для 

різних умов аерофотознімання. Експериментально розраховано точність 

аерофотознімання для БПЛА з типовими характеристиками, для створення 

топографічних карт і планів. 

Ключові слова: безпілотний літальний апарат, розрахунок точності, 

інерціальна навігаційна система, кореляційна матриця, аерофотознімання. 
 

Постановка проблеми. Технологія аерофотознімання із використанням 

БПЛА нині набула значного поширення. БПЛА використовують для вирішення 

завдань з топографічного картографування, моніторингу, інвентаризації та 

спеціалізованих військових завдань [10; 15; 17; 19]. Значної популярності ця 

технологія набула серед геодезистів і фотограмметристів для створення 

топографічних планів і карт за матеріалами аерофотознімання об’єктів невеликої 

площі. Завдяки своїм особливостям знімання з БПЛА впевнено займає нішу між 

традиційним аерофотозніманням та наземним топографічним зніманням. Основна 

особливість та відмінність аерофотознімання з БПЛА, порівнянно з традиційним 

аерофотозніманням, полягає у якості даних. Обмежені габарити та низькі тактико-

технічні характеристики БПЛА [2; 13] не дають змоги встановлювати на них 

високоякісну навігаційну та знімальну апаратуру, тому якість даних з БПЛА є 
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набагато гіршою від матеріалів аерофотознімання. Матеріали знімання із БПЛА 

характеризуються значними кутами нахилу, різномасштабністю знімків, а геометрія 

маршрутів – відхиленнями від попереднього проекту, що потребує використання не 

тільки строгих методів оброблення, а й залучення робастих методів [1; 14]. 

Проектуючи традиційне аерофотознімання, спираються на вимоги до кінцевої 

точності отримання координат контурів та висот точок на топографічному плані або 

карті. При цьому використовують загальновідомі спрощені вирази для попереднього 

розрахунку точності. У разі аерофотознімання з БПЛА для розрахунку слід 

використовувати строгі вирази, у яких відображатиметься вплив факторів, що 

знижують точність аерофотознімання. Отримання таких виразів є необхідним й 

актуальним завданням цифрової фотограмметрії, розв’язання якої дасть змогу більш 

якісно виконувати проектування аерофотознімання з БПЛА та правильно обирати 

параметри фотографування. 

Огляд попередніх публікацій. Оскільки основною метою роботи є 

отримання строгих виразів для попереднього розрахунку точності аерофотознімання 

з БПЛА, то ми не будемо аналізувати результати, отримані у класичній 

фотограмметрії для традиційного аерофотознімання. Отримані досить давно прості 

вирази для попереднього розрахунку добре себе зарекомендували і до теперішнього 

часу використовуються у традиційній фотограмметрії. 

Аналізуючи відомі роботи з використання БПЛА, відмітимо, що найчастіше 

попередній розрахунок точності виконують за найпростішою схемою, в якій 

основним фактором вважають роздільну здатність цифрової камери [16; 18]. За 

кінцеву точність фактично беруть роздільну здатність на місцевості, що є абсолютно 

неприпустимим. У виборі параметрів фотографування з БПЛА, на відміну від 

звичайного аерофотознімання, доводиться враховувати велику кількість додаткових 

умов, зокрема стан атмосфери, можливу висоту і швидкість фотографування, час 

роботи, аеродинамічні характеристики БПЛА та ін. Найбільш детальний огляд всіх 

факторів та розрахунок їх впливу наведено в роботі [7], проте точність знову-таки 

розраховано за дуже наближеними виразами. 

За параметрами й обладнанням (швидкість знімання, фотографічна і 

навігаційна апаратура) найближчим аналогом до знімання з БПЛА є мобільне 

картографічне знімання [3]. В дослідженнях цього напрямку за тривалий час 

отримано ряд виразів для попереднього розрахунку точності. Наприклад, у роботі 

[21] наведено вирази для розрахунку впливу точності визначення кутових елементів 

зовнішнього орієнтування на точність мобільного знімання. Детальний аналіз 

багатьох факторів виконано в іншій роботі [4], зокрема шляхом математичного 

моделювання досліджено вплив різних факторів на точність мобільного знімання. 

Найбільш вдалий підхід до виконання попереднього розрахунку наведено у статті 

[5], у якій вплив похибок калібрування між INS та цифровою камерою подано у 

строгому вигляді через кореляційні матриці. Однак повного розрахунку в цій роботі, 
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на жаль, не наведено. Загалом строгих математичних виразів для розрахунку 

точності аерофотознімання з БПЛА дотепер не отримано. 

Постановка завдання Метою роботи є отримання строгих математичних 

виразів для розрахунку точності аерофотознімання з БПЛА і виконання на основі 

цих виразів попереднього розрахунку для знімання з БПЛА, що має типові 

характеристики для вирішення топографічних завдань. 

Методика дослідження. Отримаємо вирази для попереднього розрахунку 

точності аерофотознімання з БПЛА. Модифікуємо математичну модель, яку 

використовують у мобільному зніманні [4], до випадку аерофотознімання. 

Попередньо зауважимо, що для визначення координат центрів фотографування 

передбачено застосування GNSS, а для визначення кутових елементів зовнішнього 

орієнтування – мікроелектромеханічна INS [9; 11; 12; 20]. В такому разі обов’язково 

потрібно брати до уваги той факт, що GNSS та INS використовують для отримання 

інтегрованого рішення про місцеположення та орієнтацію, що, з одного боку, 

покращує навігаційне рішення, а з другого – призводить до появи специфічних 

джерел похибок (похибки орієнтування між GNSS та INS, похибки синхронізації) 

[4; 5; 6; 8]. Для запису математичної моделі наведемо основні геометричні зв’язки 

між основними засобами вимірювання під час аерофотозніманні з БПЛА (рис. 1): 

 
 

Основною формулою для визначення координат об’єктів за фотографічним 

зображенням є рівняння, яке пов’язує координати об’єкта на фотографічному 

Рис. 1. Основні геометричні зв’язки між засобами вимірювання БПЛА 
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зображенні s

Pr  з координатами об’єкта у вибраній прямокутній геодезичній системі 

координат 
SK

PT . Представимо цей зв'язок у матричному вигляді [4]: 

μSK SK SK SK s

P s s s PT = T R r ,      (1) 

де 
SK

sT  – вектор місцеположення центра проекції S фотокамери у вибраній системі 

координат; μ SK

s  – масштабний коефіцієнт, який визначають з прямої 

фотограмметричної засічки і 
SK

sR  – матриця розвороту між координатною системою 

камери та прямокутною геодезичною системою. 

Під час аерофотознімання з БПЛА всі три параметри не вимірюють, а 

визначають. Фактично вимірють місцеположення GNSS-антени та кути орієнтування 

INS відносно системи координат, що прийнята за інерціальну. В такому разі 

рівняння (1) модифікують для відображення складових, які визначають 

безпосередньо під час вимірювання. 

У рівнянні (1) вектор SK

sT  безпосередньо не вимірюють. З рис. 1 видно, що 

вектор SK

sT  можна представити як суму векторів 
SK SK SK

GNSS INS GNSS INS sT -T +T . У цьому 

виразі SK

GNSST  – вектор координат GNSS-приймача; SK

INS GNSST  – вектор відхилення між 

фазовим центром GNSS-антени та математичним центром INS, SK

INS sT  – вектор 

відхилення між центром INS та центром фотографування цифрової камери. До того 

ж зауважимо, що матрицю повороту SK

sR  можна представити як добуток двох 

послідовних поворотів з системи цифрової камери S до INS системи та з INS системи 

до прийнятої геодезичної системи SK. Остаточно рівняння визначення координат 

записують в такому вигляді: 

     μ
SK SKSK INS INS SK INS s

P INS s INS GNSS s s PGNSS INS
t tT = T + R T - T + R r ,   (2) 

де SK

PT  – вектор місцеположення точки, в геодезичній системі – невідомий;               

s

Pr –вектор місцеположення точки на фотознімку – виміряний;  
SK

GNSS
tT  – вектор 

місцеположення GNSS-приймача – виміряний в геодезичній системі;               

 
SK

INS
tR  – матриця повороту з INS системи в SK геодезичну систему – виміряна; 

INS

INS sT  – вектор відхилення між INS системою та S системою цифрової камери, 

визначений через калібрування в системі координат INS; INS

INS GNSST  – вектор 

відхилення між INS системою та GNSS-антеною, визначений через калібрування в 

системі координат INS; μ SK

s  – масштабний коефіцієнт між S системою камери та SK 

системою, визначений за допомогою стереовимірювань; INS

sR  – матриця повороту 

між INS системою та S системою камери, визначена через калібрування.  

Вираз μ SK INS s

s s PR r  можна представити відомими рівняннями аналітичної 

фотограмметрії. Ці рівняння пов’язують виміряні координати на знімку з 

просторовими фотограмметричними координатами: 
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; ; .s s st t t t t
p p p

t t t

B y B x B f
Y X Z

p p p
    

У цих рівняннях індекс t вказує на трансформовані значення базису, 

координат та повздовжнього паралакса. Відмінність цих рівнянь від класичних в 

тому, що кути в напрямних косинусах являють собою постійні величини для 

кожного моменту фотографування. Це кути розвороту між системою координат 

цифрової камери та системою координат, реалізованою за допомогою INS. Загалом 

величини цих кутів не перевищують 1-2°. У кінцевому вигляді рівняння (2) 

запишемо так: 

   
SK SKSK INS

P PGNSS INS
t tT = T + R T ,     (3) 

де μINS INS INS SK INS s

P INS s INS GNSS s s PT = T -T + R r . 

Аналізуючи рівняння (3), можна дійти таких висновків: 

 точність знімання залежать від точності всіх складових вимірювальної 

системи, неможливо однозначно виділити групу похибок, що домінують; 

 певна група похибок виникає через калібрування окремих зв’язків між 

вимірювальними елементами і має як випадковий, так і систематичний характер; 

 у процесі використання вимірювальних систем, показання яких 

змінюються з часом, виникають похибки синхронізації. 

Для того щоб врахувати всі джерела похибок та отримати рівняння похибок, 

скористаємося стандартною процедурою перетворення кореляційних матриць. За 

вихідне рівняння беремо вираз (3). Після певних перетворень отримаємо рівняння 

похибок у визначенні координат точок за матеріалами аерофотознімання з БПЛА у 

матричній формі. 

  
 

  

              

           
/ /GNSS

2ω ω

SK SK SK
P GNSS INS

INS INS s
INS s INS P

T
SK SKINS INS

P PINS INS

t

T T T
SK SK SK SK SK SK

INS INS INS INS INS INS

TTSK SKINS INS

P t PINS INS

t t

angle angle

t t t t t t

t t m t t

  
   
   
 

   

     
   

T T R

T T T

R T R T
M M M

R M R R M R R M R

R v T v T R

 

Кореляційна матриця s
PT

M  також може бути представлена як 

 
   

   
2 2

μ μs INS s
P s P

T
INS s INS s

Ts p s pSK SK INS INS

s s s s
angle angle

  
  
  
 

T R r

R r R r
M M R M R .  

(5) 

Таким чином, основними складовими рівняння похибок є такі кореляційні 

матриці: SK
GNSST

M  – матриця похибок визначення координат GNSS-приймачем; 

 
SK

INS
tR

M  – матриця похибок вимірювання кутів орієнтування між INS системою та SK 

(4) 



Фотограмметрія та дистанційне зондування землі 
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________ 

129 

системою; INS
INS sT

M  – матриця похибок калібрування вектора між центром INS 

системи та центром фотографування; INS
INS GNSST

M  – матриця похибок калібрування 

вектора між центром INS системи та фазовим центром GNSS-антени; INS
sR

M  – 

матриця похибок калібрування кутів розвороту між осями системи координат INS та 

цифрової камери; s
Pr

M  – матриця похибок вимірювання координат точки на знімку; 

tm  – похибка синхронізації GNSS та INS. 

Рівняння впливу систематичних похибок отримаємо з рівняння (3) простим 

варіюванням. 

   
   

      

δ δ δ δ δ

δ ω δ

SK SK SK INS INS
P INS s INS GNSSINS INS

s
P

SK SKINS

P INS INSt t

SK INS

P tINS

t t

t v t t

    

   
 

T T TT R

T

T R R

R T
  (6) 

Похибка δ s
PT

 також може бути представлена як 

   δ δ μ μ δs INS s
P s P

SK s SK INS

s P s s 
T R r

r R .     (7) 

Отже, основними складовими рівняння систематичних похибок є такі:     

 
δ SK

INS
tT

– вектор систематичних похибок визначення координат INS; 
 

δ SK

INS
tR

 – вектор 

систематичних похибок вимірювання кутів орієнтування між INS системою та SK 

системою; δ INS
INS sT

 – вектор систематичних похибок вектора між центром INS системи 

та центром фотографування; δ INS
INS GNSST

 – вектор систематичних похибок вектора між 

центром INS системи та фазовим центром GNSS антени; δ INS
sR

 – вектор 

систематичних похибок кутів розвороту між осями системи координат INS та 

цифрової камери; δ s
Pr

 – вектор систематичних похибок вимірювання координат 

точки на знімку; δ t  – систематична похибка синхронізації GNSS та INS.  

Рівняння (4) та (6) є основними в аналізі точності аерофотознімання з БПЛА. 

Для нас важливим є насамперед визначити очікувану точність визначення 

координат. Тому використаємо вираз (4) і виконаємо дослідження, як змінюється 

похибка визначення координат залежно від висоти фотографування та поздовжнього 

перекриття. Для дослідження візьмемо характеристики БПЛА та знімальної 

апаратури, наведені у таблиці. 

Використаємо наведені в таблиці дані для побудови графіків зміни точності 

визначення місцеположення залежно від вказаних раніше характеристик. 
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Таблиця 

Параметри БПЛА та знімальної апаратури 
 

Параметр Величина 

Розмір пікселя цифрової камери, мкм 5 

Розмір матриці цифрової камери, пкс 7200х4800 

Фокусна відстань, мм 15, 25, 35 

Точність визначення планових координат центра проекції, м 0,02 

Точність визначення висотної координати центра проекції, м 0,03 

Точність визначення кутових елементів зовнішнього орієнтування, 

градус 
0,01 

 

Перш за все побудуємо графіки зміни роздільної здатності на місцевості. Всі 

подальші розрахунки виконано для трьох значень фокусної відстані 15 мм, 25 мм, 

35 мм. Графіки зміни роздільної здатності на місцевості наведено на рис. 2. 

Ці графіки використаємо у подальшому для порівняння з результатами 

попереднього розрахунку точності за отриманими строгими виразами. 

Скористаємося виразами (4), (5), виконуючи попередні розрахунки точності для 

різних значень висот фотографування та різної величини повздовжнього перекриття 

знімків. Результати розрахунків наведено на рис. 3-6. 

 

 
 

Рис. 2. Роздільна здатність на місцевості 
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Рис. 3. Точність визначення координат (перекриття 60%) 

 

   

Рис. 4. Точність визначення координат (перекриття 70%) 

 

   

Рис. 5. Точність визначення координат (перекриття 80%) 
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Рис. 6. Точність визначення координат (перекриття 90%) 
 

Отримані результати доцільно проаналізувати з декількох позицій. Одразу 

зауважимо, що ототожнювання точності та роздільної здатності на місцевості є 

неприпустимими. Загалом для БПЛА, як і для традиційного аерофотознімання, 

залишається справедливою теза про доцільність використання короткофокусних 

камер з погляду точності визначення висотної складової, і навпаки, у визначенні 

планових координат доцільним є використання короткофокусних камер. При цьому 

точність планової складової змінюється за параболічним законом, а точність 

висотної складової – за лінійним законом. Важливим фактором є величина 

поздовжнього перекриття. Оптимальним для аерофотознімання з БПЛА є 

перекриття, що дорівнює 60% - 70%.  

Висновки. У роботі отримано строгі математичні вирази для виконання 

розрахунку точності аерофотознімання з БПЛА. На підставі цих виразів виконано 

попередній розрахунок точності для знімання з БПЛА, що має типові 

характеристики для вирішення топографічних завдань. Досліджено характер зміни 

точності визначення планової і висотної складової залежно від висоти 

фотографування та величини поздовжнього перекриття. Результати цих досліджень 

можуть бути використані в проектуванні аерофотознімання з БПЛА. У подальших 

дослідженнях планується дослідити вплив похибок кутових елементів зовнішнього 

орієнтування та зміни перевищень між центрами фотографування. 
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Р. В. Шульц, 

С.П. Войтенко, 

П. Д. Крельштейн, 

И. А. Малина, 

К ВОПРОСУ РАСЧЕТА ТОЧНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ КООРДИНАТ ТОЧЕК 

ПРИ АЭРОФОТОСЪЕМКЕ С БЕСПИЛОТНЫХ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ 
 

В работе рассмотрены вопросы выполнения предварительного расчета 

точности определения координат точек по материалам аэрофотосъемки с 

использованием беспилотных летательных аппаратов (БПЛА). Приведена 

математическая модель определения координат по паре аэрофотоснимков. 

Математическая модель учитывает использование данных G    для определения 

координат центров фотографирования и корректировки инерциальной навигационной 

системы (I  ). Угловые элементы внешнего ориентирования в приведенной 

математической модели определяются с помощью I  . С использованием алгоритма 

преобразования корреляционных матриц получено строгое выражение для выполнения 

предварительного расчета точности. Методом варьирования получено выражение для 

расчета влияния систематических погрешностей. По полученным выражениям 

выполнено исследование априорной точности определения координат для различных 

условий аэрофотосъемки. В качестве эксперимента была рассчитана точность 

аэрофотосъемки для БПЛА с типичными характеристиками, которые используются 

для создания топографических карт и планов. 

Ключевые слова: беспилотный летательный аппарат, расчет точности, 

инерциальная навигационная система, корреляционная матрица, аэрофотосъемка. 
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THE ISSUE OF CALCULATING POINTS POSITIONING ACCURACY FOR 

AERIAL PHOTOGRAPHS FROM UNMANNED AERIAL VEHICLES 
 

The paper discusses the questions of preliminary accuracy calculation of the points 

coordinates on aerial photographs using unmanned aerial vehicles (UAVs). The 

mathematical model for determining the point coordinates of a pair of aerial photos are 

presented. The mathematical model takes into account the use of GNSS data to determine 

the coordinates of the photographing centers and correction of inertial navigation system 

(INS). The angular exterior orientation in the above mathematical model determined by 

INS. The main factors that effect on the accuracy of aerial photography are discussed. 

Using the algorithm for converting the correlation matrices obtained strict expression to 

perform preliminary accuracy calculation. By the method of variation, the expression 

obtained for calculation of the effect of systematic errors. The obtained expressions used to 

study a priori accuracy of the coordinates for different aerial survey conditions. Accuracy 

of aerial photography for a variety of shooting options are researched. Preliminary 

accuracy are researched for different heights of photographing and longitudinal 

overlapping. As an experiment, it was calculated for the accuracy of UAV with typical 

characteristics are used to create topographic maps and plans. These expressions better 

able to carry out the design of aerial photography with the help of UAV. 

Keywords: unmanned aerial vehicles, accuracy calculation, inertial navigation 

system, correlation matrix, aerial photography. 
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