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Розширення мереж Петрі.  
Частина IV. Про маркування мереж Петрі 
 

Представив д.т.н., професор Загарій Г.І. 
 

Розглянуті правила доступу до маркувань вхідних і вихідних позицій n – го рівня: ● правило “FI-FO”,  
● правило “LI-FO”, ● правило “RI-FO” , ● правило “FI-RO”  і ● правило “RI-RO”, описані на математичній 
термінології, відображені за допомогою графічних інтерпретацій і на прикладах обгрунтовано їх цінність. 
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Вступ 

Розширення мережі Петрі RN в статтях [1, 2] 
відбувались введенням нових популяцій: ● виду дуги - 
інгібіторна дуга n – го порядку;● виду позицій: позиція 
n – го рівня, позиція з фіксованим часом затримання 
фішок, позиція n – го рівня з фіксованим часом 
затримання фішок, предикатна позиція і предикатна 
позиція n – го рівня, а в статті [3] - введенням нової 
популяції виду переходу -. предикатний перехід. 

Можливості позицій мережі Петрі розширюються, 
якщо вказувати правила доступу до  маркувань вхідних 
і вихідних позицій після запускання переходів: - 
правило добавлення фішок в вхідних позиціях; - правило 
вилучання фішок з вихідних позицій. Це дає змогу 
формувати черги фішок (заявок) в позиціях мереж 
Петрі по аналогії, як створюються черги вимог в 
системах масового обслуговування.  

 
Основні правила доступу до  маркувань вхідних і 
вихідних позицій n – го рівня 

Розглянемо: 
1. Правило “FI-FO”  (перший прийшов-перший 

вийшов) =
def . Фішка, яка надійшла до позиції, 

розміщується в черзі останньою. У разі запуску 
переходу вилучається з черги перша фішка. 

Правило “First Input - First Output” розглядалось в 
статті [4]. Проаналізуємо правило “FI-FO”  для 

підмережі вхвихPP
S , яка наведена на рис. 1. 
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Рис.1. Підмережа вхвих PP

S  

 
Нехай підмережа FIFOPP

SS вхвих ↔  (підмережа 

вхвих PP
S рівносильна підмережі 

FIFOS ), яка містить 

вихідну позицію m – го рівня хвP и  з властивістю 
“FO”  і вхідну позицію n – го рівня вхP  з властивістю 

“FI”.  Позиція n–го рівня вх

1
i

n

i

вх LP
=

= U , де вх

iL - і - ий 

рівень вхідної позиції n – го рівня вхP  для 1≤i≤ n, а 

позиція m – го рівня вих

1
j

m

j

вих LP
=

= U , де вих

jL -  j - ий 

рівень вихідної позиції m – го рівня вихP  для 1≤j≤m. 

Для підмережі FIFOS : маркування вхідної позиції 

n – го рівня вхP  в загальному вигляді задається 
формулою 

 

)( вхT PM =(m( вхL1 ), m( вхL2 ),…,m( вх

nL )), (1)  

 

де m( вх

iL )=1 або m( вх

iL )=0 для 1≤i≤n, а маркування 

вихідної позиції m – го рівня вихP  в загальному 
вигляді задається формулою 

 

)( вихT PM =(m( вихL1 ), m( вихL2 ),…,m( вих

mL )), (2)  
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де m( вих

jL )=1 або m( вих

jL )=0 для 1≤j≤m. 

 

Нехай позиція m– го рівня вихP  має початкове 
маркування 

 

)( вихT PM =( '
1e , '

2e , … '
le , 321

lm−

0,...,0 ), (3) 

 

де '
je =1- j-та фішка на j-му рівні вих

jL  вихідної позиції 

m–го рівня вихP  для 1≤j≤l, а позиція n– го рівня вхP  
має початкове маркування  

 

)( вхT PM =( 1
'e , 2

'e , … ke' , 321
kn−

0,...,0 ), (4) 

де ie' =1- i-та фішка на i-му рівні вх

iL  вхідної позиції 

n–го рівня вхP  для 1≤i≤k. 
За означенням першої складової “FI”  правила “FI-

FO” вхідна позиція n–го рівня вхP  має властивість 
пріоритету: спочатку фішка добавляється на 1-ший 
рівень після 1-го запуску переходу, потім фішка 
добавляється на 2-гий рівень після 2-го запуску 
переходу і т. д. Інакше, 
 

)Pr(...)Pr()(Pr() 21
1

вх

n
вхвхвх

i

n

i

def
вх

FI LLLLP >>>∧=
=
U , (5) 

 

де )Pr( вх
iL - пріоритет рівня вх

iL  для 1≤i≤n і 

відповідно за означенням другої складової “FO”  

правила “FI-FO” вихідна позиція m–го рівня хвP и  має 
властивість пріоритету: після 1-го запуску переходу 
фішка вилучається з 1-го рівня, а фішки з нижчих 
рівнів зміщуються на рівень вище, після 2-го запуску 
переходу друга фішка вилучається з 1-го рівня, а 
фішки з нижчих рівнів зміщуються на рівень вище і 
т. п.  

Інакше, 
 

)Pr(...)Pr()(Pr() 21
и

1

вих

m
вихвиххв

i

m

j

def
вих

FO LLLLP >>>∧=
=
U , (6) 

 

де )Pr( вих
iL - пріоритет рівня вих

iL  для 1≤i≤m. 

Якщо для підмережі FIFOS  

 

( )( вихT PM =( '
1e , '

2e , … '
le ,

321
lm−

0,...,0 )) ∧=∧ )1),(( 1tPw вих  

)1()1),(( 1 mlPtw вх ≤≤∧= , (7) 

то перехід 1t  повинен запуститися l разів, де 

),( 1tPw вих - вага вхідної дуги в перехід 1t  і 

),( 1
вхPtw - вага вихідної дуги з переходу 1t . В 

результаті запуску переходу 1t  один раз маркування 

підмережі M  зміниться на маркування )1(M , два 

рази - на маркування )2(M ,…, l разів - на маркування 
)( lM . Тоді нові маркування позиції m–го рівня вихP  і 

позиції n– го рівня вхP  будуть визначатися за 
формулами: 
- після 1-го запуску переходу: 
 

)1()( вихT PM =( '
2e , '

3e , …, '
le , 321

1

0,...,0
+−ln

) (8(1)) 

і 
)1()( вхT PM =( 1

'e , 2
'e , … ke' , '

1e , 321
1

0,...,0
−−km

), (9(1)) 

 
- після 2-го запуску переходу: 

)2()( вихT PM =( '
3e , '

4e , …, '
le , 321

2

0,...,0
+−ln

) (8(2)) 

і 
)2()( вхT PM =( 1

'e , 2
'e , … ke' , '

1e , '
2e , 321

2

0,...,0
−−km

), (9(2)) 

 
і т.п. , після l запуску переходу: 
 

)()( lвихT PM =( 321
n

0,...,0 ) (8(l)) 

і 
)()( kвхT PM =( 1

'e , 2
'e , …, ke' , '

1e , '
2e ,…, '

le , 321
lkm −−

0,...,0 ). (9(l)) 

 
2. Правило “LI-FO”  (останній прийшов-перший 

вийшов) =
def .Фішка, яка надійшла до позиції останньою, 

розміщується в черзі першою. У разі запуску переходу 
вилучається перша фішка черги. 

За означенням першої складової “LI”  правила “LI-

FO” вхідна позиція n – го рівня вхP  має властивість: 
після 1-го запуску переходу фішка добавляється на 1-
ий рівень, після 2-го запуску переходу фішка знову 
добавляється на 1-ий рівень, а фішка з 1-го рівня 
зміщується на рівень нижче (2-гий рівень) і т.п. , після 
k-го запуску переходу фішка добавляється на 1-ий 
рівень, а фішки з 1-го рівня по k - 1-ий рівень 
зміщуються на рівень нижче. Інакше, 
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де )Pr( вх
iL  - пріоритет рівня вх

iL  для 1≤i≤n. 

Нехай підмережа LIFOPP
SS вхвих ↔ , яка містить 

вихідну позицію m – го рівня хвP и  з властивістю 

“FO”  і вхідну позицію n – го рівня вхP  з властивістю 
“LI”  і початкове маркування підмережі M задається 
формулами (3) і (4). 

Якщо для підмережі 
LIFOS  виконується умова (7), 

то перехід 1t  повинен запуститися l разів. Тоді нові 

маркування позиції m – го рівня вихP  і позиції n –  го 

рівня вхP  будуть визначатися за формулами: 
- після 1-го запуску переходу: 
 

)1()( вихT PM =( '
2e , '

3e , …, '
le ,

321
1

0,...,0
+−ln

) (11(1)) 

і 
)1()( вхT PM =( '

1e , 1
'e , 2

'e , …, ke' ,
321

1

0,...,0
−−km

), (12(1)) 

 
- після 2-го запуску переходу: 
 

)2()( вихT PM =( '
3e , '

4e , …, '
le ,

321
2

0,...,0
+−ln

) (11(2)) 

і 
)2()( вхT PM =( '

1e , '
2e ,

1
'e , 

2
'e , …,

ke' ,
321

2

0,...,0
−−km

), (12(2)) 

 
і т.п. , після l запуску переходу: 
 

)()( lвихT PM =( 321
n

0,...,0 ) (11(l)) 

і 
)()( kвхT PM =( '

1e , '
2e ,…, '

le ,
1

'e ,
2

'e , …,
ke' ,

321
lkm −−

0,...,0 ). (12(l)) 

 
 
3. Правило “RI-FO”  (випадково прийшов-перший 

вийшов) =
def . Фішка, яка надійшла до позиції, 

розміщується в черзі на випадковий рівень. У разі 
запуску переходу вилучається перша фішка черги.  

За означенням першої складової “RI”  правила “RI-

FO” вхідна позиція n – го рівня вхP  має властивість: 
після запуску переходу фішкадобавляється на r-ий 
рівень, де r – випадкове число. Якщо r≤k то фішки з r -
 го рівня по k - ий рівень зміщуються на рівень нижче, 
а якщо r>k  то r=k+1 , де k –кількість фішок позиції n – 

го рівня вхP . Інакше, 
 

>>>∧=
=

...)Pr()(Pr() 21
1

вхвхвх

i
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i

def
вх
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)Pr(..)Pr()Pr()Pr( 11
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r
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де )Pr( вх
iL - пріоритет рівня вх

iL  для 1≤i≤n. 

Нехай підмережа RIFOPP
SS вхвих ↔ , яка містить 

вихідну позицію m – го рівня хвP и  з властивістю 

“FO”  і вхідну позицію n – го рівня вхP  з властивістю 
“RI”  і початкове маркування підмережі M задається 
формулами (3) і (4). 

Якщо для підмережі 
RIFOS  виконується умова (7) і 

l=1, то перехід 1t  повинен запуститися один раз. Тоді 

нові маркування позиції m – го рівня вихP  і позиції n –

 го рівня вхP  будуть визначатися за формулами: 
 

)1()( вихT PM =( '
2e , '

3e , …, '
le ,

321
1

0,...,0
+−ln

) (14(1)) 

і 
)1()( вхT PM =( 1

'e , 2
'e , …, 1

'
−re , '

1e , re' , …, ke' ,
321

1

0,...,0
−−km

).

 (15(1)) 
 
4. Правило “FI-RO”  (перший прийшов-випадково 

вийшов) =
def . Фішка, яка надійшла до позиції, 

розміщується в черзі останньою. У разі запуску 
переходу вилучається фішка з випадкового рівня. 

Нехай підмережа FIROPP
SS вхвих ↔ , яка містить 

вихідну позицію m–го рівня хвP и  з властивістю “RO”  

і вхідну позицію n – го рівня вхP  з властивістю “FI”  і 
початкове маркування підмережі M , задається 
формулами (3) і (4). 

За означенням другої складової “RO”  правила “FI-

RO”, вихідна позиція m – го рівня хвP и  має 
властивість: після запуску переходу фішка вилучається 
з  r - го рівня, де r – випадкове число. Якщо r≤k то 
фішки з r - го рівня по k - ий рівень зміщуються на 
рівень вище, а якщо r>k  то r=k , де k – кількість фішок 

позиції m – го рівня хвP и . Інакше, 
 

===∧=
=

...)Pr()(Pr() 2
и

1
и

1

и виххвхв

j

m

j

def
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RO LLLP U  

)Pr(..)Pr()Pr()Pr( 11
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n
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r
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r
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де )Pr( вх
iL - пріоритет рівня вх

iL  для 1≤i≤n. 
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Якщо для підмережі 
FIROS  виконується умова (7) і 

l=1, то перехід 1t  повинен запуститися один раз. Тоді 

нові маркування позиції m – го рівня вихP  і позиції n – 

го рівня вхP  будуть визначатися за формулами: 
 

)1()( вихT PM =( '
1e , '

2e ,…, '
1−re , '

1+re ,…, '
le ,,

321
1

0,...,0
+−ln

) (17) 

і 
)1()( вхT PM =( 1

'e ,…, ke' , '
re ,

321
1

0,...,0
−−km

). (18) 

 
5. Правило “RI-RO”  (випадково прийшов- 

випадково вийшов) =
def  Фішка, яка надійшла до позиції, 

розміщується в черзі на випадковий рівень. У разі 
запуску переходу вилучається фішка з випадкового 
рівня. 

Нехай підмережа RIROPP
SS вхвих ↔ , яка містить 

вихідну позицію m – го рівня хвP и  з властивістю 

“RO”   і вхідну позицію n – го рівня вхP  з властивістю 
“RI”  і початкове маркування підмережі M , задається 
формулами (3) і (4). 

Якщо для підмережі 
RIROS  виконується умова (7) і 

l=1,  то перехід 1t  повинен запуститися один раз. В 

результаті запуску переходу фішка переміститься з r1 

рівня позиції m – го рівня вихP  на r2 рівень позиції n– 

го рівня вхP . Тоді нові маркування позиції m – го 

рівня вихP  і позиції n – го рівня вхP  будуть 
визначатися за формулами: 
 

)1()( вихT PM =( '
1e , '

2e ,…, '
11−re , '

11+re ,…, '
le ,,

321
1

0,...,0
+−ln

) (19) 

і 
 

)1()( вхT PM =( 1
'e ,…,

12
'

−re , '
1re ,

12
'

+re ,…,
ke' ,

321
1

0,...,0
−−km

). (20) 

 
Приклади. Нехай пристрій складається з n вузлів 

(рис. 2). Монтаж пристрою проводиться в строгому 
порядку. Спочатку монтується 1-ий вузол, потім 
монтується 2-ий вузол і т. п. Демонтаж пристрою 
проводиться в зворотньому порядку. 

 

 
 

Рис. 2. Пристрій з   n  вузлів 
 

Приклад 1.1. Модель монтажу пристрою з n вузлів, 
яка побудована за допомогою розширеної підмережі 

Петрі мS  наведена на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Модель монтажу пристрою 

 

В підмережі мS : 

 - позиція P1 моделює набір з n вузлів для монтажу 
пристрою; 

 - вхідна позиція n – го рівня вхP , яка має властивість 
“LI”   моделює пристрій; 

 - перехід мt  моделює монтаж i–го вузла, де 1≤i≤n. 

Приклад 1.2. Модель демонтажу пристрою дS  

наведена на рис. 4. 
 

дt P2

P
вих

дS

 
 

Рис. 4. Модель демонтажу пристрою 
 

В підмережі дS : 

 - вихідна позиція n – го рівня хвP и , яка має 
властивість “RO”  моделює пристрій; 
 - позиція P2 моделює демонтовані вузли; 

 - перехід дt  моделює демонтаж i – го вузла, де 1≤i≤n.  

Приклад 1.3. Підмережа пS , яка побудована на 

рис. 5, моделює вихід з ладу вузла в пристрої. 
 

2,П
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i
t P2

P
П
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Рис. 5. Модель виходу з ладу вузла в пристрої 
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Вихідна позиція n – го рівня ПP , яка має 
властивість “RO”,  моделює пристрій. Позиція P2 

моделює неробочі вузли. Перехід 2,П
1

it  моделює вихід 

з ладу i – го вузла в пристрої, де i – випадкове число. 
 
Узагальнення позиції n – го рівня. Розглянемо 

вхідну позицію n – го рівня, в якій від 1 - го рівня по k -
 ий рівень розміщено по одній і більше фішок, де 

nk ≤ . Інакше, вхідна позиція n – го рівня вхP  
задається початковим маркуванням 

 

)0,...,0,,...,,()( 21 321
kn

k
вхT nnnPM

−

= , (21) 

де ,...2,1=in  , для ki ≤≤1  і вихідну позицію m – го 

рівня, в якій від 1 - го рівня по l - ий рівень розміщено 
по одній і більше фішок, де ml ≤ . Інакше, вихідна 

позиція m – го рівня вихP  задається початковим 
маркуванням 
 

)0,...,0,,...,,()( 21 321
lm

l
вихT mmmPM

−

= , (22) 

 
де ,...2,1=jm , для lj ≤≤1 . 

Якщо вхідна позиція n – го рівня вхP  має 

властивість “FI”,  то спочатку 
1n  фішок добавляється 

на 1-ший рівень після 1-го запуску переходу, потім 
2n  

фішок добавляється на 2-ий рівень після 2-го запуску 
переходу і т. п. 

Якщо вихідна позиція m – го рівня хвP и  має 

властивість “FO”,  то після 1 - го запуску переходу 
1n  

фішок вилучається з 1-го рівня, а фішки з нижчих 
рівнів зміщуються на рівень вище, після 2 - го запуску 

переходу  
2n  фішок вилучається з 1 - го рівня, а фішки 

з нижчих рівнів зміщуються на рівень вище і т. п. 
Нехай підмережа FIFOPP

SS вхвих ↔ , яка містить 

вихідну позицію m – го рівня хвP и  з властивістю 

“FO”   і вхідну позицію n – го рівня вхP  з властивістю 
“FI”  і початкове маркування підмережі M , задається 
формулами (21) і (22). 

Якщо для підмережі FIFOS  

 
( )( вихT PM =(

321
lm

lmmm
−

0,...,0,,...,, 21
)) ∧=∧ )),(( 1 µtPw вих  

)1()),(( 1 mlPtw вх ≤≤∧≤ µ , 

 

то перехід 1t  повинен запуститися l разів, де 

},...,,max{ 21 lmmm=µ . В результаті запуску переходу 

1t  один раз маркування підмережі M  зміниться на 

маркування )1(M , два рази - на маркування )2(M ,…, l 

разів - на маркування )( lM . Тоді нові маркування 

позиції m – го рівня вихP  і позиції n –  го рівня вхP  
будуть визначатися за формулами: 
- після 1-го запуску переходу: 
 

)1()( вихT PM =( 2m , 3m ,…, lm , 321
1

0,...,0
+−ln

) (23(1)) 

і 
)1()( вхT PM =( 1n , 2n ,…, kn , 1m , 321

1

0,...,0
−−km

), (24(1)) 

 
- після 2-го запуску переходу: 
 

)2()( вихT PM =( 3m , 4m ,…, lm , 321
2

0,...,0
+−ln

) (23(2)) 

і 
)2()( вхT PM =( 1n , 2n ,…, kn , 1m , 2m , 321

2

0,...,0
−−km

), (24(2)) 

 
і т. п. , після l запуску переходу: 
 

)()( lвихT PM =( 321
n

0,...,0 ) (23(l)) 

і 

 
)()( kвхT PM =( 1n , 2n ,…,

kn ,
1m ,

2m ,…,
lm ,

321
lkm −−

0,...,0 ). (24(l)) 

 
Аналогічно описаному правилу “FI-FO” для 

підмережі вхвихPP
S  можна описати правило “LI-FO” , 

правило “RI-FO” , правило “FI-RO”  і правило “RI-RO”  
для підмережі вхвихPP

S . 

Приклади позиції n – го рівня: - моделювання 

складу поїзда, який має  n відчепів ( ik - кількість 

вагонів у відчепі для ni ≤≤1 ); - моделювання складу 
поїзда, який має n маршрутних груп вагонів слідування 

або який має n груп вагонів по родах вантажів ( ik - 

кількість вагонів в групі для ni ≤≤1 ) і інші. 
Нехай склад поїзда має n вагонів. За i-1-м  вагоном 

складу поїзда причепляється один вагон і j-ий вагон, 
якому потрібний ремонт відчепляється від складу 
поїзда . 

 

Приклад 2. Підмережа пS (рис. 6) моделює 

причеплення/відчеплення вагона до/від складу поїзда.  
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Рис. 6. Модель причеплення/відчеплення вагона 
 

Відповідно позиція n – го рівня ПP , яка має 
властивості “RI”  і “RO”  моделює склад поїзда з n 
вагонів, позиція P1 моделює вагон, який причепляється 
до складу поїзда, позиція P2 моделює неробочий парк 

вагонів, перехід it П1,
1  моделює причеплення i – го 

вагона до складу поїзда, де i – випадкове число, а 

перехід 2,П
2

jt  моделює відчеплення j – го вагона від 

складу поїзда, де j – випадкове число. 
 
Ще одним цікавим прикладом може бути 

використання правила “LI-FO”  при побудові моделі 
ігри «Ханойська вежа». Принцип ігри полягає в 
наступному: ● за один хід можна переставити лише 
один диск з довільної осі на іншу; ● при переставленні 
дисків використовується правило «піраміди» - лише 
дозволяється класти менший диск на більший 
(останній прийшов-перший вийшов). 

 
Висновки 

1. Введені правила доступу до маркувань для 
вхідних і вихідних позицій n – го рівня: ● Правило “FI-
FO”, ● Правило “LI-FO” , ● Правило “RI-FO” ,  
● Правило “FI-RO”  і ● Правило “RI-RO”  розширили 
можливості позицій мереж Петрі. 

2. Правила доступу до маркувань вхідних і 
вихідних позицій n – го рівня описані на математичній 
термінології, відображені за допомогою графічних 
інтерпретацій і проілюстровано їх застосування на 
прикладах. 
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