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Робота присвячена удосконаленню метода моделювання гаусівських випадкових 
величин на основі нормалізуючого перетворення Джонсона із сім’ї SU, який, на 
відміну від багатьох існуючих методів, для генерування одного значення гаусівської 
випадкової величини потребує тільки одне значення випадкової величини з 
рівномірним розподілом та покращує результати моделювання на границях 
емпіричного розподілу гаусівської випадкової величини, що моделюється. 
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Вступ 

При статистичному моделюванні випадкових процесів часто виникає необхідність 
у значеннях випадкових величин з розподілом Гауса. Зараз для моделювання таких 
величин використовують методи, основою яких є перетворення випадкових чисел з 
рівномірним розподілом у такі, що мають розподіл Гауса [1-6]. Всі ці методи можна 
поділити на дві групи: методи, що базуються на виключеннях [1-3], та методи, що 
використовують різноманітні перетворення [3-6]. Методи на основі виключень (або 
методи відбракування) та частина методів, що базується на нелінійних перетвореннях 
(наприклад, Бокса-Мюллера), потребують для створення визначеної кількості значень 
гаусівської випадкової величини (ГВВ) приблизно в 1.25 рази більше значень 
випадкових чисел з рівномірним розподілом. В цьому разі існує проблема зменшення 
фактичної кількості значень псевдовипадкових чисел з рівномірним розподілом в 
межах періоду генератора, яку можна використовувати до їх повторення. Один із 
шляхів рішення цієї проблеми може бути реалізований завдяки методу на основі 
зворотної функції [3]. Але його використання для моделювання ГВВ ускладнено тим, 
що не існує аналітичного виразу зворотної функції для функції розподілу Гауса, а це 
потребує відповідної її апроксимації. Другий шлях – це застосування методу на основі 
нормалізуючих перетворень, зокрема перетворення Джонсона [5, 6]. В [5] для 
моделювання ГВВ запропоновано застосовувати нормалізуюче перетворення Джонсона 
із сім’ї BS . Слід зазначити, що перетворення із цієї сім’ї не є бієктивним. А це 

приводить до поганих результатів на границях або «хвостах» емпіричного розподілу 
ГВВ, що моделюється. В [6] для покращення результатів моделювання випадкових 
величин з розподілом Гауса запропоновано застосовувати бієктивне нормалізуюче 
перетворення, яким є перетворення Джонсона із сім’ї US . Його застосування дозволило 

розширити границі змодельованої ГВВ з 2 до 3 середньо квадратичних відхилень від 
математичного очікування. Але часто виникає потреба в збільшенні меж моделювання 
ГВВ. А це потребує подальшого удосконаленні метода моделювання ГВВ на основі 
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нормалізуючого перетворення Джонсона із сім’ї US , який для генерування одного 

значення ГВВ потребує тільки одне значення випадкової величини з рівномірним 
розподілом. 

Мета статті і постановка задач дослідження 

Мета роботи полягає в подальшому удосконаленні метода моделювання ГВВ на 
основі нормалізуючого перетворення Джонсона із сім’ї US  для покращення результатів 

моделювання на границях емпіричного розподілу ГВВ, що моделюється, в інтервалі 
більшому за три середньо квадратичних відхилення від математичного очікування. 

Для досягнення поставленої мети потрібно вирішити наступні задачі: розглянути 
перетворення Джонсона з можливістю удосконалення на його основі метода 
генерування ГВВ; виконати комп’ютерне моделювання ГВВ за удосконаленим методом 
на основі перетворення Джонсона із сім’ї US . 

Викладення основного матеріалу 

В загальному випадку перетворення Джонсона має вигляд [4]  

  ,;0;;0;,,   xhz  (1) 

де z  – нормально розподілена випадкова величина з математичним очікуванням нуль і 
дисперсією одиниця; x  – випадкова величина з розподілом Джонсона;  ,  ,  ,   – 

параметри перетворення або розподілу Джонсона; h  – функція з певної сім’ї: 
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Для перетворення (1) функції щільності ймовірності (ФЩЙ) випадкової величини 
x  відповідних сімей LS , BS , US  задаються як 
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Сім’ї розподілів Джонсона у площині асиметрії у квадраті 2A  та ексцесу   займають 

значні області (рис. 1). Якщо комбінація 2A  і   знаходиться біля лінії LS , то розподіл 

апроксимується ФЩЙ сім’ї LS . Розподіл зі значеннями 2A  і  , які лежать вище лінії 

LS , апроксимуються ФЩЙ сім’ї US , а які лежать нижче лінії LS  (до лінії критичної 

області) – ФЩЙ сім’ї BS . Якщо комбінація 2A  і   попадає в критичну область, то 
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вибірковий розподіл не можна апроксимувати розподілом Джонсона. Функції, що 
апроксимують відповідні лінії на рис. 1, наведені в [7]. 

 

 

Рис. 1. Комбінації 2A  і   для розподілів Джонсона 
 

Оцінювання параметрів перетворення Джонсона у разі великої вибірки, коли є 
можливість побудувати гістограму, можна здійснити за методом найменших квадратів, 
наприклад, як в роботі [5]. У разі як малої, так і великої вибірок відповідні оцінки 
параметрів можуть бути визначені за рішенням задачі [5] 
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де θ  – вектор невідомих параметрів,   ,,,θ ;  
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вибірці довжиною n ,  ni ,1 , визначаються за перетворенням (1). 

В (3) враховане те, що в перетворенні Джонсона (1) z  – це нормально 
розподілена випадкова величина з нульовим математичним очікуванням і одиничною 
дисперсією. 

Оцінки параметрів перетворення Джонсона можуть бути визначені за методом 

максимальної правдоподібності  lθ
θ

maxargˆ  , де  l  – логарифмічна функція 

правдоподібності. Для перетворення Джонсона сім’ї US , якому відповідає ФЩЙ (2), 

логарифмічну функцію правдоподібності можна записати як  
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Для того, щоб за перетворенням (1) отримати значення ГВВ треба мати значення 
випадкової величини з розподілом Джонсона, яке потрібно отримувати за значенням 
випадкової величини з рівномірним розподілом. В [5] було запропоновано значення 
випадкової величини x  з розподілом Джонсона із сім’ї BS  визначати за значення 

випадкової величини U  з рівномірним розподілом за перетворенням 
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 2sin Ux  ,  1,1U . (4) 

Використовуючи (4), значення ГВВ з математичним очікуванням нуль і 
дисперсією одиниця в [5] запропоновано знаходити за перетворенням (1) із сім’ї BS : 

  xxz ~1~ln3522056.0  , (5) 

де    0034832.20017416.12sin~  Ux  . 

Але використання (5) для генерування ГВВ дає задовільні результати в межах 

zzm 2 . Тут zm  – це математичне очікування випадкової величини z , а z  – її 

середнє квадратичне відхилення. На границях інтервалу zzm 5.2  результати 

генерування стають не задовільними: емпірична абсолютна частота величини z  
перевищує теоретичну настільки, що з довірчою ймовірністю 0.95 нульова гіпотеза про 
нормальність закону розподілу повинна бути відкинута. Такий результат можна 
пояснити тим, що перетворення Джонсона (1) із сім’ї BS  не є бієктивним і множини 

значень випадкових величин z  та x  не є ізоморфними. 
Виправити таку ситуацію можна за рахунок застосування перетворення Джонсона 

(1) із сім’ї US , яке є бієктивним, а множини значень випадкових величин z  та x  є 

ізоморфними [6]. У якості функції, яка дозволяє отримати значення випадкової 
величини x  з розподілом Джонсона (1) із сім’ї US  за значенням випадкової величини 

U  з рівномірним розподілом, пропонується використати функцію 

 3
31 UcUctgx  ,  1,1U . (6) 

Тут 1c  і 3c  – це певні константи, за допомогою яких можна регулювати розмах значень 

величини x , а через неї і випадкової величини z . 
Значення ГВВ з математичним очікуванням нуль і дисперсією одиниця 

визначаємо за перетворенням Джонсона (1) із сім’ї US : 

  xz Arsh . (7) 

За (7) можна виконувати генерування гаусівських випадкових чисел з вибірковим 
середнім нуль і вибірковою дисперсією одиниця за алгоритмом наведеним в [6]. Для 
перевірки можливості моделювання ГВВ за перетвореннями (6) і (7) в більшому за 

zzm 3  інтервалі, як і в [6], було виконано моделювання 2000 значень випадкової 

величини з розподілом Гаусу. З метою порівняння результатів з [6] для обчислення 
значень величини U використовувався відомий алгоритмічний генератор 

  3276832768 iiU  , де i  – i-те значення випадкової величини   з рівномірним 

розподілом,  65536,0 ,   65536mod1384925173 1  ii . Так як і в [6], початкове 

значення   при генеруванні випадкової величини z дорівнювало 2009. 
Результати моделювання випадкової величини з розподілом Гаусу при різних 

значеннях 1c  і 3c  наведені в табл.1. В табл.1 наведені також параметри перетворення 

Джонсона (  і  ), границі випадкової величини z , вибіркового середнього z , 

вибіркової дисперсії 2
zS , асиметрії zA , ексцесу z , 2 . Параметри перетворення 

Джонсона   і   дорівнювали нулю. Оцінювання параметрів перетворення Джонсона 

здійснювалося за методом максимальної правдоподібності. Критичне значення 2  для 
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рівня значимості 0.05 та кількості ступенів вільності 8 дорівнює 15.5, що вказує на те, 
що гіпотезу про нормальність розподілу для всіх змодельованих вибірок значень z  за 
критерієм Пірсона потрібно прийняти з довірчою ймовірністю 0.95. 

 
Таблиця 1. 

Результати моделювання випадкової величини z  з розподілом Гаусу при різних 
значеннях констант 1c  і 3c  

 

1c  3c       z  z  2
zS  zA  z  2  

1.55 0 0.59831 0.71388  91.2,90.2  -0.013 1.034 0.051 2.82 10.3 

1.56 0 0.56617 0.66695  15.3,14.3  -0.013 1.031 0.053 2.93 13.3 

0.55 1 0.52215 0.24540  08.3,07.3  -0.013 1.032 0.051 2.78 10.2 

0.56 1 0.50913 0.23926  31.3,29.3  -0.013 1.030 0.053 2.86 10.8 

0.57 1 0.48779 0.22719  00.4,90.3  -0.013 1.021 0.053 3.05 13.0 

 
Результати в таблиці 1 свідчать про можливість моделювання ГВВ за 

перетвореннями (6) і (7) в більшому за zzm 3  інтервалі. Для значень констант 

57.01 c  і 13 c  цей інтервал складає  00.4,90.3 , а побудована за результатами 

моделювання гістограма величини z  наведена на рис.2. На рис.2 пунктиром також 
показана ФЩЙ розподілу Гауса zf . 

 

 
Рис. 2. Емпіричний та теоретичний розподіли випадкової величини z  
 

Перевірка гіпотези про нормальність закону розподілу за критерієм Пірсона ( 2 ) 

показала, що з довірчою ймовірністю 0,95 змодельовані значення випадкової величини 
z  з нульовим математичне сподівання та одиничною дисперсією на інтервалі 
 00.4,90.3  відповідають закону Гауса. 

Висновки 

Отримав подальший розвиток метод моделювання ГВВ на основі нормалізуючих 
перетворень за рахунок застосування перетворення Джонсона із сім’ї US , який, на 

відміну від багатьох існуючих методів, для створення одного значення ГВВ потребує 
тільки одне значення випадкової величини з рівномірним розподілом та покращує 
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результати моделювання на границях емпіричного розподілу ГВВ, що моделюється, в 

межах інтервалу zzm 4 . 

В подальшому планується для збільшення меж інтервалу моделювання ГВВ 
застосувати інші функції разом з перетворенням Джонсона із сім’ї SU. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ГАУССОВСКИХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН С ПРИМЕНЕНИЕМ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ДЖОНСОНА ИЗ СЕМЕЙСТВА SU 

С.Б. Приходько 

Национальный университет кораблестроения имени адмирала Макарова,  
просп.Героев Сталинграда, 9, Николаев, 54025, Украина; 

 e-mail: sergiy.prykhodko@nuos.edu.ua 

Робота посвящена усовершенствованию метода моделирования гауссовских 
случайных величин на основе нормализирующего преобразования Джонсона из 

семейства 
US , который, в отличие от многих существующих методов, для 

генерирования одного значения гауссовской случайной величины требует только 
одно значение случайной величины с равномерным распределением и улучшает 
результаты моделирования на границах эмпирического распределения моделируемой 
гауссовской случайной величины. 
Ключевые слова: моделирование, случайная величина, распределение Гаусса, 
преобразование Джонсона 

 
SIMULATION OF GAUSSIAN RANDOM VARIABLES USING JOHNSON SU TRANSFORM 

S.B. Prykhodko 

Adm. Makarov National Shipbuilding University, 
9, Geroev Stalingrada Ave., Mykolaiv, 54025, Ukraine; e-mail: sergiy.prykhodko@nuos.edu.ua 

The paper presents the modification of simulation for Gaussian random variables using a 

normalizing Johnson US transform. This approach, unlike many others, uses a single 

random flat value to generate a value of a Gaussian random variable, and improves the 
simulation results at the boundaries of empiric distribution of the Gaussian random variable 
simulated. 
Keywords: simulation, random value, Gaussian distribution, Johnson transform. 


