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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ, óñòîé÷è-

âîñòü ïî âåêòîðíîìó êðèòåðèþ è îãðàíè÷åíèÿì, âîçìóùåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ.

Èññëåäîâàíèå ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ (âåêòîðíûõ) çàäà÷

äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ â îñíîâíîì â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ.

Îäíî èç íèõ, òàê íàçûâàåìîå òåîðåòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå, îðèåíòèðîâàíî (ñì.,

íàïðèìåð, [1–4]) íà ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ «êà÷åñòâåííîãî» õàðàêòåðà, à èìåí-

íî íà îïðåäåëåíèå è èññëåäîâàíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâó îïòè-

ìàëüíûõ ðåøåíèé (ìíîæåñòâó Ïàðåòî, Ñëåéòåðà èëè Ñìåéëà) ïðèñóùå òî èëè

èíîå ñâîéñòâî, õàðàêòåðèçóþùåå îïðåäåëåííûì îáðàçîì óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è

ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ. Äðóãîé èçâåñòíûé ïîäõîä, íàçûâàå-

ìûé êîíñòðóêòèâíûì, íàïðàâëåí (ñì., íàïðèìåð, [5–7]) íà ïîëó÷åíèå è èçó÷å-

íèå êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé èñõîäíûõ äàí-

íûõ âåêòîðíûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, â ÷àñòíîñòè ðàäèóñà óñòîé÷è-

âîñòè. Ïðåäëàãàåìàÿ ñòàòüÿ îòíîñèòñÿ ê òåîðåòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ

èññëåäîâàíèé è ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ïîèñêà åäèíîãî ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ

ðàçíûõ òèïîâ óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíûõ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè, à

èìåííî îòûñêàíèþ ïîíÿòèé, êîòîðûå ìîãóò ñîñòàâèòü îáùóþ îñíîâó îïèñàíèÿ

ðàçëè÷íûõ òèïîâ óñòîé÷èâîñòè, è ôîðìóëèðîâêå ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïîíÿòèé

íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè.

Ðàññìîòðèì ìíîãîêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè âèäà

Q F X F x x X( , ) : max ( ) |{ }� ,

ãäå F x f x f x f xl( ) ( ( ), ( ), , ( ))� 1 2 � — âåêòîðíûé êðèòåðèé, f i , i N l� , — äå-

éñòâèòåëüíûå ôóíêöèè, f R Ri
n: � 1, N ll � { }1, ,� , l � 2 — êîëè÷åñòâî ÷àñ-

òíûõ êðèòåðèåâ, X Z n� , Z n — ìíîæåñòâî âñåõ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ â

R n , 2 � � 	| |X .

Çàäà÷ó Q F X( , ) ðàññìàòðèâàåì êàê çàäà÷ó ïîèñêà ýëåìåíòîâ îäíîãî èç ñëåäó-

þùèõ ìíîæåñòâ: P ( , )F X — ìíîæåñòâà Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ (ýôôåêòèâíûõ) ðåøå-

íèé, Sl ( , )F X — ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ïî Ñëåéòåðó (ñëàáî ýôôåêòèâíûõ) ðåøå-

íèé, Sm ( , )F X — ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ïî Ñìåéëó (ñòðîãî ýôôåêòèâíûõ) ðåøå-

íèé. Â ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èäåò êîíêðåòíî î çàäà÷å ïîèñêà ýëåìåíòîâ îäíîãî èç

óêàçàííûõ ìíîæåñòâ, âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè Q F XP ( , ), Q F XSl ( , ),

Q F XSm ( , ) ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî [8, 9]

P { }( , ) | ( , , )F X x X x F X� � � 
� , Sl { }( , ) | ( , , )F X x X x F X� � � 
� ,
Sm { }( , ) | ( , , )F X x X x F X� � � 
� ,

ãäå � ( , , ) | ( ) ( ), ( ) ( )x F X y X F y F x F y F x� � � �{ }, � ( , , ) |x F X y X� �{

F y F x( ) ( )� }, �( , , ) | , ( ) ( )x F X y X y x F y F x� � � �{ }.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Sm P Sl( , ) ( , ) ( , )F X F X F X� � è  �x X : �( , , )x F X �
� �� �( , , ) ( , , )x F X x X F .
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Îòìåòèì, ÷òî èç êîíå÷íîñòè äîïóñòèìîé îáëàñòè X âûòåêàþò íåïóñòîòà

ìíîæåñòâà Ïàðåòî P ( , )F X è åãî âíåøíÿÿ óñòîé÷èâîñòü [8], êîòîðàÿ îçíà÷àåò,

÷òî äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé òî÷êè x X� íàéäåòñÿ ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå

y P F X� ( , ), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó F y F x( ) ( )� .

Ïóñòü u u u� ( , )1 2 — íàáîð èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è Q F X( , ), ÿâëÿþùèéñÿ

ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà U èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, êîòîðîå ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèåU U U� �1 2 ïðîñòðàíñòâàU 1 èñõîäíûõ

äàííûõ äëÿ îïèñàíèÿ âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ F è ïðîñòðàíñòâà U 2 èñõîäíûõ äàí-

íûõ äëÿ îïèñàíèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X . Íàïðèìåð, åñëè ÷àñòíûå êðèòåðèè

çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû êâàäðàòè÷íûìè ôóíêöèÿìè f x x D x c xi i i( ) , ,� � ,

i N l� , òî ïîëàãàåì u D C U1 1� � �( , ) R Rn n l l n� � �� , ãäå D Ri
n n� � ,

c c c Ri i in
n� �( , , )1 � , D D Dl� �( , , )1 � R n n l� � , C c Rij

l n� � �[ ] . Ðàññìàòðèâàÿ

â êà÷åñòâå äîïóñòèìîé îáëàñòè íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

X X A b G A b Z n� � �( , ) ( , ) , (1)

ãäå G A b x R Ax bn( , ) |� � �{ } — âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, A aij� �[ ] R m n� ,

b b b Rm
m� �( , , )1 � , ïîëàãàåì u A b U R Rm n m

2 2� � � ��( , ) .

Äàëüíåéøèå âûêëàäêè ñâÿçàíû ñ ïîèñêîì îáùåãî ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ ðàç-

íûõ òèïîâ óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Q F XP ( , ) îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé èñõîäíûõ

äàííûõ äëÿ âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ, âîçìóùåíèé èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ îïèñàíèÿ îãðà-

íè÷åíèé çàäà÷è, à òàêæå âîçìóùåíèé âñåõ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Òåðìèíàìè

«óñòîé÷èâîñòü», «óñòîé÷èâàÿ çàäà÷à», «óñòîé÷èâî ïðèíàäëåæèò» áóäåì ïîëüçîâàòü-

ñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîíÿòèÿ óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî âîçìóùåíèé èñõîäíûõ äàí-

íûõ ïðè ëþáîì èç óêàçàííûõ òðåõ âàðèàíòîâ ó÷åòà âîçìóùåíèé. Îäíàêî ïðè íåîá-

õîäèìîñòè îñîáî âûäåëèòü âòîðîé âàðèàíò áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîì «óñòîé÷è-

âîñòü ïî âåêòîðíîìó êðèòåðèþ», à äëÿ òðåòüåãî âàðèàíòà — òåðìèíîì

«óñòîé÷èâîñòü ïî îãðàíè÷åíèÿì».

Äëÿ íàáîðà u u u U� �( , )1 2 èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è Q F X( , ) è ëþáîãî ÷èñ-

ëà � � 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî O u� ( ) âîçìóùåííûõ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è

ñîãëàñíî ôîðìóëàì

O u u u u u O u u O u� � �� � � � �( ) ( ) ( ( ), ( )) | ( ) ( ), ( ) (� � � �{ 1 2 1 1 2 2 )},

åñëè ðå÷ü èäåò î âîçìóùåíèÿõ âñåõ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è;

O u u u u u u u O u� �� � � � �( ) ( ) ( ( ), ( )) | ( ) , ( ) ( )� � � �{ }1 2 1 1 2 2 ,

åñëè ðå÷ü èäåò î âîçìóùåíèÿõ èñõîäíûõ äàííûõ òîëüêî â îãðàíè÷åíèÿõ;

O u u u u u O u u u� �� � � � �( ) ( ) ( ( ), ( )) | ( ) ( ), ( )� � � �{ }1 2 1 1 2 2 ,

åñëè ðå÷ü èäåò òîëüêî î âîçìóùåíèÿõ èñõîäíûõ äàííûõ âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ.

Çäåñü O u u U u ui i i i i i� � � �( ) ( ) | | | ( ) | |� � � �{ }, ��� i — íîðìà â ïðîñòðàíñòâå U i ,

i �1 2, .

Ñèìâîëàìè Fu1( )� è X u2( )� áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî âåêòîðíûé

êðèòåðèé è äîïóñòèìóþ îáëàñòü çàäà÷è ïðè âîçìóùåííûõ èñõîäíûõ äàííûõ

u u u O u( ) ( ( ), ( )) ( )� � � �� �1 2 .

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ ïÿòè òèïîâ óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíîé çàäà÷è öåëî÷èñ-

ëåííîé îïòèìèçàöèè ñîãëàñíî [2–4].

Îïðåäåëåíèå 1. Çàäà÷à Q F XP ( , ) T1-óñòîé÷èâà, åñëè � �� 0 òàêîå, ÷òî

 �( ( ), ( )) ( )u u O u1 2� � � ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
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P P( , ) ( , )( ) ( )F X F Xu u� � 

1 2� � .

Îïðåäåëåíèå 2. Çàäà÷à Q F XP ( , ) T2-óñòîé÷èâà, åñëè � �� 0 è � �x F XP ( , )

òàêèå, ÷òî  �( ( ), ( )) ( )u u O u1 2� � � âûïîëíÿåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü

x F Xu u�P ( , )( ) ( )1 2� � .

Îïðåäåëåíèå 3. Çàäà÷à Q F XP ( , ) T3-óñòîé÷èâà, åñëè � �� 0 òàêîå, ÷òî

 �( ( ), ( )) ( )u u O u1 2� � � âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

P P( , ) ( , )( ) ( )F X F Xu u1 2� � � .

Îïðåäåëåíèå 4. Çàäà÷à Q F XP ( , ) T4-óñòîé÷èâà, åñëè � �� 0 òàêîå, ÷òî

 �( ( ), ( )) ( )u u O u1 2� � � âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

P P( , ) ( , )( ) ( )F X F Xu u�
1 2� � .

Îïðåäåëåíèå 5.Çàäà÷à Q F XP ( , ) T5-óñòîé÷èâà, åñëè � �� 0 òàêîå, ÷òî

 �( ( ), ( )) ( )u u O u1 2� � � ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

P P( , ) ( , )( ) ( )F X F Xu u�
1 2� � .

Îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâîñòè òèïà T1 îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî çàäà÷à

Q F X( , ) ñî âñåìè ëèíåéíûìè è êâàäðàòè÷íûìè ÷àñòíûìè êðèòåðèÿìè âñåãäà

T1-óñòîé÷èâà ïî âåêòîðíîìó êðèòåðèþ [3, 5]. Äëÿ çàäà÷è Q F X( , ), â êîòîðîé ñî-

ãëàñíî ôîðìóëå (1) X X A b� ( , ), ïîíÿòèÿ T1- è T2-óñòîé÷èâîñòè ïî îãðàíè÷åíè-

ÿì ýêâèâàëåíòíû [2]. Ïîíÿòèå T1-óñòîé÷èâîñòè ê âîçìóùåíèÿì âñåõ èñõîäíûõ

äàííûõ çàäà÷è Q F XP ( , ) ñ êâàäðàòè÷íûìè ÷àñòíûìè êðèòåðèÿìè è äîïóñòèìûì

ìíîæåñòâîì X X A b� ( , ) ýêâèâàëåíòíî ïîíÿòèþ T2-óñòîé÷èâîñòè ïî

îãðàíè÷åíèÿì [4].

Èññëåäóåì ïîíÿòèÿ T2-, T3-, T4- è T5-óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Q F XP ( , ) è ïîêà-

æåì, ÷òî èõ ìîæíî ñâåñòè ê äâóì áîëåå ïðîñòûì ïîíÿòèÿì îòíîñèòåëüíî óñòîé-

÷èâîñòè îòäåëüíûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è, ïîìîãàþùèì ðàñêðûòü ïðèðî-

äó äåéñòâèÿ âîçìóùåíèé â èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è íà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ,

îïòèìàëüíûõ è íåîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé.

Îáîçíà÷èì M { P� X F X, ( , ), Sl ( , ),F X Sm ( , )F X , X F X\ ( , )P ,

X F X\ ( , )Sl , X F X\ ( , )Sm } ñîâîêóïíîñòü ðÿäà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X .

Ïóñòü M — ëþáîé ýëåìåíò èç M. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíî � � 0, u ( )� �

� �( ( ), ( )) ( )u u O u1 2� � � . Îáîçíà÷èì M u( )� ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X u2( )� äîïóñ-

òèìûõ ðåøåíèé âîçìóùåííîé çàäà÷è Q F Xu u( , )( ) ( )1 2� � , ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñ-

òâó M êàê ïîäìíîæåñòâó äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X çàäà÷è Q F X( , ). Íàïðèìåð,

åñëè M X F X� \ ( , )P , òî M X F Xu u u u( ) ( ) ( ) ( )\ ( , )� � � ��
2 1 2

P .

Îïðåäåëåíèå 6. Äîïóñòèìîå ðåøåíèå x M� çàäà÷è Q F XP ( , ) óñòîé÷èâî

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M , åñëè � �� 0 òàêîå, ÷òî  �u O u( ) ( )� � : x M u� ( )� , è

îíî íåóñòîé÷èâî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Î÷åâèäíî, ëþáàÿ òî÷êà x X� , êîòîðàÿ óñòîé÷èâî ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó

ìíîæåñòâó M �M, ñîõðàíÿåò ýòî ñâîéñòâî è ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâîëüíîìó

ìíîæåñòâó M � �M, óäîâëåòâîðÿþùåìó âêëþ÷åíèþ M M� �. Åñëè æå íåêîòîðàÿ

òî÷êà y íåóñòîé÷èâî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M �M, òî îíà íåóñòîé÷èâî ïðè-

íàäëåæèò è ëþáîìó ìíîæåñòâó M � � �M ïðè óñëîâèè, ÷òî y M M� � � � .

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê, óñòîé÷èâî ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó M �M, îá-

îçíà÷èì Ker ( )M è íàçîâåì ÿäðîì óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà M . Òàêèì îáðàçîì,
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Ker { }( ) | ( ) ( ) ( )( )M x M u O u x M u� � � �  � �� � � �0 .

Î÷åâèäíî, èç âêëþ÷åíèÿ M M� � , ãäå M , M � �M, ñëåäóåò

Ker Ker( ) ( )M M� � .

Îïðåäåëåíèå 7. Äîïóñòèìîå ðåøåíèå x X� çàäà÷è Q F XP ( , ) óñòîé÷èâî íå

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M X�M { }\ , åñëè � �� 0 òàêîå, ÷òî  �u O u( ) ( )� � :
x M u� ( )� .

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x X� , óñòîé÷èâî íå ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó

ìíîæåñòâó M X�M { }\ , îáîçíà÷èì � ( )M :

� ( ) | ( ) ( ) ( )( )M x X u O u x M u� � � �  � �{ }� � � �0 .

Î÷åâèäíî,

 � �M X M X MM { }\ : ( ) \� . (2)

Èç îïðåäåëåíèé 6 è 7 âûòåêàåò, ÷òî  �M XM { }\ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå

Ker ( \ ) ( )X M M� � . (3)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ïî âåêòîðíî-

ìó êðèòåðèþ è, ñëåäîâàòåëüíî  �� 0,  �u O u( ) ( ) :� � X Xu2( )� � , òîãäà êàæ-

äîå ðåøåíèå x X� , óñòîé÷èâî íå ïðèíàäëåæàùåå íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó M ,

áóäåò óñòîé÷èâî ïðèíàäëåæàòü åãî äîïîëíåíèþ X M\ . Â ýòîì ñëó÷àå

Ker ( \ ) ( )X M M� � .

Î÷åâèäíà ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðäæåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ïîíÿòèÿ

T2- è T4-óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Q F XP ( , ) ñ ïîíÿòèåì äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ çàäà-

÷è, êîòîðîå óñòîé÷èâî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó P ( , )F X .

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à Q F XP ( , ) T2-óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðå-

äè åå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, êîòîðîå óñòîé÷èâî

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ïàðåòî:

Ker P( ( , ))F X � 
.

Òåîðåìà 2. Çàäà÷à Q F XP ( , ) T4-óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå

åå Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâî ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Ïàðåòî:

Ker P P( ( , )) ( , )F X F X� . (4)

Äàëåå ïðîàíàëèçèðóåì ïîíÿòèå T3-óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Q F XP ( , ), ñâÿçàâ

åãî ñ ïîíÿòèåì äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå óñòîé÷èâî íå ïðèíàäëåæèò ìíî-

æåñòâó P ( , )F X .

Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷à Q F XP ( , ) íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè äëÿ íåå âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå P ( , )F X X� , è íåòðèâèàëüíîé — â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Î÷åâèäíî, òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Q F XP ( , ) T3-óñòîé÷èâà ïî âåêòîðíîìó êðèòå-

ðèþ. Åñëè æå X X A b� ( , ) â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1), òî òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à

Q F XP ( , ) T3-óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî èç òðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé

ðàáîòå âàðèàíòîâ ó÷åòà âîçìóùåíèé èñõîäíûõ äàííûõ: â âåêòîðíîì êðèòåðèè, â

îãðàíè÷åíèÿõ, âñåõ èñõîäíûõ äàííûõ. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç

ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 1 [1,2]. Ïóñòü X X A b� ( , ). Ñóùåñòâóåò ÷èñëî � � 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ýëåìåíòà u2 ( )� ìíîæåñòâà Q u u U� �( ) ( ) |2 2 2� �{ | | ( ) | |u u2 2� �� � } âîçìó-

ùåííûõ èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ îïèñàíèÿ îãðàíè÷åíèé çàäà÷è Q F X( , ) ñïðàâåä-

ëèâî âêëþ÷åíèå X Xu2( )� � .

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 1 äëÿ òðèâèàëüíîé çàäà÷è Q F XP ( , ) ñ äî-

ïóñòèìîé îáëàñòüþ X A b( , ) íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî � � 0, ÷òî  �u ( )�

� � � � �( ( ), ( )) ( ) : ( , ) (( ) ( ) ( )u u Î u F X X X Fu u u1 2 1 2 2
� � � � � �P P , )X .
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Äëÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷è Q F XP ( , ) ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü P ( , )F X X� . Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì T3-óñòîé÷èâîñòè

çàäà÷è Q F XP ( , ) ÿâëÿåòñÿ ñîâïàäåíèå ìíîæåñòâà åå íåýôôåêòèâíûõ äîïóñòèìûõ

ðåøåíèé ñ ìíîæåñòâîì âñåõ äîïóñòèìèõ òî÷åê, óñòîé÷èâî íå ïðèíàäëåæàùèõ

ìíîæåñòâó Ïàðåòî:

X F X F X\ ( , ) ( ( , ))P P� � . (5)

Åñëè X X A b� ( , ), òî (5) ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì T3-óñòîé÷èâîñòè

çàäà÷è Q F XP ( , ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 3 äëÿ êàæäîé

T3-óñòîé÷èâîé çàäà÷è Q F XP ( , ) � �� 0 òàêîå, ÷òî  � �u u u( ) ( ( ), ( ))� � �1 2

�O u� ( ) : P P( , ) ( , )( ) ( )F X F Xu u1 2� � � . Îòñþäà ñ ó÷åòîì î÷åâèäíîãî âêëþ÷åíèÿ

P ( , )F X X� âûòåêàåò

X F X X F Xu u\ ( , ) \ ( , )( ) ( )P P�
1 2� � . (6)

Òàêèì îáðàçîì, âñå äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ çàäà÷è, íå ÿâëÿþùèåñÿ Ïàðåòî-îïòè-

ìàëüíûìè, óñòîé÷èâî íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Ïàðåòî, ò.å. X F X\ ( , )P �
� � ( ( , ))P F X . Ïðèíèìàÿ òàêæå âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (2), ïðèõîäèì ê

ðàâåíñòâó (5).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü X X A b� ( , ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (5) âûïîëíÿåò-

ñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà x èç X F X\ ( , )P óñòîé÷èâî íå ïðèíàäëåæèò

P ( , )F X . Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 7 íàéäåòñÿ ÷èñëî � �� �( )x 0 òàêîå,

÷òî  � �u u u O u( ) ( ( ), ( )) ( ) :� � � �1 2 x F Xu u�P ( , )( ) ( )1 2� � . Ó÷èòûâàÿ êîíå÷íîñòü

ìíîæåñòâà X F X\ ( , )P , ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî � �0 � �min ( ) | \ ( , ){ P }x x X F X .

Ïðè � �� 0 ïðèõîäèì ê âêëþ÷åíèþ (6), ñïðàâåäëèâîìó äëÿ ëþáîãî íàáîðà èñõîäíûõ

äàííûõ u O u( ) ( )� �� . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïèðàÿñü íà ëåììó 1, äåëàåì âûâîä î ñó-

ùåñòâîâàíèè òàêîãî ÷èñëà � �� 0, ÷òî  � � � � � �u u u O u( ) ( ( ), ( )) ( ) :� � � �1 2

P ( , )( ) ( ) ( )F X X Xu u u1 2 2� � �� � �� � . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîëîæèâ � � �� �min ,{ }0 è

âûáðàâ ëþáîé íàáîð èñõîäíûõ äàííûõ u u u( ) ( ( ), ( ))� � �� 1 2 èç O u� ( ) , ìîæíî ïå-

ðåéòè îò âêëþ÷åíèÿ (6) ê âêëþ÷åíèþ P P( , ) ( , )( ) ( )F X F Xu u1 2� � � , ÷òî è ñâèäåò-

åëüñòâóåò î T3-óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Q F XP ( , ). Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Èç îïðåäåëåíèé 3–5 âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à Q F XP ( , ) T5-óñòîé÷èâà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî T3-óñòîé÷èâîé è T4-óñòîé÷èâîé.

Ó÷èòûâàÿ òåîðåìû 2 è 3, à òàêæå âûâîäû, ñäåëàííûå âûøå îòíîñèòåëüíî

T3-óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîé çàäà÷è, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå è äîñ-

òàòî÷íûå óñëîâèÿ T5-óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Q F XP ( , ), óêàçûâàþùèå íà âçàèìîñ-

âÿçü ýòîãî òèïà óñòîé÷èâîñòè ñ óñòîé÷èâîñòüþ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, ïðèíàäëå-

æàùèõ äâóì íåïåðåñåêàþùèìñÿ ìíîæåñòâàì: P ( , )F X è X F X\ ( , )P .

Òåîðåìà 4. Òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Q F XP ( , ) T5-óñòîé÷èâà ïî âåêòîðíîìó êðè-

òåðèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü X X A b� ( , ). Òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Q F XP ( , ) T5-óñòîé÷èâà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü X X A b� ( , ). Íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Q F XP ( , ) T5-óñòîé-

÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4) è (5).

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå óñëîâèé T2-, T3-, T4- è T5-óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è

Q F XP ( , ) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èññëåäîâàíèþ äâóõ ïîäìíîæåñòâ äîïóñòèìîãî

ìíîæåñòâà X , à èìåííî:
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— Ker P( ( , ))F X , ñîñòîÿùåãî èç òî÷åê, óñòîé÷èâî ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñ-

òâó Ïàðåòî;

— � ( ( , ))P F X , ñîñòîÿùåãî èç äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è, óñòîé÷èâî íå

ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Ïàðåòî.

Íà íàø âçãëÿä, ðàçðåøåíèå âîïðîñîâ î íåïóñòîòå ÿäðà óñòîé÷èâîñòè ìíî-

æåñòâà Ïàðåòî Ker P( ( , ))F X è åãî ñîâïàäåíèè ñî âñåì ìíîæåñòâîì Ïàðåòî,

à òàêæå î ñîâïàäåíèè ìíîæåñòâà X F X\ ( , )P ñ ìíîæåñòâîì � ( ( , ))P F X ìîæåò

ñîñòàâèòü îñíîâó èññëåäîâàíèé óñòîé÷èâîñòè çàäà÷ âèäà Q F XP ( , ), ïðîâîäèìûõ

â ðóñëå òàê íàçûâàåìîãî òåîðåòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âû-

âîäû, àíàëîãè÷íûå èçëîæåííûì âûøå îòíîñèòåëüíî çàäà÷è Q F XP ( , ), èìåþò

ìåñòî è äëÿ çàäà÷ Q F XSl ( , ), Q F XSm ( , ).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàòû, îïèñàííûå â ñòàòüÿõ [2–4], ìîæíî ïðåä-

ëîæèòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû, êàñàþùèåñÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Q F X( , ) â òîì ñëó÷àå, êîãäà ó÷èòû-

âàþòñÿ ëèøü âîçìóùåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ, îòíîñÿùèåñÿ ê âåêòîðíîìó êðèòå-

ðèþ F f f l� ( , , )1 � , ãäå f R Ri
n: � 1, i N l� , — âîãíóòûå êâàäðàòè÷íûå ôóíê-

öèè, ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Ker Sl Ker P Ker Sm Sm( ( , )) ( ( , )) ( ( , )) ( , )F X F X F X F X� � � ,

� � �( ( , )) ( ( , )) ( ( , )) \ ( , )Sl P Sm SlF X F X F X X F X� � � .

Äëÿ çàäà÷è Q F X( , ), â êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ âîçìóùåíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ

ëèøü â îãðàíè÷åíèÿõ, îïèñûâàþùèõ äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X X A b� ( , ) ñ ïî-

ìîùüþ ôîðìóëû (1), ñïðàâåäëèâû òàêèå ñîîòíîøåíèÿ:

Ker Sl Sl int( ( , )) ( , ) ( , )F X F X G A b� � ,

Ker P P int( ( , )) ( , ) ( , )F X F X G A b� � ,

Ker Sm Sm int( ( , )) ( , ) ( , )F X F X G A b� � ,

� ( ( , )) \ ( , ) | ( , , ) ( , )Sl { Sl int }F X x X F X x F X G A b� � � � 
� ,

� ( ( , )) \ ( , ) | ( , , ) ( , )P { P int }F X x X F X x F X G A b� � � � 
� ,

� ( ( , )) \ ( , ) | ( , , ) ( , )Sm { Sm int }F X x X F X x F X G A b� � � � 
� .

Ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Q F X( , ) ñ ó÷åòîì âîçìóùåíèé, êîòîðûì

ïîäâåðãàþòñÿ âñå åå èñõîäíûå äàííûå, îòíîñÿùèåñÿ è ê âåêòîðíîìó êðèòåðèþ

F f f l� ( , , )1 � ñî âñåìè ÷àñòíûìè êðèòåðèÿìè, çàäàííûìè â âèäå âîãíóòûõ êâàäðà-

òè÷íûõ ôóíêöèé, è ê îãðàíè÷åíèÿì, îïèñûâàþùèì äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî

X X A b� ( , ) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1), ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ

Ker Sl Ker P Ker Sm Sm int( ( , )) ( ( , )) ( ( , )) ( , )F X F X F X F X G� � � � ( , )A b ,

� ( ( , )) \ ( , ) | ( , , ) ( , )P { Sl int }F X x X F X x F X G A b� � � � 
� .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷åíà âçàèìîñâÿçü óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è âåêòîðíîé öåëî-

÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè ñ óñòîé÷èâîñòüþ îïòèìàëüíûõ è íåîïòèìàëüíûõ ðå-

øåíèé ýòîé çàäà÷è. Ïîêàçàíî, ÷òî èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ óñòîé÷èâîñ-

òè çàäà÷è ïîèñêà Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê èçó÷å-

íèþ äâóõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâà òî÷åê, óñòîé÷èâî ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó

Ïàðåòî, è ìíîæåñòâà äîïóñòèìèõ òî÷åê, óñòîé÷èâî íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíî-

æåñòâó Ïàðåòî. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ âîïðîñîâ óñòîé÷èâîñòè îò-
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íîñèòåëüíî âîçìóùåíèé âñåõ èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, îòíîñèòåëüíî

âîçìóùåíèé èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ è îòíîñèòåëüíî

âîçìóùåíèé èñõîäíûõ äàííûõ â îãðàíè÷åíèÿõ.
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