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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé [1, 2], ïðèìûêàåò ê ïóáëè-
êàöèÿì [3–11] è ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ãàðàíòèðîâàííûõ âðåìåí ñáëèæåíèÿ êâàçè-
ëèíåéíîãî êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà ñ çàäàííûì öèëèíäðè÷åñêèì ìíî-
æåñòâîì. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñõåìû ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé. Ïîêàçà-
íî, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðåàëèçàöèè îñíîâíîé ñõåìû ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ
ôóíêöèé â êëàññå ñòðîáîñêîïè÷åñêèõ ñòðàòåãèé ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîçíà÷íîñòü ñïå-
öèàëüíîãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðåäëîæåíà îòäåëüíàÿ ñõåìà ìåòîäà ðàç-
ðåøàþùèõ ôóíêöèé, ãàðàíòèðóþùàÿ îêîí÷àíèå èãðû ñ ïîìîùüþ êîíðóïðàâëå-
íèé áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé, à òàêæå ñõåìà ñ ôèêñèðîâàííûìè òî÷-
êàìè òåëåñíîé ÷àñòè òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà. Ïîëó÷åíà ôóíêöèîíàëüíàÿ
ôîðìà ïåðâîãî ïðÿìîãî ìåòîäà Ïîíòðÿãèíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé. Äëÿ óïîìÿíóòûõ âûøå ñõåì õàðàêòåðíà åäèíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïîñòðîåíèé, îòëè÷àþùèõñÿ íåêîòîðûìè íþàíñàìè è ïîä÷åðêèâàþ-
ùèõ îïðåäåëåííîå êà÷åñòâî êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà. Óñòàíîâëåíû
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãàðàíòèðîâàííûìè âðåìåíàìè, à òàêæå óñëîâèÿ èõ
ñîâïàäåíèÿ äëÿ ðàçíûõ ñõåì. Ïðè ýòîì êëþ÷åâûìè ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ
âûïóêëîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ è àôôèííîñòè òåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà. Ýòè
óñëîâèÿ íîñÿò ãëîáàëüíûé õàðàêòåð è íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Îòäåëüíî èçó÷åí ñëó÷àé ñîâïàäåíèÿ è îòëè÷èÿ ãàðàíòèðîâàííûõ âðåìåí â çà-
âèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûðàæåíû â òåðìèíàõ êî-
íóñîâ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþòñÿ íà ïëîñêîì ìîäåëüíîì ïðèìåðå
ñ ïðîñòûì äâèæåíèåì è òåëåñíûì òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì. Ïðè ýòîì îáëàñòü
óïðàâëåíèÿ ïðåñëåäîâàòåëÿ ñïåöèôè÷íà: îíà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êðóãà è òðåó-
ãîëüíèêà. Ñîîòâåòñòâåííî îáëàñòü óïðàâëåíèÿ óáåãàþùåãî — êðóã. Ýòî ïðèâîäèò ê
íåïîëíîìó âûìåòàíèþ â óñëîâèè Ïîíòðÿãèíà. Òåì íå ìåíåå â ïðèìåðå âû÷èñëåíû
âñå ðàññìîòðåííûå ãàðàíòèðîâàííûå âðåìåíà è îíè îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Äàíû
òàêèå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èãðû, â êîòîðûå ïðå-
âðàùàþòñÿ îáùèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â òåðìèíàõ êîíóñîâ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È, ÈÍÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÎÑÒÜ

Ðàññìîòðèì êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ, ýâîëþöèÿ êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ
ðàâåíñòâîì

z t g t t u d

t

( ) ( ) ( , ) ( ( ), ( ))� � �
0

� � � � � � �, t � 0 . (1)

Çäåñü z t R n( )� , ôóíêöèÿ g t( ) , g R R n: � � , ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó è

îãðàíè÷åííîé ïðè t 	 0, ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ �( , )t � , t � �� 0 , èçìåðèìà ïî t,
à òàêæå ñóììèðóåìà ïî � äëÿ êàæäîãî t R� � . Áëîê óïðàâëåíèÿ çàäàåòñÿ ôóíêöè-
åé � �( , )u , � :U V R n
 � , êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-
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ìåííûõ íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè íåïóñòûõ êîìïàêòîâ U è V, ò.å. U K R m� ( ) ,

V K R l� ( ) , m, l, n — íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ u( )� , u R U: � � , è � �( ) , � : R V� � , ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìû-
ìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè.

Êðîìå ïðîöåññà (1) çàäàíî òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M * , èìåþùåå öèëèíäðè-
÷åñêèé âèä

M M M* � �0 , (2)

ãäå M 0 — ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç R n , à M K L� ( ) , ãäå L — îðòîãîíàëü-

íîå äîïîëíåíèå ê M 0 â R n .

Öåëè ïåðâîãî ( )u è âòîðîãî ( )� èãðîêîâ ïðîòèâîïîëîæíû. Ïåðâûé ñòàðàåòñÿ
âûâåñòè òðàåêòîðèþ ïðîöåññà (1) íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ,
à âòîðîé — ìàêñèìàëüíî îòòÿíóòü ìîìåíò ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè íà ìíîæåñòâî M *

èëè âîîáùå èçáåæàòü ýòîé âñòðå÷è.
Ïðèìåì ñòîðîíó ïåðâîãî èãðîêà è áóäåì îðèåíòèðîâàòüñÿ íà âûáîð ïðîòèâíè-

êîì â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé èçìåðèìîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ èç V. Åñëè èãðà (1), (2) ïðîèñõîäèò íà èíòåðâàëå [ , ]0 T , òî óïðàâëåíèå
ïåðâîãî èãðîêà â ìîìåíò t âûáèðàåì íà îñíîâå èíôîðìàöèè î g T( ) è � t ( )� , ò.å.
â âèäå èçìåðèìîé ôóíêöèè

u t u g T t( ) ( ( ), ( ))� �� , t T�[ , ]0 , u t U( )� , (3)

ãäå � �t s s t( ) ( ): [ , ]� � �{ }0 — ïðåäûñòîðèÿ óïðàâëåíèÿ âòîðîãî èãðîêà äî ìîìåíòà t,
èëè â âèäå êîíòðóïðàâëåíèÿ

u t u g T t( ) ( ( ), ( ))� � , t T�[ , ]0 , u t U( )� . (4)

Åñëè, â ÷àñòíîñòè, g t e zAt( ) � 0 ,�( , ) ( )t eA t� �� � , z z( )0 0� , à eAt — ìàòðè÷íàÿ

ýêñïîíåíòà, òî ãîâîðÿò, ÷òî óïðàâëåíèå u t u z t( ) ( , ( ))� �0 � ðåàëèçóåò êâàçèñòðàòå-
ãèþ [3], à êîíòðóïðàâëåíèå u t u z t( ) ( , ( ))� 0 � — ïðîÿâëåíèå ñòðîáîñêîïè÷åñêîé
ñòðàòåãèè [4, 5].

Öåëü ðàáîòû — óñòàíîâèòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2)
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ èãðû ñáëèæåíèÿ çà ãàðàíòèðîâàííîå âðåìÿ ìåòîäà
ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé [6] â êëàññå ñòðîáîñêîïè÷åñêèõ ñòðàòåãèé è ñðàâíèòü èõ
ñ ïåðâûì ïðÿìûì ìåòîäîì Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [4, 5].

Îáîçíà÷èì � îðòîïðîåêòîð, êîòîðûé äåéñòâóåò èç R n â L . Ïîëîæèâ
� � � �( , ) ( , ):U u u U� �{ }, ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

W t t U( , , ) ( , ) ( , )� � � � � �� � , W t W t

V

( , ) ( , , )� � �
�

�
�
�

íà ìíîæåñòâàõ 
V è  ñîîòâåòñòâåííî, ãäå  � � � � �{ }( , ):t t� �0 .
Óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå W t( , )� ïðèíèìàåò íåïóñ-

òûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå  .
Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1) îòîáðàæå-

íèå � �( , )U , ��V, — íåïðåðûâíîå â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèé î ìàòðè÷íîé ôóíêöèè�( , )t � ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t 	 0 îòîáðàæåíèå W t( , , )� � ÿâëÿåòñÿ èçìåðè-
ìûì ïî � íà èíòåðâàëå [ , ]0 t è çàìêíóòûì ïî �, ��V, ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì.
Òîãäà [13] îòîáðàæåíèå W t( , )� — èçìåðèìîå ïî � çàìêíóòîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íà
èíòåðâàëå [ , ]0 t . Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ W t( , , )� � , W t( , )� , âîîáùå ãîâîðÿ, íå
êîìïàêòîçíà÷íû, èõ çíà÷åíèÿ ìîãóòü áûòü íåîãðàíè÷åííûìè ìíîæåñòâàìè.

Èç óñëîâèÿ Ïîíòðÿãèíà è òåîðåìû èçìåðèìîãî âûáîðà [13] âûòåêàåò, ÷òî ïðè
ëþáîì t � 0 ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èçìåðèìûé ïî � ñåëåêòîð � �( , )t òàêîé, ÷òî
� � �( , ) ( , )t W t� , ( , )t � � . Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òàêèõ ñåëåêòîðîâ �t è ââåäåì
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ôóíêöèþ
� � � � � �( , ( ), ( , )) ( ) ( , )t g t t g t t d

t

� � � �
0

, (5)

ãäå �( , )� � � �
�

� �t

t 0
� — íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé ñåëåêòîð. Â ñèëó ïðåäïîëî-

æåíèé ñåëåêòîð � �( , )t ÿâëÿåòñÿ ñóììèðóåìîé ïî �, ��[ , ]0 t , ôóíêöèåé ïðè ëþ-
áîì t 	 0.

ÑÕÅÌÛ ÏÎËÓ×ÅÍÈß ÃÀÐÀÍÒÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÂÐÅÌÅÍ

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

A ( , , ) { : [ ( , , ) ( , )] [ ( , ( ), ( ,t W t t M t g t t� � � � � � � � � �� � � � � �0 ))] },��

A:
 � �V
R2 , (6)

è åãî îïîðíóþ ôóíêöèþ â íàïðàâëåíèè � 1 � � � � � � �( , , ) : ( , , )t t� �sup{ }A ,
( , )t � � , ��V.

Äàííóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò ðàçðåøàþùåé [6].
Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

A ( , , )t � � íà ìíîæåñòâå 
V èìååò íåïóñòîé çàìêíóòûé îáðàç. Ñëåäóåò òàêæå çàìå-
òèòü, ÷òî ïðè � �( , ( ), ( , ))t g t t M� � èìååì A ( , , ) [ , )t � � � � �0 è ñîîòâåòñòâåííî
� � �( , , )t � � � ïðè ëþáûõ ��[ , ]0 t è ��V.

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ïàðàìåòðîâ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2), òå-
îðåì î õàðàêòåðèçàöèè è îáðàòíîì îáðàçå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòî-
áðàæåíèå A ( , , )t � � ÿâëÿåòñÿ L B
 -èçìåðèìûì [13] ïî �, �, ��[ , ]0 t , ��V, à ðàçðåøà-
þùàÿ ôóíêöèÿ � � �( , , )t — L B
 -èçìåðèìîé ïî �, � â ñèëó òåîðåìû îá îïîðíîé
ôóíêöèè [13] ïðè � �( , ( ), ( , ))t g t t M� � .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

T g t t d

t

V
( ( ), ( , )) : ( , , )� � � � � �

�
�
�

��

�
��

�
� � � � �

�
inf inf0 1

0

�

��
. (7)

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî t 	 0 � �( , ( ), ( , ))t g t t M� � , òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ inf

�
� � �

�V
t( , , ) èçìåðèìà ïî �, ��[ , ]0 t .

Åñëè � �( , ( ), ( , ))t g t t M� � , òî inf
�

� � �
�

� � �
V

t( , , ) äëÿ ��[ , ]0 t è â ýòîì ñëó÷àå

çíà÷åíèå èíòåãðàëà â ñîîòíîøåíèè (7) åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ðàâíûì ��, à ñîîòâå-
òñòâóþùåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâî
â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ â (7) íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t 	 0, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
T g( ( ), ( , ))� � � � � �� .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíî
óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, ìíîæåñòâî M — âûïóêëîå è äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè g ( )� è íå-
êîòîðîãî ñåëåêòîðà �( , )� � �� òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (7) ïî t äîñòèãàåòñÿ,
T T g� � � � � � �( ( ), ( , ))� .

Òîãäà òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà íà òåðìèíàëüíîå ìíî-
æåñòâî (2) â ìîìåíò T ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ âèäà (3).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â [1].
Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòà òåîðåìà ìîæåò

áûòü ðåàëèçîâàíà â êëàññå êîíòðóïðàâëåíèé (4). Òàêîâûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäó-
þùåå óñëîâèå âûïóêëîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ A ( , , )T � � , ÷òî ïðèâîäèò ê
ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû.

Óñëîâèå 1. Ïðè � �( , ( ), ( , ))T g T T M� � îòîáðàæåíèå A ( , , )T � � , T � �� 0, ��V,

âûïóêëîçíà÷íî, ò.å. A ( , , ) [ , ( , , )]T T� � � � �� 0 .
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ èãðîâîé çàäà÷è (1), (2) âûïîëíåíû óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà è
óñëîâèå 1 ñ ñåëåêòîðîì �( , )T � , à ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, ïðè÷åì äëÿ çà-
äàííîé ôóíêöèè g ( )� è ñåëåêòîðà �( , )T T� �� òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (7) ïî t äîñòè-
ãàåòñÿ è T T g� � � � � � �( ( ), ( , ))� . Òîãäà òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (1) ìîæåò áûòü ïðèâå-
äåíà íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî (2) â ìîìåíò T ñ ïîìîùüþ êîíòðóïðàâëåíèÿ (4).

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå 1 âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè, åñëè îòîáðàæåíèå
W T( , , )� � âûïóêëîçíà÷íî äëÿ ��[ , ]0 T , ��V, à ìíîæåñòâî M — âûïóêëûé êîìïàêò.

Ìîäèôèöèðóåì ñõåìó (5)–(7) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå
ãàðàíòèðîâàííîå âðåìÿ ñáëèæåíèÿ îáåñïå÷èâàëîñü ñòðîáîñêîïè÷åñêîé ñòðàòåãèåé
áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.

Ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A A( , ) ( , , )t t

V

� � �
�

�
�
� , t � �� 0, êîòîðîå

èìååò íåïóñòîé îáðàç, ïîñêîëüêó ïî êðàéíåé ìåðå 0�A ( , , )t � � äëÿ t � �� 0, ��V,
è åãî îïîðíóþ ôóíêöèþ â íàïðàâëåíèè +1 � � � � �( , ) : ( , )t t� � �sup{ }0 A . Åñëè
� �( , ( ), ( , ))t g t t M� � , òî îòîáðàæåíèå A ( , )t � ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîçíà÷íûì è èçìåðè-
ìûì ïî �, ��[ , ]0 t , à çíà÷èò, â ñèëó òåîðåìû îá îïîðíîé ôóíêöèè, èçìåðèìà ïî � è
ôóíêöèÿ � �( , )t .

Ââåäåì ôóíêöèþ

�( ( ), ( , )) : ( , )g t t d

t

� � � � � ��� � � �inf{ }0 1
0

. (8)

Åñëè ïðè íåêîòîðîì t 	 0 � �( , ( ), ( , ))t g t t M� � , òî, î÷åâèäíî, A ( , ) [ , )t � � � �0 ,
à � �( , )t � � � äëÿ ��[ , ]0 t . Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ïîëîæèòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà
â (8) ðàâíûì � �, à ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Åñëè
æå íåðàâåíñòâî â (8) íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t 	 0 , òî ïîëîæèì
�( ( ), ( , ))g � � � � � �� .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíî
óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà è M M�co , ïðè÷åì äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè g ( )� è íåêîòîðîãî ñå-
ëåêòîðà �( , )� � �� òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (8) äîñòèãàåòñÿ è � �� � � � � � �( ( ), ( , ))g � .
Òîãäà òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî
(2) â ìîìåíò � ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ âèäà (4).

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíî
óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, M M�co , äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè g ( )� è íåêîòîðîãî ñåëåêòîðà
�( , )� � �� òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ïî t â (7), (8) äîñòèãàåòñÿ, ïðè÷åì T g( ( ),�
�( , ))� � � � �, �( ( ), ( , ))g � � � � � �� , è âûïîëíåíî óñëîâèå 2, òî T g( ( ), ( , ))� � � ��
� � � ��( ( ), ( , ))g � .

Â îáùåì ñëó÷àå âñåãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî T g g( ( ), ( , )) ( ( ), ( , ))� � � � � � �� �� .
Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû, öåëåñîîáðàçíî ñðàâíèòü ãàðàíòèðî-

âàííûå âðåìåíà ñõåì, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðåøàþùèìè ôóíêöèÿìè, ñî âðåìåíåì ïåðâî-
ãî ïðÿìîãî ìåòîäà Ïîíòðÿãèíà.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ïîíòðÿãèíà äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2)

P g t g t M W t d

t

( ( )) : ( ) ( , )� � � � �
�
�
�

��

�
�
�

��
�inf 0
0

� � � .
(9)

Çäåñü, êàê è ðàíüøå, èíòåãðàë îò ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ — èíòåãðàë
Àóìàíà [15]. Åñëè âêëþ÷åíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêèõ
t � 0 , òî ïîëîæèì P g( ( ))� � � �.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíî
óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (9) äîñòèãàåòñÿ è P P g� � � � �( ( )) .
Òîãäà òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî
(2) â ìîìåíò P ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ âèäà (4).
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Èç òåîðåìû 4, êîòîðàÿ îáîáùàåò ïåðâûé ïðÿìîé ìåòîä íà êîíôëèêòíî-óïðàâ-
ëÿåìûå ïðîöåññû âèäà (1), âûòåêàþò ñëåäñòâèÿ.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-

íî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû � � �g t M W t d

t

( ) ( , )� ��
0

, t � 0 , íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë òàêîé ñåëåêòîð �( , )t t� �� , ÷òî

� �( , ( ), ( , ))t g t t M� � . (10)

Çàìåòèì, ÷òî â ñõåìå ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé âûïîëíåíèå âêëþ÷åíèÿ
(10) ïðèâîäèò ê âûðîæäåíèþ óïîìÿíóòûõ âûøå ôóíêöèé, ò.å. èõ çíà÷åíèÿ ñòàíî-
âÿòñÿ ðàâíûìè � �. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ ïîëíîñòüþ îòâå÷àåò ïåðâîìó ïðÿìîìó ìåòî-
äó Ïîíòðÿãèíà, è èãðà â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü çàêîí÷åíà çà âðåìÿ Ïîíòðÿãèíà
â êëàññå ñòðîáîñêîïè÷åñêèõ ñòðàòåãèé áåç êàêèõ-ëèáî äîïóùåíèé îòíîñèòåëüíî ïà-
ðàìåòðîâ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2), êðîìå, åñòåñòâåííî, óñëîâèÿ
Ïîíòðÿãèíà.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-
íî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ñåëåêòîð �( , )� � , ÷òî T g( ( ),�
�( , )) ( ( ))� � � �P g ïðè ëþáûõ èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ äëÿ t 	 0 ôóíêöèÿõ g t( ) .

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-
íî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ñåëåêòîð �( , )� � ��, ÷òî �( ( ),g �
�( , )) ( ( ))� � � �P g ïðè ëþáûõ èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ äëÿ t 	 0 ôóíêöèÿõ g t( ) .

Âûðàçèì âðåìÿ îêîí÷àíèÿ èãðû (1), (2) ïî Ïîíòðÿãèíó (9) â ôîðìå ðàçðåøàþ-
ùèõ ôóíêöèé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

B t W t t M t g t t( , ) : [ ( , ) ( , )] [ ( , ( ), ( , ))]� 	 � � � 	 � �� � � � � � �{ 0 � } (11)

è åãî îïîðíóþ ôóíêöèþ â íàïðàâëåíèè � 1

	 � 	 	 �( , ) : ( , )t B t� �sup{ }, t � �� 0 . (12)

Çäåñü � �( , )t — èçìåðèìûé ïî � ñåëåêòîð ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ W t( , )� ,
à ôóíêöèÿ � �( , ( ), ( , ))t g t t � çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (5).

Åñëè � �( , ( ), ( , ))t g t t M� � , òî ñîãëàñíî òåîðåìàì î õàðàêòåðèçàöèè è îáðàòíîì
îáðàçå [13] îòîáðàæåíèå B t( , )� èçìåðèìî è çàìêíóòîçíà÷íî ïî �, ��[ , ]0 t . Ñîîòâåò-
ñòâåííî íà îñíîâå òåîðåìû îá îïîðíîé ôóíêöèè [13] èçìåðèìîé ïî � ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ 	 �( , )t . Åñëè � �( , ( ), ( , ))t g t t M� � , òî B t( , ) [ , )� � � �0 , à 	 �( , )t � � � äëÿ
âñåõ ��[ , ]0 t .

Ââåäåì ôóíêöèþ âðåìåíè

P g t t d

t

( ( ), ( , )) : ( , )� � � � � �
�
�
�

��

�
�
�

��
�� 	 � �inf 0 1
0

,
(13)

êîòîðóþ ïîëîæèì ðàâíîé � �, åñëè íåðàâåíñòâî â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íå èìååò
ìåñòà ïðè âñåõ t � 0 .

Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíî
óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, M M�co è äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè g ( )� , � ( , )� � �� òî÷íàÿ íè-
æíÿÿ ãðàíü â (13) äîñòèãàåòñÿ, ïðè÷åì P P g� � � � � � �( ( ), ( , ))� . Òîãäà òðàåêòîðèÿ
ïðîöåññà (1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî (2) â ìîìåíò P

ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííîãî êîíòðóïðàâëåíèÿ.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíî óñëîâèå

Ïîíòðÿãèíà, M M�co è òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü â (13) äîñòèãàåòñÿ. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè g t( ) , ïðè t 	 0 èçìåðèìîé è îãðàíè÷åííîé, min

�
�

( , )
( ( ), ( , )) ( ( ))

� � �
� � � � �

�
P g P g .

Ñõåìó (11)–(13) íàçûâàþò [2] ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìîé ïåðâîãî ïðÿìîãî ìåòî-
äà Ïîíòðÿãèíà.
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Óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôóíêöèÿìè âðåìåíè T g( ( ), ( , ))� � �� è P g( ( ))�
äëÿ ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé è ïåðâîãî ïðÿìîãî ìåòîäà Ïîíòðÿãèíà.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíû
óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà è óñëîâèå 1, òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M * ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì
ìíîãîîáðàçèåì, ò.å. M m�{ }— òî÷êà, è òî÷íûå íèæíèå ãðàíè ïî t â (7), (13) äîñòè-
ãàþòñÿ. Òîãäà min

�
�

( , )
( ( ), ( , )) ( ( ))

� � �
� � � � �

�
T g P g äëÿ âñåõ èçìåðèìûõ îãðàíè÷åí-

íûõ ïðè t 	 0 ôóíêöèé g t( ).
Ñëåäñòâèå 5. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-

íî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M * ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ìíîãî-
îáðàçèåì ( )M m�{ } è òî÷íûå íèæíèå ãðàíè ïî t â (8), (13) äîñòèãàþòñÿ. Òîãäà äëÿ
âñåõ èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ ïðè t 	 0 ôóíêöèé g t( ) ñïðàâåäëèâî

min
�

�
( , )

( ( ), ( , )) ( ( ))
� � �

� � � � �
�
� g P g .

Óñòàíîâèì åùå îäíó ôîðìó ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé ñ ôèêñèðîâàííûìè
òî÷êàìè ìíîæåñòâà M, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Ýòà ôîðìà
ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé ñèòóàöèè. Åñëè ðàññìîòðåòü ïåðåñå÷åíèå â ñîîòíîøåíèè
(6), òî òî÷êè èç ìíîæåñòâà M, êîòîðûå ïðèâåäóò ê íåïóñòîòå ïåðåñå÷åíèÿ, âîîáùå
ãîâîðÿ, ìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äëÿ ðàçíûõ �. Îòäåëüíî èññëåäóåì ñëó÷àé,
êîãäà òî÷êè êàñàíèÿ â ïðîöåññå èãðû íå èçìåíÿþòñÿ.

Ïóñòü m M� è 
 � �( , ) ( , ( ), ( , ))t m t g t t m� � � , �( , )t t� �� , t � 0 . Ââåäåì ìíîãîç-
íà÷íîå îòîáðàæåíèå A ( , , , ) : ( , ) ( , , ) ( , )t m t m W t t� � � �
 � � � �� � � � �{ }0 è åãî îïîð-
íóþ ôóíêöèþ â íàïðàâëåíèè +1 � � � � � � �( , , , ) : ( , , , )t m t m� �sup{ }A , t � �� 0, ��V.
Ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, òî dom A �
� 
 
 V M. Çàìåòèì, ÷òî ïðè 
( , )t m � 0 A ( , , , ) [ , )t m� � � � �0 äëÿ ��[ , ]0 t , ��V,
m M� , è ñîîòâåòñòâåííî � � �( , , , )t m � � �.

Â ñèëó òåîðåìû îá îáðàòíîì îáðàçå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A ( , , , )t m� �
L B
 -èçìåðèìo ïî �, �, ��V, ��[ , ]0 t , à ñîãëàñíî òåîðåìå îá îïîðíîé ôóíêöèè ðàç-
ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ � � �( , , , )t m ÿâëÿåòñÿ L B
 -èçìåðèìîé ïî �, �. Åñëè äëÿ t 	 0 è
m M� 
( , )t m � 0, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî inf

�
� � �

�V
t m( , , , ) èçìåðèìà ïî �, ��[ , ]0 t .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

T ( ( ), , ( , )) : ( , , , )g m t t m d

t

V
� � � � � ��

�
� � � � �

�
inf { inf }0 1

0

.
(14)

Óñëîâèå 2. Ôóíêöèÿ T ( ( ), , ( , ))g m� � �� ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî m, m M� .

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà îíà ïîðîæäàåò ìàðãèíàëüíóþ ôóíêöèþ
T T( ( ), ( , )) ( ( ), , ( , ))g g m

m M
� � � � � � �

�
� �min è ìàðãèíàëüíîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-

æåíèå M T T( ( ), ( , )) { : ( ( ), ( , )) ( ( ), , ( , )g m M g g m� � � � � � � � � � � �� � � )}� M. Çàìå-
òèì [6], ÷òî èìåþò ìåñòî ôîðìóëû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé âðåìåíè

T g t t m d

t

V m M
( ( ), ( , )) : ( , , , )� � � � � �

� �
� � � � �

�
inf { inf max0

0

�1},

T ( ( ), ( , )) : ( , , , )g t t m d
m M

t

V
� � � � � �

� �
�� � � � �

�
inf max inf0

0

1
�
�
�

��

�
�
�

��
,

à òàêæå ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå � � � � � �( , , ) ( , , , )t t m
m M
�

�
max äëÿ t � �� 0 ,

��V, �( , )� � ��. Åñëè 
( , )t m � 0, òî inf
�

� � �
�

� � �
V

t m( , , , ) äëÿ ��[ , ]0 t è çíà-

÷åíèå èíòåãðàëà â ñîîòíîøåíèè (14) åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ðàâíûì � �, à ñîîòâåò-
ñòâóþùåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè. Â ñëó÷àå, êîãäà íåðàâåíñòâî
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â (14) íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t 	 0 è m M� , áóäåì ïðåäïîëaãàòü, ÷òî
T ( ( ), ( , ))g � � � � � �� .

Òåîðåìà 8. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíû
óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà è óñëîâèå 2, äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè g ( )� è íåêîòîðîãî ñåëåêòî-
ðà �( , )� � �� âíåøíÿÿ òî÷íàÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ â (14) è T T� � � � � � �( ( ), ( , ))g � .
Òîãäà ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèè ïðîöåññà (1) �z t( ) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà â ëþáóþ òî÷-
êó ìíîæåñòâà M ( ( ), ( , ))g � � �� â ìîìåíò T ñ ïîìîùüþ óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà,
íàçíà÷åííîãî ñîîòâåòñòâóþùåé êâàçèñòðàòåãèåé.

Èç ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò öåëûé ðÿä ñîäåðæàòåëüíûõ ñëåäñòâèé î ñîîòíîøå-
íèè ãàðàíòèðîâàííûõ âðåìåí è ñâÿçè ñ ïåðâûì ïðÿìûì ìåòîäîì Ïîíòðÿãèíà.

Ñëåäñòâèå 6. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-

íî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû � � �g t M W t d

t

( ) ( , )� � �
0

, t � 0, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë òàêîé èçìåðèìûé ñåëåêòîð �( , )t t� �� è
ýëåìåíò m M� , ÷òî 
( , )t m � 0 .

Ñëåäñòâèå 7. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-
íî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà. Òîãäà

inf inf
� �

� �
( , ) ( , )

( ( ), ( , )) ( ( ), ( , )
� � � � � �

� � � � � � �
� �

T g gT ) ( ( ))� �P g (15)

äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé îãðàíè÷åííîé äëÿ t 	 0 ôóíêöèè g t( ) .
Ñëåäñòâèå 8. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-

íî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M * — àôôèííîå ìíîãîîáðàçèå,
ò.å. M m�{ } — òî÷êà, è òî÷íûå íèæíèå ãðàíè ïî t â (7), (14) äîñòèãàþòñÿ. Òîãäà äëÿ
âñåõ èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé g t( ) , t 	 0 , min

�
�

( , )
( ( ), ( , ))

� � �
� � � �

�
T g

� � � �
� � �
min

�
�

( , )
( ( ), ( , ))

�
T g .

Ðåàëèçàöèþ ãàðàíòèðîâàííîãî âðåìåíè T g( ( ), ( , ))� � �� â êëàññå ñòðîáîñêîïè-
÷åñêèõ ñòðàòåãèé îáåñïå÷èâàåò ñëåäóþùèé àíàëîã ïðèâåäåííîãî ðàíåå óñëîâèÿ
âûïóêëîçíà÷íîñòè.

Óñëîâèå 3. Ïðè çàäàííîé ôóíêöèè g ( )� è âûáðàííîì ñåëåêòîðå �( , )� � �� äëÿ

òàêèõ ýëåìåíòîâ M ( ( ), ( , ))g � � �� , ÷òî 
( , )T m � 0, îòîáðàæåíèå A T( , , , )� � m ,
��[ , ]0 T , ��V, âûïóêëîçíà÷íî, ò.å. A T T( , , , ) [ , ( , , , )]� � � � �m m� 0 .

Òåîðåìà 9. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíû
óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà è óñëîâèÿ 2 è 3, â âûðàæåíèÿõ (9), (14) òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü
ïî t äîñòèãàåòñÿ è T � � �. Òîãäà ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèè ïðîöåññà (1) íà L ìîæåò
áûòü ïðèâåäåíà â ëþáóþ òî÷êó m, m g� � � �M ( ( ), ( , ))� , â ìîìåíò T ñ ïîìîùüþ
êîíòðóïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà, ïðè÷åì

min
�

�
( , )

( ( ), ( , )) ( ( ))
� � �

� � � � �
�

T g P g . (16)

ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ ÂÐÅÌÅÍ ÌÅÒÎÄÀ ÐÀÇÐÅØÀÞÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
È ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÐßÌÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ ÏÎÍÒÐßÃÈÍÀ

Ââåäåì ìíîãîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ

 ( , , ) ( , , ) ( , )*t W t W t� � � � �� � ,

K t t K t K t

V

( , , ) ( , , ), ( , ) ( , , )� � � � � � �
�

� �
�

con  � , t � �� 0 . (17)

Ïîñêîëüêó W t W t( , ) ( , , )� � �� , t � �� 0, ��V, ïî ïîñòðîåíèþ, 0� ( , , )t � � .
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå äëÿ óêàçàííûõ âûøå çíà÷åíèé
àðãóìåíòîâ

!  ( , , ) : ( , , ) [ ( , ( ), ( , ))]t t M t g t t� � � � � � � �� � � � � � �{ }0 , �( , )� � ��, (18)

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåïóñòûìè ìíîæåñòâàìè.
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Â ñèëó ñâîéñòâ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé W t( , , )� � è W t( , )� è îïåðàöèè ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè Ìèíêîâñêîãî îòîáðàæåíèå  ( , , )t � � ÿâëÿåòñÿ L B
 -èçìåðè-
ìûì ïî ( , )� � , ��[ , ]0 t , ��V, è çàìêíóòîçíà÷íûì.

Îïîðíàÿ ôóíêöèÿ îòîáðàæåíèÿ !( , , )t � � â íàïðàâëåíèè +1 èìååò âèä

� � � � � � �( , , ) : ( , , )t t� �sup{ }! . (19)

Ñîãëàñíî òåîðåìå îá îïîðíîé ôóíêöèè ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ � � �( , , )t

— L B
 -èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ïî ( , )� � , ��[ , ]0 t , ��V. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè g ( )�
ðàññìîòðèì ôóíêöèþ � �( ( )) ( , ) : ( ( ), ( , )) ( ( ))g P g P g� � � � � � � � � �{ }� � . Â ñâîþ î÷å-
ðåäü äëÿ �(( , ))� � �� îáîçíà÷èì

Q g t t t t P g( ( , )) ( ): ( , , ) ( , ) ( , , ) (� � � � 	 � � � � �� � � � � � " � � �{ 0 ( )),� �� V},

Q g t t t t P
*

( ( , )) ( ): ( , , ) ( , ) ( , , ) (� � � � 	 � � � � �� � � � � � " � � �{ 0 g V( )),� �� }.

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ g ( )� è �(( , ))� � �� ââåäåì ôóíêöèè � � � � �
�

( ) ( , , )t t d
V

t

�
�

� inf
0

è 	 	 � �( ) ( , )t t d

t

� �
0

, t � 0 .

Òåîðåìà 10. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíî
óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè g ( )� ñóùåñòâóåò òàêîé ñåëåêòîð
�( , ) ( ( ))� � � �� g , ÷òî g Q( ) ( ( , ))

*
� � � �� , ïðè÷åì T T g� � � � � � �( ( ), ( , ))� , äëÿ âñåõ

t, �, �, 0 � � � �� t P g( ( )) , ��V, âûïîëíåíî óñëîâèå

[ ( , ( ), ( , ))] ( , , )M t g t t K t� � � � �� � � � , (20)

ôóíêöèÿ � � �( , , )t ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî � äëÿ 0 � � � �� t P g( ( )) è ìîìåíò T

— òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè �( )t . Òîãäà

T g P g( ( ), ( , )) ( ( ))� � � � �� . (21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû èç ñîîòíîøåíèÿ (20) ñ ó÷åòîì âûðàæå-
íèé (18), (19) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ � � �( , , )t ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà ïðè âñåõ äîïóñ-
òèìûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ.

Ïîñêîëüêó îíà ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó ïî � [6], à ïî óñëîâèþ òåîðåìû åùå è
ñíèçó, òî ôóíêöèÿ � � �( , , )t íåïðåðûâíà ïî �, ��V, äëÿ 0 � � � �� t P g( ( )) è

min
�

� � � �
�

	 " � � � �
V

t t P g( , , ) ( ( ))0 0 . (22)

Ýòî îçíà÷àåò â ñèëó g Q( ) ( ( , ))
*

� � � �� , ÷òî inf
�

� � �
�

	
V

t( , , ) 	 �( , ),t

0 � � � �� t P g( ( )) .
Ïîñêîëüêó ìîìåíò T — òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè �( )t , òî � 	( ) ( )T T� 	1 .
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �( , ) ( ( ))� � � �� g , èç îïðåäåëåíèÿ âðåìåí T è P ïîëó÷èì íåðàâå-

íñòâî (21).
Çàìå÷àíèå 2. Âìåñòî ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèè � � �( , , )t ïî � äîñòà-

òî÷íî òðåáîâàòü òîëüêî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (22), à óñëîâèå (20) ýêâèâàëåíòíî
âêëþ÷åíèþ � � � �

�

� � � �
�

( , ( ), ( , )) [ ( , , ) ]t g t t K t M

V

� .

Òåîðåìà 11. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíåíî
óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè g ( )� ñóùåñòâóåò òàêîé ñåëåêòîð
�( , ) ( ( ))� � � �� g , ÷òî g Q( ) ( ( , ))� � � �� , è äëÿ êàæäîãî íàáîðà t ,�,
0 � � � �� t P g( ( )) , ñóùåñòâóåò òàêîå ��V, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

[ ( , ( ), ( , ))] ( , , )M t g t t K t� � � � �� � � � . (23)

Òîãäà
T g P g( ( ), ( , )) ( ( ))� � � � �� . (24)

96 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2008, ¹ 4



Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèÿ (23) âûòåêàåò, ÷òî min
�

� � �
�

�
V

t( , , ) 0 äëÿ

0 � � � �� t P g( ( )) , à ïîñêîëüêó g Q( ) ( ( , ))� � � �� , òî inf
�

� � � 	 �
�

�
V

t t( , , ) ( , ), 0 � ��

� � �t P g( ( )) . Ïîýòîìó � 	( ) ( )t t� è ñ ó÷åòîì �( , ) ( ( ))� � � �� g ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (24).

Çàìå÷àíèå 3. Óñëîâèå (23) äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

� � � �
�

� � � �
�

( , ( ), ( , )) [ ( , , ) ]t g t t K t M

V

� .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ìíî-
ãîîáðàçèåì.

Ñëåäñòâèå 9. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-
íî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, M m�{ }, äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè g ( )� ñóùåñòâóåò òàêîé ñå-
ëåêòîð �( , ) ( ( ))� � � �� g , ÷òî T T g� � � � � � �( ( ), ( , ))� , ïðè÷åì T ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè �( )t äëÿ âñåõ t, �, 0 � � � �� t P g( ( )) , m t g t� �( , ( ),
� �( , )) ( , )t K t� � , à ôóíêöèÿ � � �( , , )t ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî �. Òîãäà èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî (21).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäïîëîæåíèé äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàññóæ-
äåíèé, àíàëîãè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 10, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (22). Äëÿ êî-
íå÷íîãî âûâîäà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî g Q( ) ( ( , ))

*
� � � �� .

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè � � �( , , )t è ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè èìååì
� � � � � � � �( , , )[ ( , ( ), ( , ))] ( , ) ( , , )t m t g t t W t W t� � � � . Ñäâèíåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü
âêëþ÷åíèÿ íà âåêòîð � �( , )t , �( , ) ( ( ))� � � �� g . Òîãäà

� � � � � � � � � �( , , )[ ( , ( ), ( , ))] ( , ) ( , ) ( , ,t m t g t t W t t W t� � � � � ) ( , )� � �t . (25)

Â òî æå âðåìÿ, ïîñêîëüêó m t g t t� � �� �( , ( ), ( , )) 0 äëÿ t P g� �[ , ( ( )))0 , ïî îïðå-
äåëåíèþ ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé � �( , )t , � � �( , , )t èìååì

� � � � � � �( , )[ ( , ( ), ( , ))] ( , ) ( , )t m t g t t W t t� � � � , (26)

� � � � � � � � �( , , )[ ( , ( ), ( , ))] ( , , ) ( , )t m t g t t W t t� � � � . (27)

Ó÷èòûâàÿ âêëþ÷åíèÿ (25)–(27), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî � � � � �( , , ) ( , )t t� �
� � � �( , , )t , 0 � � � �� t P g( ( )) , ��V, à çíà÷èò, g Q( ) ( ( , ))

*
� � � �� .

Ñëåäñòâèå 10. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîëíå-
íî óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà, M m�{ }. Òîãäà, åñëè äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè g ( )� ñóùåñòâó-
åò òàêîé ñåëåêòîð �(( , )) ( ( ))� � � �� g , ÷òî g Q( ) ( ( , ))� � � �� , è äëÿ 0 � � � �� t P g( ( ))
m t g t t K t� � �� � �( , ( ), ( , )) ( , ) , èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (24).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 11.

Óñëîâèå 4. Îòîáðàæåíèå !( , , )t � � âûïóêëîçíà÷íî äëÿ 0 � � � �� t P g( ( )) , ��V.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîë-
íåíû óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà è óñëîâèå 4, à M m�{ }. Òîãäà äëÿ âñåõ 0 � � � �� t P g( ( )) ,
�( , )� � �� èìååì inf

�
� � �

�
�

V
t( , , ) 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ 0 � � �t P g( ( )) ñïðàâåäëèâî m t g t t� � �� �( , ( ), ( , )) 0

â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2. Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè � � �( , , )t , 0 � � � �� t P g( ( )) ,
��V, èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå � � � � � � �( , , )[ ( , ( ), ( , ))] ( , , )t m t g t t t� � � , à ñ ó÷åòîì
óñëîâèÿ 4

inf
�

�

� � � � � � �
� �

� � �
V

V

t m t g t t t( , , )[ ( , ( ), ( , ))] ( , , ) � . (28)
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Â òî æå âðåìÿ äëÿ 0 � � � �� t P g( ( )) èìååì

 
� �

� � � � �
� �

� � �
V V

t W t W t� �( , , ) [ ( , , ) ( , )]*

� �
#

$

%
%

&

'

(
(
�

� �� � � � � �

� � � �

V t W t t

W t t� � ( ( , , ) ( , ))
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( ( , , ) ( , ))
� �

�
#

$

%
%

&

'

(
(
�

W t V

W t t

� �

� � � �� �

� � �
�� � �

� � �
( , ) ( , )

[ ( , ) ( , )]
t W t

W t t� { }0 .

Òàêèì îáðàçîì, èç âêëþ÷åíèÿ (28) âûòåêàåò, ÷òî inf
�

� � �
�

�
V

t( , , ) 0 äëÿ
0 � � � �� t P g( ( )) .

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññà (1), (2) âûïîë-
íåíû óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà è óñëîâèå 4, à M m�{ }. Òîãäà åñëè ôóíêöèÿ � � �( , , )t ,
0 � � � �� t P g( ( )) , ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî �, ��V, òî

m t g t t K t� � �� � �( , ( ), ( , )) ( , ) (29)

äëÿ âñåõ 0 � � � �� t P g( ( )) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî min

�
� � �

�
�

V
t( , , ) 0 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå � �
*

( , )t , ÷òî � � � �( , , ( , ))
*

t t � 0, îòêóäà âû-
òåêàåò ñîîòíîøåíèå (29).

ÈËËÞÑÒÐÀÒÈÂÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

Ðàññìîòðèì êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ â ïëîñêîñòè ñ ïðîñòûì äâèæåíèåì

z t z u d

t

( ) ( ( ) ( ))� � ��0
0

� � � �, z t R( )� 2 , t � 0 .

Çäåñü g t z( ) � 0 , � ( , )t E� � — åäèíè÷íaÿ ìàòðèöà, � � �( , )u u� � . Îáëàñòè
óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ V R� � �{ }� �2 1: | | | | — åäèíè÷íûé êðóã, à U u R� �{ :2

| | | | } { ( , ): | | }u u u u u u� ) � � �1 21 2 1 2 — îáúåäèíåíèå åäèíè÷íîãî êðóãà è òðåó-
ãîëüíèêà. Òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M z R z* : | | | |� � �{ }2 � , ïðè÷åì M z R0

2� �{ :

z � 0}, à M z R z S� � � �{ }2 : | | | | � � . Òàêèì îáðàçîì, M L R
0

2* � � , à îðòîïðîåêòîð

�:R R2 2� ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì òîæäåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è çàäàåòñÿ åäè-

íè÷íîé ìàòðèöåé E �
+

,
--

.

/
00

1 0

0 1
. Äàëåå, î÷åâèäíî, W t U( , , )� � �� � , W t( , )� �

� � � � �
�
�

�

�
V

U U V( ) * { }0 è óñëîâèå Ïîíòðÿãèíà âûïîëíåíî. Ïîñêîëüêó W t( , )� �{ }0 ,

0 � �� t, òî � ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî âåêòîðà � ( , )� � , òîæäåñòâåííî ðàâíîãî
íóëþ. Ïîýòîìó � ( , , )t z z0 00 � , à ðàçðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä � �( , )z0 �
� � �� � � � � � �( , , ) : ( , , )t tsup{ }A , ïðè÷åì

A ( , , ) : [ ]t U� � � �� � �{ 0 � �� �[ S z0 ]}��.

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ òî÷êó z b0 0� �( , ) , b 	 0 . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî b 		 �.
Ïîñêîëüêó A A( , , ) ( )t � � �� , íåòðóäíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî ïðè � � �( , )0 1

A ( ) ,�
�

�
�

#

$%
&

'(
0

1

b
,

ïðè � � ( , )1 0 , � � �( , )1 0

A ( ) ,
( )

,�
�

�

�

� �
�

�

#

$
%
%

&

'
(
(
)

�

� �

#

$
%
%

&

'
(
(

0
2 2 2 2

2 2 2 2b

b

b b
,
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ïðè÷åì
2 2 2
2 2 2 2

b

b b

�

�
	

�

�

�

�

�( )
ïðè ìàëûõ �, ãäå ÷ëåíû íåðàâåíñòâà — ïîëîæè-

òåëüíûå êîðíè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî � ( )2 22 2 2� �� � �b ,

� ��2 2 21 1b � � �( ) , êîòîðûå âûðàæàþò òåîðåìó Ïèôàãîðà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå A ( , , )t � �
íå âûïóêëîçíà÷íî è óñëîâèå 1 íå âûïîëíåíî. Î÷åâèäíî, inf

|| ||
( , , )

�
� � �

�
�

1
t

� � � �
��

min sup{
|| ||

: ( )}
�

� � �
�1

0
1

A
b

, ïðè÷åì ìèíèìóì ïî � äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

� � �( , )0 1 .

Â òî æå âðåìÿ A A A( , ) ( ) ,
|| ||

t
b

� �
�

��

� � �
�

#

$
%
%

&

'
(
(�

�
1

2 2
0

2
. Ïîýòîìó � � �( , ) :t � �sup{ 0

�
�

�
� �

�
A }

2
2 2b

. Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå W t( , )� �{ }0 , òî è

B t( , )� �{ }0 äëÿ âñåõ 0 � � � � �� t . Ñîîòâåòñòâåííî 	 �( , )t � 0 .
Äëÿ ñõåìû ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé m S�� ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì ïîëîæå-

íèè z0 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m S c

c

� �
�
�
�

��

�
�
�

��� �

�
� �

�
[ , ]

[ , ]0 . Òîãäà ïðè � � �( , )0 1

A ( , , , ) ,t m
b m

� � �
�

#

$%
&

'(
0

1
, à � � � � � �

�
( , , , ) ( , , , )

|| ||
t m t m

b m
� �

��
min

1

1
, ïðè÷åì ìèíèìóì

ïî � äîñòèãàåòñÿ ïðè � � �( , )0 1 . Ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèÿ âðåìåíè T ( , , )z m0 0 �
� �b m, îòñþäà àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàåò, ÷òî T ( , )z b0 0 � � �, à ìàðãèíàëüíîå ìíî-
æåñòâî M ( , ) ( , )z0 0 0� �{ }� ñîñòîèò ëèøü èç îäíîãî ýëåìåíòà.

Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ îêîí÷àíèÿ èãðû èç íà÷àëüíîé òî÷êè z0 ñîãëàñíî ðàñ-

ñìîòðåííûì ñõåìàì T z z b( , ) ( , )0 00 0� � �T �, � ( , )z
b

0

2 2
0

2
�

� �

�
, P z( )0 � � �.

Ðàâåíñòâî T z z( , ) ( , )0 00 0� T èìååò ìåñòî òîëüêî ïîòîìó, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå M z m M z m z U( , ) : ( , ) [ ]0 0 0� � � �� � � � �{ } ïðè ëþáîì ��V ÿâëÿåò-
ñÿ òî÷êîé ( , )0 � � .

Ïóñòü òåïåðü z0 , z S0 �� , — ïðîèçâîëüíàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà. Ïîñêîëüêó
W t( , )� �{ }0 äëÿ 0 � � � � �� t , òî  ( , , ) ( , , )t W t� � � �� ,

K K t U z R z z

S

� � � � � �
�

( , ) [ ] : | |� � 
�
� con { }2

2 1 ,

ãäå  — óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê åäèíè÷íîìó êðóãó ñ öåíòðîì
â òî÷êå (2.2), êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ëåæèò áëèæå ê îñè
îðäèíàò.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî � � � � � �( , , ) ( , , )t t� , Q Q R S( ) ( ) \
*

0 0 2� � � , �( )z0 0�{ } äëÿ

z R S0
2� \ � . Êðîìå òîãî, min

�
� � �

��
�
�S

t
b

( , , )
1

, à ôóíêöèÿ �
�

( )t
t

b
�

�
ÿâëÿåòñÿ íå-

ïðåðûâíîé. Èç òåîðåìû 10 ïîëó÷èì, åñëè

� � � �
�

z U S

S

0 �
�

� �{con }[ ] , (30)

òî T z( , )0 0 � � �, à èç òåîðåìû 11 âûòåêàåò, ÷òî óñëîâèå � �z0
� � �

�
�

�

� �
S

U S{con }[ ] îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî T z( , )0 0 � � �.

Èòàê, ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (30) îêîí÷àíèÿ èãðû çà
êîíå÷íîå âðåìÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè z0 èç ìíîæåñòâà
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� � �
�
�

�

� �
S

U S{con }[ ] íàéäåíî âðåìÿ îêîí÷àíèÿ èãðû ïî ðàçíûì ñõåìàì ìåòîäà

ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ïðîâåäåíî äåòàëüíîå ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ôîðì ìåòîäà ðàçðåøàþùèõ
ôóíêöèé ìåæäó ñîáîé è ñ ïåðâûì ïðÿìûì ìåòîäîì Ïîíòðÿãèíà. Ïðèâåäåí èë-
ëþñòðàòèâíûé ïðèìåð ñ íåïîëíûì âûìåòàíèåì, â êîòîðîì ìîæíî íàéòè ãàðàí-
òèðîâàííûå âðåìåíà ñîãëàñíî ðàçíûì ñõåìàì è ñðàâíèòü èõ ñ âðåìåíåì ïåðâîãî
ïðÿìîãî ìåòîäà.
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