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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íañòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé

èãðû íàâåäåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà öåëåâîå ìíîæåñòâî èìååò âèä öèëèíäðà â ïðî-

ñòðàíñòâå ïîçèöèé. Çàäà÷è òàêîãî âèäà èíîãäà íàçûâàþò çàäà÷àìè íàâåäåíèÿ

«ê ìîìåíòó». Ñòðóêòóðà íåëèíåéíîé èãðîâîé çàäà÷è íàâåäåíèÿ èñ÷åðïûâàþùèì

îáðàçîì õàðàêòåðèçóåòñÿ òåîðåìîé îá àëüòåðíàòèâå, äîêàçàííîé Í.Í. Êðàñîâñêèì

è À.È. Ñóááîòèíûì [1, 2]; îíà óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ñåäëîâîé òî÷êè â

êëàññå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé èí-

ôîðìàöèîííîé ñîãëàñîâàííîñòè. Â ñëó÷àå, åñëè óñëîâèå èíôîðìàöèîííîé ñîãëà-

ñîâàííîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, ñåäëîâàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò â êëàññå ïàð êîíòðñòðà-

òåãèÿ/ñòðàòåãèÿ [2] (òàêæå óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ñåäëîâîé òî÷êè â ïàðàõ

ñòðàòåãèÿ/êîíòðñòðàòåãèÿ è ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ/ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ [2]).

Èçâåñòåí âèä îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè â çàäà÷å íàâåäåíèÿ [2]: ñòðàòåãèÿ (â ñëó÷àå

íåâûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ èíôîðìàöèîííîé ñîãëàñîâàííîñòè — êîíòðñòðàòåãèÿ)

ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî; ýòî ìíîæåñ-

òâî ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì u-ñòàáèëüíûì ìîñòîì â ñìûñëå Í.Í. Êðàñîâñêîãî.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå èãðîâîé çàäà÷è íàâåäåíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ

ìàêñèìàëüíîãî u-ñòàáèëüíîãî ìîñòà. Åñëè çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññàõ ñìå-

øàííàÿ ñòðàòåãèÿ/ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ, ñòðàòåãèÿ/êîíòðñòðàòåãèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà

íà ìàêñèìàëüíûé ~u-ñòàáèëüíûé, u* -ñòàáèëüíûé ìîñò ñîîòâåòñòâåííî [2].

Íàðÿäó ñ çàäà÷àìè íàâåäåíèÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ èãðîâûå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà. Äëÿ ýòèõ çàäà÷ íà îñíîâå òåîðåìû

îá àëüòåðíàòèâå Í.Í. Êðàñîâñêèì è À.È. Ñóááîòèíûì óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå

ôóíêöèè öåíû [2].

Êîíêðåòíîå ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà ïîçèöèîííîãî ïîãëîùåíèÿ èëè ôóíêöèè

öåíû óäàåòñÿ ïðîâåñòè íà îñíîâå ìåòîäà ïðîãðàììíûõ èòåðàöèé, ïðåäëîæåííîãî

À.Ã. ×åíöîâûì [3–6] (ñì. òàêæå [7–9]). Èç ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ â òåîðèè

äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð çàäà÷ ÷àñòî âûäåëÿþò äâà âàæíûõ êëàññà: çàäà÷è «â ìî-

ìåíò» è çàäà÷è «ê ìîìåíòó». Èãðîâàÿ çàäà÷à íàâåäåíèÿ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé «â ìî-

ìåíò», åñëè òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ñèñòåìó íà ìíîæåñòâî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

â ïîñëåäíèé ìîìåíò âðåìåíè, è çàäà÷åé «ê ìîìåíòó», åñëè òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ñèñ-

òåìó íà ìíîæåñòâî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Â ïîñëåäíåì

ñëó÷àå öåëåâîå ìíîæåñòâî â èãðå èìååò âèä öèëèíäðà â ïðîñòðàíñòâå ïîçèöèé.

Àíàëîãè÷íî èãðîâàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé «â ìî-

ìåíò», åñëè òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà â ïîñëåäíèé ìîìåíò,

è çàäà÷åé «ê ìîìåíòó», åñëè òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ìèíèìàëüíîå âäîëü ïî

òðàåêòîðèè çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà. Èãðîâûå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà «â ìî-

ìåíò» è «ê ìîìåíòó» ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû ìåòîäàìè òåîðèé îáîáùåííûõ ðåøåíèé

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2008, ¹ 5 117

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû ¹ 06-01-00414, 07-01-96088-ð.

� Þ.Â. Àâåðáóõ, 2008



óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà–ßêîáè è ìèíèìàêñíûõ íåðàâåíñòâ ñîîòâåòñòâåííî, ðàçâèòûõ

â ðàáîòàõ [10, 11]. Äëÿ ñëó÷àÿ, îáîáùàþùåãî ñëó÷àé èãð ñ ïðîñòûìè äâèæåíèÿìè, èç-

âåñòíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ ôóíêöèè öåíû êàê äëÿ çàäà÷è «â ìîìåíò», òàê è äëÿ çàäà÷è «ê

ìîìåíòó» [10]. Îòìåòèì, ÷òî âïåðâûå âûðàæåíèå ôóíêöèè öåíû â ñëó÷àå èãðû ñ ïðî-

ñòûìè äâèæåíèÿìè ïîëó÷åíî â [12]. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è «ê ìîìåíòó»

äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà–ßêîáè

ñ ïðåîáðàçîâàííûì ãàìèëüòîíèàíîì, ÿâëÿþùèìñÿ ìèíèìóìîì èç ãàìèëüòîíèàíà èñõîä-

íîé èãðû è íóëÿ [12].

Ðåøåíèå öåëîãî ðÿäà íåðåãóëÿðíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷ «â ìîìåíò» ïîëó÷åíî áëà-

ãîäàðÿ ìåòîäó ïðîãðàììíûõ èòåðàöèé [3], îäíàêî ðåøåíèå àíàëîãè÷íûõ çàäà÷

«ê ìîìåíòó» ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì. Îäèí èç âàðèàíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ çà-

äà÷è «ê ìîìåíòó» â òåðìèíàõ çàäà÷è «â ìîìåíò» áåç ïðåîáðàçîâàíèÿ óïðàâëÿåìîé

ñèñòåìû ïðèâåäåí â [3, ñ. 228–231].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåîáðàçîâàíèå çàäà÷ ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ñâîåîáðàçíîãî

ðàñøèðåíèÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ àâòîíîìíîé êîí-

ôëèêòíî-óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû çàäà÷à íàâåäåíèÿ «ê ìîìåíòó» ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å

íàâåäåíèÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû «â ìîìåíò». Ýêâèâàëåíòíîñòü ðàññìîòðåííûõ çà-

äà÷ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîâïàäàþò èòåðàöèè, ïîñòðîåííûå ïî îäíîìó èç âàðèàíòîâ

ìåòîäà ïðîãðàììíûõ èòåðàöèé äëÿ îáåèõ çàäà÷. Ðàññìîòðåííûé ñïîñîá ïðåîáðàçî-

âàíèÿ çàäà÷ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê èãðîâûì çàäà÷àì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

òðàåêòîðèè. Â ÷àñòíîñòè, èç äîêàçàííûõ â äàííîé ðàáîòå óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî

çàäà÷à «ê ìîìåíòó» äëÿ êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å «â ìîìåíò» äëÿ áèëèíåéíîé êîíôëèêò-

íî-óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû.

ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÎÑÍÎÂÍÎÃÎ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÀ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñáëèæåíèÿ/óêëîíåíèÿ ñ ìíîæåñòâîì M àâòîíîìíûõ

êîíôëèêòíî-óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì âèäà

� ( , , ), ,x f x u u P Q� � �� � , (1)

íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [ , ]0 � . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðâûé èãðîê, ðàñïîðÿæàþùèé-

ñÿ óïðàâëåíèåì u, ñòðåìèòñÿ ïðèâåñòè ñèñòåìó íà ìíîæåñòâî M, M n� �[ , ]0 � � ,

âòîðîé èãðîê, ðàñïîðÿæàÿñü óïðàâëåíèåì �, ñòðåìèòñÿ íå äîïóñòèòü ýòîãî.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f íåïðåðûâíà, ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà, P Qp q� �� �, , P è Q — êîìïàêòû,

M çàìêíóòî. Ïîëó÷àþùóþñÿ äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó ðàññìîòðèì â êëàññå êîíòðñòðà-

òåãèÿ/ñòðàòåãèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé èãðîê (ðàñïîðÿæàþùèéñÿ óïðàâëåíèåì u)

îñóùåñòâëÿåò óïðàâëåíèå â êëàññå êîíòðñòðàòåãèé, à âòîðîé (ðàñïîðÿæàþùèéñÿ óïðàâ-

ëåíèåì �) — â êëàññå ÷èñòûõ ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé [2]. Äàäèì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå

êîíòðñòðàòåãèè, ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè è äâèæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ àâòîíîìíûõ èãð, ñëå-

äóÿ îïðåäåëåíèÿì, ââåäåííûì â [2] äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.

Êîíòðñòðàòåãèåé ïåðâîãî èãðîêà íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿU Q Pn: [ , ]0 � � � �� ,

èçìåðèìàÿ ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó, ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèåé âòîðîãî èãðîêà íàçûâà-

åòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ V Qn: [ , ]0 � � �� . Äâèæåíèå, ïîðîæäåííîå êîíòðñòðàòåãèåé

U t x( , , )� íà ïðîìåæóòêå [ , ]
*

*t t , âûõîäÿùåå èç òî÷êè x
*

, ñëåäóÿ [2], îïðåäåëèì êàê

ïðåäåëû ëîìàíûõ Ýéëåðà ïðè ñòðåìëåíèè ìåëêîñòè ðàçáèåíèÿ ê íóëþ. Ëîìàíûå

Ýéëåðà ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü � �
�

{ }�k k
r

0
— ðàçáèåíèå îòðåçêà

[ , ]
*

*t t , �( )	 — íåêîòîðîå óïðàâëåíèå âòîðîãî èãðîêà, íà êàæäîì ïðîìåæóòêå

[ , )� �k k
1 (k r� 1, ) îïðåäåëèì ëîìàíóþ Ýéëåðà êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x t x f x U xk k k k

t

k k k

k

[ ] [ ] ( [ ], ( , [ ],� �
 
 
 
 





�1 1 1 1 1

1

� � � � �

�

( )), ( )) , [ ]
*

� � � � �d x x0 0 � .
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Ïðè ýòîì âòîðîé èãðîê ôîðìèðóåò ñâîå óïðàâëåíèå ïî ïðàâèëó: ïóñòü

 �
�

{ }� j j
m

0
— íåêîòîðîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [ , ]

*
*t t , îí âûáèðàåò ñâîå óïðàâëåíèå

ïîñòîÿííûì íà ïðîìåæóòêå [ , )� �j j
1 , j m� 1, , è ðàâíûì V xj j( , )� 
 
1 1 , ãäå x j
1 —

ïîëîæåíèå ñèñòåìû, ðåàëèçîâàâøååñÿ ê ìîìåíòó � j
1.

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ Àéçåêñà (óñëîâèÿ ñåäëîâîé òî÷êè â ìàëåíüêîé

èãðå)

� � � � � �
� � � �

s x s f x u s f xn

u P Q Q u P
, min max , ( , , ) maxmin , (�

� �
� , , )u � �

äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó â êëàññå ïîçèöèîííûõ ñòðà-

òåãèé [2], òîãäà ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà çàâèñÿò òîëüêî îò ðåàëèçîâàâøåéñÿ

ïîçèöèè. Ïî òåîðåìå îá àëüòåðíàòèâå [2, òåîðåìà 82.2] ðåøåíèå çàäà÷è ñáëèæå-

íèÿ/óêëîíåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè

(ìàêñèìàëüíûì u-ñòàáèëüíûì ìîñòîì) W. Ïðè ýòîì îïòèìàëüíàÿ êîíòðñòðàòåãèÿ

U t x( , , )� ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà íà W [2].

Ðàññìîòðèì äàëåå äâå äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû íà îòðåçêå [ , ]0 � â �
n :

� ( , , ), ,x f x u u P Q� � �1 1 1� � ;

� ( , , ), ,x f x u u P Q� � �2 2 2� � .

Äëÿ êàæäîé ñèñòåìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàâåäåíèÿ åå íà ìíîæåñòâà M1 è M 2 ñî-

îòâåòñòâåííî (ìíîæåñòâà M i çàìêíóòû). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷è íàâåäåíèÿ i-é

ñèñòåìû íà ìíîæåñòâî M i ýêâèâàëåíòíû (â ñìûñëå Í.Í. Êðàñîâñêîãî è À.È. Ñóá-

áîòèíà), åñëè ìíîæåñòâà óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè îáåèõ çàäà÷ Wi ñîâïàäàþò.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîïîñòàâëåíèå íåêîòîðûì

äèôôåðåíöèàëüíûì èãðàì «ê ìîìåíòó» ýêâèâàëåíòíûõ èì äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð

«â ìîìåíò». Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàâåäåíèÿ ñèñòåìû (1) íà öèëèíäðè÷åñêîå ìíîæåñ-

òâî [ , ]0 � � F, ãäå F — çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî �
n . Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ, ÷òî P p� � , Q q� � , P è Q — êîìïàêòû. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íà-

âåäåíèÿ íà F «ê ìîìåíòó». Íà âûáîð ôóíêöèè f ( , , )	 	 	 íàëîæåíû óêàçàííûå óñëî-

âèÿ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíóþ èãðó «â ìîìåíò», ðàñøèðÿåì âîç-

ìîæíîñòè ïåðâîãî èãðîêà, ôîðìèðóþùåãî óïðàâëåíèå u, ââåäÿ äîïîëíèòåëüíîå

óïðàâëåíèå u0 , ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèå 0 èëè 1. Ðàññìîòðèì êîíôëèêòíî-óïðàâëÿå-

ìóþ ñèñòåìó

� ( , , ), , , , ,x u f x u x u u P Qn� � � � �0 0 01� �� { } , (2)

íà ïðîìåæóòêå [ , ]0 � . Â íîâîé ñèñòåìå (2) ïåðâûé èãðîê ðàñïîðÿæàåòñÿ óïðàâëå-

íèÿìè u0 è u, à âòîðîé, êàê è â ñèñòåìå (1), — óïðàâëåíèåì �. Àíàëîãè÷íûå

ñïîñîáû ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå â êëàññå ïðîãðàììíûõ

óïðàâëåíèé [13, 14]. Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàâåäåíèÿ íà ìíîæåñòâî { }� � F. Ïîäîáíàÿ

çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íàâåäåíèÿ «â ìîìåíò». Äîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå

çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû. Áîëåå òîãî, äîêàæåì, ÷òî ñîâïàäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

ïîñòðîåííûå ïî îäíîìó èç ìåòîäîâ ïðîãðàììíûõ èòåðàöèé (èòåðàöèè ñòàáèëü-

íîñòè). Îïðåäåëèì äàííûé âàðèàíò ìåòîäà ïðîãðàììíûõ èòåðàöèé äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìûõ ñèñòåì [15].

Äàëåå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé:

P P P P( ) ( ), ,1 2 0 1� �{ }� ,

M F M F( ) ( )[ , ] ,1 20� �� �� �{ } ;

äëÿ x n� � , � �Q, u P P� �( )1 ïîëîæèì

f x u f x u( ) ( , , ) ( , , );1 � ��
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äëÿ x n� � , � �Q, u P� ( )2 , u u u� �( , )0 , u0 0 1�{ }, , u P� � , ïîëîæèì

f x u u f x u( ) ( , , ) ( , , ).2
0� �� �

Îáîçíà÷èì W ( )1 ìíîæåñòâî óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è íàâåäåíèÿ ñèñòåìû

(1) íà [ , ]0 � � F, à W ( )2 — ìíîæåñòâî óñïåøíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è íàâåäåíèÿ

ñèñòåìû (2) íà { }� � F.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî � �Q ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìûå �-ñèñòåìû:

� ( , ) ( , , ), ,( ) ( ) ( )x f x u f x u x u Pi i n i� � �� �� � ,

íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [ , ] ( , )0 1 2� i � . Ââåäåì, ñëåäóÿ [3, 15], ìíîæåñòâî âñåõ

îáîáùåííûõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé ïåðâîãî èãðîêà â i-é ñèñòåìå íà ïðîìå-

æóòêå âðåìåíè [ , ]
*

t � — ìíîæåñòâî âñåõ ìåð [ , ]
*

( )t P i� � , ñîãëàñîâàííûõ ñ ìå-

ðîé Ëåáåãà íà [ , ]
*

t � . Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî �
t

i

*

( ) . Äëÿ êàæäîãî îáîáùåííîãî

ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ � ( ) ( )

*

i
t

i� � è ïîçèöèè ( , )
* *

t x ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x t x f x u d ui

t t P

i

i

( ) ( ( ), ) ( ( , ))*
( )

[ , ]

( )

*

( )

� �

�
� � � � � .

Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå � � �( )
* *

( )( , , , , )i it x	 .

Ââåäåì îäèí èç âàðèàíòîâ ìåòîäà ïðîãðàììíûõ èòåðàöèé [3, ñ. 233], [15].

Ïóñòü E n� �[ , ]0 � � , E çàìêíóòî, ïîëîæèì

A E t x E ti i
t

i
� � � �( )

* *
( ) ( )

*
( ) ( , ) : : [ , ]:

*
�{ � � � � �� � � � � �( )

* *
( ) ( )( , , , , ) [ ]&i i it x M�

� � �t t t t x E ti i[ , ] ( , , , , ) [ ] .
*

( )
* *

( )� � � � }

Çäåñü E t[ ] îáîçíà÷àåò ñå÷åíèå ìíîæåñòâà E, E t x t x En[ ] : ( , )�{ }� �� . Îòìåòèì,

÷òî A Ei
�
( ) ( ) òàêæå çàìêíóòî.

Ïîëîæèì

A E A Ei i

Q

( ) ( )( ) ( ).� �
��
�

Îïåðàòîð A i( ) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîãðàììíîãî ïîãëîùåíèÿ [3]. Ïîñòðîèì

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ:

W W A W ki n
k

i i
k

i
0 1

0( ) ( ) ( ) ( )[ , ] , ( )� � � � � �



� � .

Èçâåñòíî [15], ÷òî

W ( ) ( ) .i i

k

W�
��
� (3)

Òåîðåìà. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) W W
k k
( ) ( )1 2� äëÿ âñåõ k �� ;

2) çàäà÷à íàâåäåíèÿ ñèñòåìû (1) íà öèëèíäðè÷åñêîå ìíîæåñòâî [ , ]0 � � F ýêâè-
âàëåíòíà çàäà÷å íàâåäåíèÿ ñèñòåìû (2) íà ìíîæåñòâî { }� � F;

3) åñëè ñèñòåìà (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Àéçåêñà, òî è ñèñòåìà (2) òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Àéçåêñà.

Òàêèì îáðàçîì, äàæå ëèíåéíàÿ èãðà «ê ìîìåíòó» ýêâèâàëåíòíà áèëèíåéíîé
èãðå «â ìîìåíò».

Ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà èãðû,
â êîòîðûõ èãðîêè ñòðåìÿòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü/ìàêñèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë ïëàòû.
Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü äâå èãðû ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ó íèõ ñîâïàäàþò
ôóíêöèè öåíû.
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Ñëåäñòâèå. Ïóñòü äèíàìèêà ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (1) è ïåðâûé

(âòîðîé) èãðîê ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü (ìàêñèìèçèðîâàòü) ôóíêöèîíàë ïëàòû

âèäà min ( ( ))
[ , ]t

x t
� 0 �

	 (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ 	 íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ ïîäëèíåéíîãî ðîñòà). Òîãäà ýòà äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà ýêâèâàëåíòíà

èãðå, â êîòîðîé äèíàìèêà ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (2), c ôóíêöèîíàëîì

ïëàòû 	 �( ( ))x .

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÃÎ ÏÎÃËÎÙÅÍÈß

Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî E íåâîçðàñòàþùèì ïî ñå÷åíèÿì, åñëè E t E t[ ] [ ]*
*

�

äëÿ âñåõ t t*
*

, [ , ]� 0 � òàêèõ, ÷òî t t*
*� .

Ëåììà 1. Åñëè E — íåâîçðàñòàþùåå ïî ñå÷åíèÿì çàìêíóòîå ìíîæåñòâî òàêîå,

÷òî [ , ]0 � � �F E, òî è A E( ) ( )2 — íåâîçðàñòàþùåå ïî ñå÷åíèÿì ìíîæåñòâî òàêîå,

÷òî [ , ]0 � � �F E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ( , ) ( )*
*

( )t x A E� 2 . Äîêàæåì, ÷òî ( , ) ( )
* *

( )t x A E� 2

äëÿ t t
*

*.� Çàôèêñèðóåì � �Q. Ñóùåñòâóåò � � �
t*
( )2 òàêîå, ÷òî � �( ) *( , ,2 t

x F
*

, , )� � � è äëÿ âñåõ t t�[ , ]* � � � �( ) *
*( , , , , ) [ ]2 t t x E t� .

Îïðåäåëèì îáîáùåííîå óïðàâëåíèå 
 âî âòîðîé ñèñòåìå, ñîîòâåòñòâóþùåå

îáû÷íîìó óïðàâëåíèþ u0 0� . Ïóñòü � ( , , )u u u p� 0 1 � , ãäå ( , )u u p1 � — ïðîèçâîëü-

íûé ýëåìåíò P. Ïîëîæèì äëÿ êàæäîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà R P� �[ , ]0 �


 �( ) : ( , � ) ,R t t u R� �{ } (4)

ãäå � — ìåðà Ëåáåãà íà [ , ]0 � . Îïðåäåëèì ìåðó �� íà [ , ]*
( )t P� � 2 ïî ïðàâèëó:

êàæäîìó èçìåðèìîìó R t P� �[ , ]*
( )� 2 ñîïîñòàâèì

��� R �
 � �( ([ , ) )) ( ([ , ] ))
*

* ( ) * ( )R t t P R t P� � � � �2 2 .

Çàìåòèì, ÷òî � �� �� �
( )

* *( , , , �2 t t x x ïðè t t t�[ , ]
*

* è � �� ��( )
* *( , , , �2 t t x

� � �� �( ) *
*( , , ,2 t t x ïðè t t�[ , ]* � . Ñëåäîâàòåëüíî,

� � �� ��( )
* *( , , , �2 t x � � �� �( ) *

*( , , ,2 t x F� ,

� �� ��( )
* *( , , , �2 t t x � �� �( ) *

*( , , , [ ]2 t t x E t� äëÿ t t�[ , ]* � ,

� � �( )
* *

*( , , , � , ) [ ] [ ]2 t t x x E t E t
*

� � � äëÿ t t t�[ , ],
*

*

ïîñêîëüêó E íå âîçðàñòàåò ïî ñå÷åíèÿì. Òàêèì îáðàçîì, ( , ) ( )
* *

( )t x A E� �
2 äëÿ

êàæäîãî � �Q. Îòñþäà èìååì ( , ) ( )
* *

( )t x A E� 2 .

Òàêæå, åñëè [ , ]0 � � �F E, òî è [ , ] ( )0 2� � �F E . Â ñàìîì äåëå, åñëè

( , ) [ , ]
* *

t x F� �0 � , òî äëÿ ëþáîãî � �Q � 
 �( )
* * *

( , , , , ) [ ]2 t t x x F E t� � � . �

Êðîìå îáîáùåííûõ óïðàâëåíèé ââåäåì è ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ â i-é �-ñèñ-
òåìå íà îòðåçêå [ , ]

*
t � èçìåðèìûå ôóíêöèè

u ( )
*

( ): [ , ]i it P� � .

Äëÿ êàæäîãî ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ u ( ) ( )i 	 è ïîçèöèè ( , )
* *t x ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êàæäîãî èç óðàâíåíèé

� ( , ( ))( ) ( )x f xi i� 	� u

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x t x( )
* *

� . Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå x t x ,i i( )
* *

( )( , , ( ), )	 	u � .

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî îáû÷íûõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé âêëàäûâàåòñÿ âî
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ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé îïåðàòîðîì, ñòàâÿùèì â ñîîò-

âåòñòâèå u ( ) ( )i 	 îáîáùåííîå óïðàâëåíèå �
u ( )

( )

( )
i

i

	
ïî ïðàâèëó

� �
u

u
( )

( )

( ) ( )( ) : ( , ( )) ,
i

i iR t t t R
	

�� { }

ãäå � — ìåðà Ëåáåãà íà [ , ]0 � .

Èç ïðàâèëà ýêñòðåìàëüíîãî ñäâèãà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî îáîáùåííîãî óïðàâ-

ëåíèÿ � ( ) ( )

*

i
t

i� � è ëþáîé ïîçèöèè ( , )
* *

t x ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êóñî÷-

íî-ïîñòîÿííûõ íåïðåðûâíûõ ñïðàâà ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé u
k
i( ) ( )	 òàêàÿ, ÷òî

x t xi
k
i( )

* *
( )( , , , ( ), )	 	u � ñõîäèòñÿ ê � � �( )

* *
( )( , , , , )i it x	 ðàâíîìåðíî íà [ , ]

*
t � [16].

Ïóñòü u P i� ( ) (i � 1 2, ), � �Q, � � 0 , îáîçíà÷èì S xu
i
,

( ), ( )�
� îòîáðàæåíèå ñäâèãà çà

âðåìÿ � ïî òðàåêòîðèè, âûõîäÿùåé èç ïîçèöèè ( , )0 x , ïîðîæäåííîé ïîñòîÿííûìè

óïðàâëåíèÿìè u è � â i-é ñèñòåìå,

S x x x uu
i i
,

( ), ( )( ) ( , , , , ).�
� � �� 0

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû àâòîíîìíû, èìååì

S x x t t x u tu
i i
,

( ), ( )( ) ( , , , , ) [ , )�
� � �� � � � � �0 .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ � �Q, � � 0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) åñëè u P� ( )2 è u u u p� ( , , , )0 1 � , òî

S Iu,
( ), ,�

�2 �

ãäå I — òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà �
n ;

2) åñëè u P� ( )2 è u u u p� ( , , , )1 1 � , òî

S Su u,
( ),

,
( ),

�
�

�
�2 1�

�
,

ãäå u u u Pp� �� ( , , ) ( )
1

1
� .

Çàôèêñèðóåì � �Q. Ïóñòü u ( ) ( )i 	 — íåêîòîðîå êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ, íåïðå-

ðûâíàÿ ñïðàâà ôóíêöèÿ èç [ , ]
*

*t t â P i( ) . Îáîçíà÷èì � íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

{ }�k
k
m

�1
òàêèõ, ÷òî åñëè � 0 � t

*
, � � �k k k� �
1 , k m� 1, , � m t� * , òî çíà÷åíèå

u ( ) ( )i 	 íà [ , )� �k k
1 ïîñòîÿííî è ðàâíî uk . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî x n
0 � �

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x t t x , S Si i

u

i

u

i
m

m( ) *
*

( )

,

( ),

,

( ),( , , ( ), )0 1

1

u 	 ��
�

�

�

�
�� � ( ).x0 (5)

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå, íåïðåðûâíîå ñïðàâà óïðàâëåíèå

âî âòîðîé ñèñòåìå u ( ) ( )2 	 . Êàê è â îáùåì ñëó÷àå, îáîçíà÷èì � �
�

{ }�k
k
m

1
íàáîð ïî-

ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî åñëè � 0 � t
*

, � � �k k k� �
1 , k m� 1, , è � �m = , òî

u ( ) ( ) ( , , , )2
0 1

t u u u uk k k
p
k� � � , t k k� 
[ , )� �1 , k m� 1, .

Ïîñòðîèì óïðàâëåíèå ïî çàäàííîé ôóíêöèè u ( )2 â ïåðâîé ñèñòåìå ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Âûáåðåì òå íîìåðà k j , äëÿ êîòîðûõ u
k j

0
1� , â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íàáîð

íîìåðîâ

J k u k kk
r�{ =1} { }� ��: , , .

0 1 �

Ïóñòü � � � �0 1 1� � � �
t j rj j k j

*
, , , . Îáîçíà÷èì

� ��
jr . (6)
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

u ( ) ( )
( , , ), [ , ),

~, [ , ],

1 1
1

t
u u t

u t

k
p
k j jj j

�
� �

�

�
�
�
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Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �

Ñðàâíèì îáðàçû äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ ïðîãðàììíîãî

ïîãëîùåíèÿ.

Ëåììà 3. Ïóñòü E — çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, íåâîçðàñòàþùåå ïî ñå÷åíèÿì,

[ , ]0 � � �F E . Òîãäà A E A E( ) ( )( ) ( )1 2� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âíà÷àëå âëîæåíèå A E A E( ) ( )( ) ( )1 2� . Ïóñòü

( , ) ( )* *
( )t x A E� 1 . Òîãäà äëÿ êàæäîãî � �Q ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå óïðàâëåíèå
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Òàêæå äëÿ âñåõ u P� èìååì max , ( , , )
�
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� � �
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ. Äëÿ êàæäîãî c � 0 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

F x x cc
n

� { }� �� : ( )	 . Òîãäà äëÿ êàæäîãî c � 0 çàäà÷à íàâåäåíèÿ ñèñòåìû (1) íà

ìíîæåñòâî [ , ]0 � � Fc ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íàâåäåíèÿ ñèñòåìû (2) íà ìíîæåñòâî

{ }� � Fc .

Çàôèêñèðóåì ïîçèöèþ ( , )t x0 0 , ñóùåñòâóåò � �� ( , )t x0 0 — íèæíÿÿ ãðàíü òåõ c,

ïðè êîòîðûõ çàäà÷à íàâåäåíèÿ (1) íà [ , ]0 � � Fc ðàçðåøèìà. Èç ýêâèâàëåíòíîñòè çà-

äà÷è íàâåäåíèÿ ñèñòåìû (1) íà ìíîæåñòâî [ , ]0 � � Fc è çàäà÷è íàâåäåíèÿ ñèñòåìû (2)

íà ìíîæåñòâî { }� � Fc ñëåäóåò, ÷òî � — íèæíÿÿ ãðàíü òåõ c, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à íà-

âåäåíèÿ (2) íà { }� � Fc ðàçðåøèìà. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè öåíû â îáåèõ çàäà÷àõ

ñîâïàäàþò. �
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