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ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ È ÈÕ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíûå çàäà÷è, ìíîãîêîìïîíåíòíûå ñðåäû, êîìïîçèòû,

ìåæôàçîâîå âçàèìîäåéñòâèå, êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå.

Âûñîêèé óðîâåíü ïðèìåíåíèÿ èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì

÷àñòî ðåàëèçóåòñÿ èõ íåëèíåéíîñòüþ [1]. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ ñèñ-

òåì ñïðàâåäëèâ, â ÷àñòíîñòè, ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, ò.å. òàêîå âàæíîå ïîíÿòèå îïðå-

äåëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è êàê íåêîòîðóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ. Ïîëüçóÿñü ïðèíöèïîì

ñóïåðïîçèöèè, îòäåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ïîñòðîèòü â áîëåå îáùåì âèäå.

Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè íå âûïîëíÿåòñÿ,

ïîýòîìó çíàíèå ïîâåäåíèÿ ÷àñòè îáúåêòà åùå íå ãàðàíòèðóåò çíàíèÿ âñåãî îáúåêòà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòêëèê íà èçìåíåíèå óñëîâèé ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò îò-

äåëüíûõ çíà÷åíèé. Òàêàÿ îñîáåííîñòü íåëèíåéíûõ ñèñòåì èñïîëüçóåòñÿ â äàííîé

ðàáîòå êàê ñèñòåìíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êîðïîðàòèâíûõ èíôîðìàöèîííûõ

ñèñòåì [2] è ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåìíîãî àíàëèçà.

Î÷åíü âàæíî [3] îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó ñëîæíûõ ñèñòåì. Ìîæíî óñëîâíî ïðèíÿòü

íåêîòîðûå èõ ïðèçíàêè. Ñëîæíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç âçàèìíî çàâèñèìûõ ïîäñèñòåì,

êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èåðàðõèè. Âíóòðåííèå ýëåìåíòíûå ñâÿçè áóäóò áî-

ëåå ñèëüíûìè, ÷åì ìåæýëåìåíòíûå. Âñå èåðàðõèè ñèñòåì ñîñòàâëÿþòñÿ ïî íåêîòîðûì

ïîäñèñòåìàì ðàçíûõ òèïîâ. Ðàáîòàþùàÿ ñëîæíàÿ ñèñòåìà íåèçáåæíî âêëþ÷àåò ðåçóëü-

òàò ðàçâèòèÿ äåéñòâóþùåé ïðîñòîé ñèñòåìû. Ïðîãðàììíîìó îáåñïå÷åíèþ ñëîæíûõ

ñèñòåì ïðèñóùà îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòü. Ìîæíî îïðåäåëèòü òàêèå ãëàâíûå

ïðèçíàêè: ñëîæíîñòü ñàìîé ïðîáëåìû, óïðàâëåíèå ïðîöåññîì ðàçðàáîòêè, ãèáêîñòü

ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà è ïîâåäåíèå îòäåëüíûõ ïîäñèñòåì.

Àâòîðû â [4] äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàññìîòðåëè îáùèå ìîäåëè è ìåòîäû ðåøå-

íèÿ çàäà÷ â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè ôèëüòðàöèè. Â [5] ïðåäëà-

ãàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è êîìïüþòåðíûå ìåòîäû ðåàëèçàöèè ìåæôàçíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ â êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëàõ.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÌÅÆÔÀÇÍÎÃÎ ÏÅÐÅÕÎÄÍÎÃÎ ÑËÎß

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå íåêîòîðûõ ìîäåëåé íåëèíåé-

íûõ ñèñòåì, ïðîâîäèòñÿ àíàëèç îáùèõ ìåòîäîâ è èõ êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ.

Êðîìå ìîäóëüíîãî è êîìïîíåíòíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðîàíàëèçèðîâàíû ñòàí-

äàðòíûå áèáëèîòåêè ïðîãðàììíûõ ñèñòåì, ïðè ýòîì àíàëèçèðóåòñÿ ðåàëèçàöèÿ

àáñòðàêòíûõ ïðîãðàììíûõ ñèñòåì.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñâîéñòâ ìàòðèöû è âêëþ÷åíèÿ îñòàþòñÿ íåèç-

ìåííûìè äî è ïîñëå ïðîöåññà ïîëó÷åíèÿ, íàïðèìåð, êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà, ò.å.

íå ó÷èòûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà òåõíîëîãèè èçãîòîâëåíèÿ è îñîáåííîñòè ýêñ-

ïëóàòàöèè ñëîæíûõ êîìïîçèòíûõ ñèñòåì. Àâòîðû â [5] óòâåðæäàëè, ÷òî ìàòåìàòè-

÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ â êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëàõ äîñòàòî÷íî ñëîæíîå

èç-çà îòñóòñòâèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé è ÷òî â îáëàñòè êîíòàê-

òà äâóõ ìàòåðèàëîâ âîçíèêàåò ïåðåõîäíàÿ çîíà. Çäåñü ïðîèñõîäèò ñêëåèâàíèå, ñâà-

ðèâàíèå èëè äèôôóçèÿ ìàòåðèàëîâ. Â [6] ðàññìàòðèâàåòñÿ åùå îäèí — òðåòèé ìà-

òåðèàë äâóõ êîíòàêòèðóþùèõ ìàòåðèàëîâ. Çíà÷èòåëüíóþ ðîëü èìååò îáëàñòü êîí-
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òàêòà ìàòðèöû è àðìèðóþùåãî êîìïîíåíòà. Â îêðåñòíîñòè ðàçäåëà ôàç ìàòåðèàëû

ñâÿçóþùåãî è íàïîëíèòåëÿ âñåãäà îòëè÷àþòñÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè

îò òåõ æå ñâîéñòâ â äðóãèõ îáëàñòÿõ, çàíÿòûõ ýòèìè ìàòåðèàëàìè. Â ýòîé ëîêàëüíîé

îáëàñòè âñåãäà ïðîèñõîäÿò ðàçíîîáðàçíûå ôàçîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èìåííî îáëàñòü

ðàçäåëà ôàç — îñíîâíàÿ îáëàñòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ìîíîëèòíîñòü, ïðî÷íîñòü è äðó-

ãèå ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèòà. Ïîýòîìó öåëü ðàáîòû — ïîñòðî-

åíèå ìîäåëè êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà, êîòîðàÿ îïèðàëàñü áû íà íàëè÷èå ìåæôàçíîé

ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà íå òîëüêî ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ êîìïîíåíòîâ êîìïîçèòà, íî è ïàðà-

ìåòðîâ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà åãî èçãîòîâëåíèÿ.

Äëÿ ôîðìóëèðîâàíèÿ òàêîé ïðîáëåìû è ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ñ äàëüíåéøåé ðàç-

ðàáîòêîé ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ îáðàòèìñÿ ê àíàëèçó ÿâëåíèé íà ïîâåðõíîñòè ðàçäå-

ëà êîìïîíåíòîâ â êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëàõ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü ìåòàëëè-

÷åñêèå êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëèçóþò âàæíûå ÿâëåíèÿ, êîòîðûå

ïðîèñõîäÿò íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà â êîìïîçèòàõ ñ ìåòàëëè÷åñêîé ìàòðèöåé, äî-

âîëüíî ñëîæíûå è íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàííûå. Ìîæíî ïðåäëîæèòü òàêóþ êëàññè-

ôèêàöèþ êîìïîçèòíûõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè, ïî òèïàì õèìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

ìåæäó âîëîêíîì è ìàòðèöåé:

1) âîëîêíî è ìàòðèöà âçàèìíî õèìè÷åñêè èíåðòíûå (íåðåàêöèîííî-ñïîñîá-

íûå) è íåðàñòâîðèìûå (ìåäü–âîëüôðàì, ìåäü–îêèñü àëþìèíèÿ, àëþìèíèé–íåðæà-

âåþùàÿ ñòàëü è ò.ä.);

2) âîëîêíî è ìàòðèöà âçàèìíî õèìè÷åñêè èíåðòíûå, íî ðàñòâîðèìûå

(ìåäü–âîëüôðàì, íèîáèé–âîëüôðàì, íèêåëü–óãëåðîä è ò.ä.);

3) âîëîêíî è ìàòðèöà ðåàãèðóþò ñ îáðàçîâàíèåì ñîåäèíåíèé íà ïîâåðõíîñòè

ðàçäåëà (òèòàí–îêèñü àëþìèíèÿ, ìåäü (òèòàí)–âîëüôðàì, òèòàí–áîð è ò.ä.).

Ñëåäóåò êëàññèôèöèðîâàòü ñèëîâûå ôàêòîðû íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà êîìïîçè-

òîâ. Íåñóùåñòâåííîé íóæíî ñ÷èòàòü ìåõàíè÷åñêóþ ñâÿçü ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîçèò-

íûõ ñèñòåì. Òåì íå ìåíåå èíîãäà äåéñòâóþò ñèëû ñöåïëåíèÿ ÷åðåç òðåíèå è îáæà-

òèå ìàòðèö. Ïðè îòñóòñòâèè ðåàêöèé ìîæíî îïðåäåëèòü óðîâåíü ñâÿçè àðìèðóþ-

ùèõ êîìïîíåíòîâ ñ ïîìîùüþ ñìà÷èâàíèÿ è ðàñòâîðåíèÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà êàïëè

ðàñïëàâà è ãëàäêîé òâåðäîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì îòñóòñòâóþò ÿâëåíèÿ ïåðåíîñà

ìàññû èç îäíîé ôàçû â äðóãóþ.

Âàæíûì òèïîì ìåæôàçíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ðàñòâî-

ðåíèÿ îäíîé ôàçû â äðóãîé. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òàê íàçûâàåìûå òâåðäûå ðàñòâî-

ðû — òâåðäûå ôàçû ñïëàâîâ, â êîòîðûõ ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîíöåíòðàöèÿìè êîì-

ïîíåíòîâ ìîãóò èçìåíåíÿòüñÿ áåç íàðóøåíèÿ îäíîðîäíîñòè. Ïðè îáðàçîâàíèè òâåð-

äûõ ðàñòâîðîâ ïðîèñõîäÿò ôàçîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìîæåò âûäåëÿòüñÿ íîâàÿ ôàçà

â ñòðóêòóðå ãåòåðîôàçíûõ ñïëàâîâ. Ïîýòîìó ïðè ñâÿçè ðàñòâîðåíèåì íà ãðàíèöå

êîíòàêòèðóþùèõ ôàç ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ íîâûå âåùåñòâà, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ ñîå-

äèíåíèåì äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ ñòîéêèõ êîìïîíåíòîâ. Òîãäà â ïðîöåññå

îáðàçîâàíèÿ òàê íàçûâàåìûõ êîìïëåêñíûõ ñîåäèíåíèé îòäåëüíûå ñâîéñòâà êîìïî-

íåíòîâ îêàçûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ñêðûòûìè, ò.å. êîìïëåêñîîáðàçîâàíèå â ðàñòâî-

ðàõ ïðîòèâîïîñòàâëÿåòñÿ íåïðî÷íûì, ìàëî ñòîéêèì ìîëåêóëÿðíûì ñîåäèíåíèÿì.

Ìîæåò âîçíèêàòü ðåàêöèîííàÿ ñâÿçü àêòèâíîé ìàòðèöû è íàïîëíèòåëÿ. Òîãäà â

îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà îáðàçîâûâàåòñÿ íîâàÿ ìàòåðèàëüíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ

çàïîëíÿåò çîíó êîíå÷íîé øèðèíû, íàïðèìåð ïðîìåæóòî÷íàÿ ôàçà — äèáîðèä òèòàíà

TiB2 ïðè âçàèìîäåéñòâèè òèòàíîâîé ìàòðèöû ñ áîðíûì âîëîêíîì.

Îáìåííî-ðåàêöèîííàÿ ñâÿçü õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòî íå îäíîé, à íåñêîëüêèìè

ðåàêöèÿìè. Òîãäà âñëåä çà ðåàêöèåé îáðàçîâàíèÿ äèáîðèäà, ñîäåðæàùåãî òèòàí è

àëþìèíèé, ïðîèñõîäèò îáìåí ìåæäó àòîìàìè òèòàíà ìàòðèöû è äèáîðèäà

àëþìèíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ïåðåíîñ ìàññû.
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ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È Â ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

Íåîäíîðîäíûå è íåëèíåéíûå çàäà÷è ïðåäëîæåííûõ íàìè ñèñòåì íàñòîëüêî

ñëîæíûå, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìåòîäîâ èõ òåîðåòè-

÷åñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñîâñåì íåäîñòàòî÷íî. Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé, êîòîðûå ïðîôåññèîíàëüíî âëàäåþò ñîâðå-

ìåííûìè ñðåäñòâàìè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÷àñòî ñîâñåì íå ïðîèí-

ôîðìèðîâàíû îòíîñèòåëüíî âîçìîæíîñòåé ïðåäâàðèòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

èññëåäîâàíèÿ ìîäåëèðîâàííûõ èìè çàäà÷. À ýòî î÷åíü âàæíî, íàïðèìåð, äëÿ

íåëèíåéíûõ çàäà÷. Âåäü äëÿ ïîëó÷åíèÿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ ëèøü ïðèáëèæåííûõ

ðåøåíèé êðàéíå íåîáõîäèìà îöåíêà òî÷íîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðèìå-

íÿåìûõ ìåòîäîâ.

Ó÷åò îáùíîñòè ïîäõîäà ê ðàññìîòðåíèþ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ íåîäíî-

ðîäíûõ ñðåä ñòàâèò íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàññìîòðåíèå è èññëåäîâàíèå èõ â

ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ òèïà áàíàõîâûõ.

Ïóñòü R n — n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâåííî � îçíà÷àåò

îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü â R n . Ãðàíèöà �� ýòîé îáëàñòè ðåãóëÿðíàÿ â òàêîì ïîíèìà-

íèè. Ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå êîíå÷íîå îòêðûòîå ïîêðûòèå { }Ui ýòîé ãðàíèöû è òà-

êîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîíóñîâ { }K i äëÿ íåêîòîðîãî � � 0 , ÷òî:

à) äëÿ êàæäîé òî÷êè èç �� ñôåðà ðàäèóñà � ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå ïîëíîñòüþ

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó èç ïîêðûòèÿ { }Ui ;

á) äëÿ êàæäîé òî÷êè èçUi �� êîíóñ ñ âåðøèíîé â ýòîé òî÷êå, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ

ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íåêîòîðîãî êîíóñà K i , öåëèêîì ïðèíàäëåæèò îáëàñòè �.

Ïóñòü � �( , , , )u w t — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ãäå u,� — íåêîòîðîå ñìåùåíèå ýëå-

ìåíòà ñðåäû â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Êîìïîíåíòà w õàðàêòåðèçóåò ñìåùåíèå â

ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê ýòîé ïëîñêîñòè íàïðàâëåíèè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóìåðíûå ïî

äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì çàäà÷è, ò.å. u u x t� ( , ) , � �� ( , )x t , w w x t� ( , ) , ãäå

x x x� ( , )1 2 . Âðåìÿ t ó÷èòûâàåòñÿ â äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ, à èìåííî äëÿ äèíàìè÷åñ-

êèõ çàäà÷ u, � õàðàêòåðèçóþò îòêëîíåíèå îò íåêîòîðîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ñî-

îòâåòñòâåííî â ñòàöèîíàðíûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ w ìîæåò áûòü, â ÷àñòíîñòè, ïðîãè-

áîì ìåìáðàíû, ïëàñòèíû èëè îáîëî÷êè.

Êàê ñïðàâåäëèâî îòìå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ, â ÷àñòíîñòè â [7], ïðè-

ìåíåíèå ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ê ðåøåíèþ âîïðîñîâ âû÷èñëèòåëü-

íîé ìàòåìàòèêè è ñðàâíåíèå îöåíîê íîðìû îïåðàòîðà çàäà÷è â ðàçíûõ ïðîñòðà-

íñòâàõ îïðåäåëåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò âûáîðà ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðà-

íñòâà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óäà÷íî âûáðàííîå ïðîñòðàíñòâî ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà

îöåíêó ñõîäèìîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïîñòðîåííîãî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå

èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Ïîýòîìó îñíîâíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì

ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è áóäåì ñ÷èòàòü ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

Áàíàõà. Íà ýòî ïðîñòðàíñòâî íå íàêëàäûâàåòñÿ òðåáîâàíèå ëèíåéíîñòè, ïîñêîëü-

êó íàøè èññëåäîâàíèÿ îõâàòûâàþò äîâîëüíî øèðîêèé êëàññ íåîäíîðîäíûõ, ñó-

ùåñòâåííî íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ (ýòî áóäåò ñïåöè-

àëüíî ïîä÷åðêèâàòüñÿ) êðàåâûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Wp
l ( )�

Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Çäåñü p — ïîêàçàòåëü ñóììèðóåìîñòè ôóíêöèé, l — ïîðÿäîê îá-

îáùåííîé ïðîèçâîäíîé, à � — îáëàñòü, çàíÿòàÿ ýëåìåíòîì ñðåäû, ïîäëåæàùåé

ðàñ÷åòó.
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ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÊÀÊ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå, íåîäíîðîäíûå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êóñî÷-

íî-íåîäíîðîäíîé îáëàñòè � �T i

i

n

T� �
�

[ , ]0

1

� , ãäå � i — ïîäîáëàñòè äâóìåðíîé

(òðåõìåðíîé) îáëàñòè � ; [ , ]0 T — ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ âðåìåíè êîëåáàíèé t.

Òàêèå ïîäîáëàñòè � i áóäóò òðàêòîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì êàê ïðåäñòàâèòåëüñêèå

ýëåìåíòû íåêîòîðîé êîìïîçèòíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç àðìèðóþùåé

êîìïîíåíòû F i( ) , ñîåäèíåííîé ñ ìàòðè÷íûì ìàòåðèàëîì M i( ) ïîñðåäñòâîì ìåæ-

ôàçíîãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ S
FM
i( ) . Âñÿ îáëàñòü � îãðàíè÷åíà ��, ñîîòâåòñòâåííî

êàæäàÿ èç ïîäîáëàñòåé èìååò ñâîþ ñîáñòâåííóþ ãðàíèöó �� i . Çàìåòèì, ÷òî íà

êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé çàäàþòñÿ (ìîãóò çàäàâàòüñÿ) óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ, íàïðè-

ìåð, àðìèðóþùåé êîìïîíåíòû F j( ) ñ ìåæôàçíûì îáðàçîâàíèåì S
FM

j( ) è ýòîãî

îáðàçîâàíèÿ ñ ýëåìåíòîì ìàòðè÷íîãî ìàòåðèàëà M j mj( ) ( , ,... , )� 1 2 (ðèñ. 1).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñëå-

äñòâèå ðàçáèåíèÿ îáëàñòè � íà îò-

äåëüíûå ïîäîáëàñòè � i áóäóò èìåòü

ìåñòî êðàåâûå óñëîâèÿ, îòëè÷íûå îò

èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå. Ýòî êàñàåò-

ñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïîäîáëàñòåé, êîòîðûå

ðàñïîëàãàþòñÿ âäîëü ãðàíèöû �� îá-

ëàñòè �. ×òî êàñàåòñÿ ïîäîáëàñòåé,

ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè îáëàñòè, òî íà

èõ ãðàíèöàõ �� i âïîëíå åñòåñòâåííî

çàäàòü êðàåâûå óñëîâèÿ æåñòêîãî

ñöåïëåíèÿ. Êðîìå òîãî, âûïîëíåííîå

ðàçáèåíèå ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäîáëàñ-

òè, íå èìåþùèå âêëþ÷åíèåì àðìèðó-

þùóþ êîìïîíåíòó F. Ïîýòîìó ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîäîáëàñòåé

� ( ) ( , ,... , )i i n� 1 2 íå ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ìåæôàçíûõ ñëîåâ S j m
FM

j( ) ( , , ... , )� 1 2 . Êîì-

ïüþòåðíî-ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ

ïîäîáëàñòåé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îïåðàòîðíàÿ ôîðìà êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ

çàäà÷:

L P l l S T T ftt� � �� � � � � � � � � � �� � �( , , , , , ) ( , , , , ,( )2
1 2 1 2 01 11 ) . (1)

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ðàñ÷åòà ýëåìåíòà ïëàñòèíû (îáîëî÷êè)

	� � � � � � � � � � � � �� � �( , , , , , ) ( , , , ,( )P h q q S T T N m mtt
4

1 2 1 2 1 2 � �01 11, ) . (2)

Â ïðèâåäåííûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèÿõ P ( )2 è P ( )4 — ñîîòâåòñòâåííî äèô-

ôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû 2- è 4-ãî ïîðÿäêîâ; l l1 2, — îïåðàòîðû êðàåâûõ óñëîâèé;

S — îïåðàòîð óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ; T T1 2, — îïåðàòîðû íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïî ïå-

ðåìåííîé âðåìåíè t. Êðîìå òîãî, f , , , , ,� � � � �01 11 — ïðàâûå ÷àñòè îïåðàòîðíûõ

óðàâíåíèé, êîòîðûå îòâå÷àþò íàçâàííûì âûøå îïåðàòîðàì. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ

óðàâíåíèé (2) èìååì: h — òîëùèíà ýëåìåíòà ïëàñòèíû (îáîëî÷êè); q q1 2, — îïåðà-

òîðû âíåøíèõ óñèëèé; N m m� � �, ,1 2 — ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé è

âíåøíèõ íàãðóçîê. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ñîñòàâëÿþùèõ ñ �tt , T1 è T2

îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñòàöèîíàðíûì êðàåâûì çàäà÷àì ñ ó÷åòîì

óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ.
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Ðèñ. 1. Èçîáðàæåíèå îáëàñòè ïðåäñòàâèòåëüñêîãî
ýëåìåíòà êîìïîçèòíîé ñèñòåìû

� ( )i

	�( )i

M j( )

F j( )

S
FM

j( )



ÏÐÎÅÊÖÈÎÍÍÎ-ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÄËß ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
(ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÅ ÇÀÄÀ×È)

Â ýòîì ðàçäåëå îñíîâíûì ôóíêöèîíàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ïðèíèìàåòñÿ íåêîòî-

ðîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H, ñîîòâåòñòâåííî J H H
 �( )* —

äèàëèçèðóþùåå îòîáðàæåíèå [6] äëÿ H.

Åñëè G — íåêîòîðîå äðóãîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî (ýëåìåíòàìè ýòèõ ïðî-

ñòðàíñòâ åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü h H
 è g G
 ), ïðè÷åì îïåðàòîð Q H G
 �( ) ëèíåéíûé

è òàêîé, ÷òî | | | | | | | |Qh h� äëÿ êàæäîãî h H
 , òî J ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê Q Q* � .

Â [6] äëÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (1) ïðåäëîæåí òàêîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ.

Ïðåäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (1), íàïðèìåð, â âèäå L f� � , ïðè óñëîâèè, ÷òî � 
H, ñîîò-

âåòñòâåííî f H
 * , ñ÷èòàåì âûïîëíåííûìè òàêèå óñëîâèÿ äëÿ îïåðàòîðà L :


 � � � � �Lh Lg h g m h g, | | | |2 � �m 0 , (3)

| | | | | | | |Lh Lg M h g� � � � � 
h g H, . (4)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî óðàâíåíèå L f� � èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå � 
H.

Êðîìå òîãî, ïðè ëþáûõ c
m

M



�

�
�

�

�
�0

2

2
, è íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè z H0 
 ýëå-

ìåíò � (ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L f� � ) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîé ãðàíèöåé èòåðàöèîííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Jz Jz c Lz fi i i� � �� �1 1( ) , (5)

ò.å. � �
��
lim | | | |

n
nz .

Ïîñëåäíþþ èòåðàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îä-

íîøàãîâîãî ÷åáûøåâñêîãî ïðîöåññà [8]

Jz Jz Lz fi i i i� � �� �1 1
 ( ) , ( , , ... , )i K� 1 2 , (6)

ãäå ïàðàìåòð óñêîðåíèÿ




� � � � �
i

i

K

�
� � �

�
2

2 3

2
1 2 2 1( )cos

.
(7)

Çäåñü K — äëèíà ÷åáûøåâñêîãî öèêëà, � �1 2, — ãðàíèöû ñïåêòðà îïåðàòîðà L .

Ïðè íàëè÷èè z0 è z1 ìîæíî ïðèìåíèòü äâóøàãîâûé ÷åáûøåâñêèé èòåðàöèîí-

íûé ïðîöåññ [6, 7]

Jz Jz Lz f J z zi i i i i i i� � � � �� � � �1 1 1 2
 �( ) ( ) , ( , , ... , )i K� 2 3 , (8)

ãäå 
 �i i, — ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ îòäåëüíûì èòåðàöèîí-

íûì ïðîöåññîì [9].

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÀß ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ îäíîé íåëèíåéíîé ñòà-

öèîíàðíîé êðàåâîé çàäà÷è. Â íåîäíîðîäíîé îáëàñòè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1,

ðàññìàòðèâàëàñü ñèñòåìà óðàâíåíèé

� �i u u f x y� � �[ , ] ( , ),1

� � �i u f x y� � �[ , ] ( , ),2 (9)

i � 1 2 3, , ,
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ãäå [ , ]u
u

x y
�

�
�

�

�
�

�

�
�

2

2

2

2

�

�
�

�

�
�

2

2

2

2

u

y x

�

�
�

�
�

�

�
2

u

xy xy

�
— îïåðàòîð, îïðåäå-

ëÿþùèé íåëèíåéíîñòü êðàåâîé çà-

äà÷è [10, 11], �1 2 8� , ; �2 5 5� , ,

�3 7 6� , , f x1 � , f y2 � .

Ñèñòåìà (9) äîïîëíÿëàñü îä-

íîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

u x y� �
�, � 0 (10)

è óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ èäåàëü-

íîãî êîíòàêòà íà ãðàíèöàõ ìåæ-

ôàçíîãî ñëîÿ.

Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà-

÷è, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, èçîáðàæåíî íà ðèñ. 2. Îòìåòèì, ÷òî

êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ îñóùåñòâëÿëàñü ñðåäñòâàìè FEMLAB, ïðåäíàçíà÷åííîãî

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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