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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàí êëàññ ïàðàìåòðè÷åñêèõ îáðàòíûõ çàäà÷ îòíîñèòåëü-
íî äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ îáûêíîâåííûìè ïðîèçâîäíûìè, âèä êîòîðûõ, êàê è çíà÷åíèÿ êóñî÷-
íî-ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ, ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðèíàäëåæíîñòè ñîñòîÿ-
íèÿ ñàìîãî ïðîöåññà òîé èëè èíîé ïîäîáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.
Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å èäåíòèôèöèðóåìûìè ÿâëÿþòñÿ êàê çíà÷åíèÿ êóñî÷-
íî-ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ, ó÷àñòâóþùèõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ, òàê è
ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿþùèå ãðàíèöû ïîäîáëàñòåé íåèçìåííîñòè âèäà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé è ïîñòîÿíñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò â
ìåäèöèíå (êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè), ãåîôèçèêå, ïðè óïðàâëåíèè òåõíè÷åñêèìè
îáúåêòàìè è òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ íà ïðîöåññ èçìåíÿþ-
ùåéñÿ îêðóæàþùåé ñðåäû. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîäîáíûìè ïðîöåññà-
ìè èññëåäîâàëèñü, íàïðèìåð, â [1–6], è ðàññìàòðèâàåìóþ íèæå çàäà÷ó ìîæíî áûëî
áû èññëåäîâàòü, ïðèìåíåíÿÿ ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò, åñëè îíè íå èäåíòèôèöèðîâà-
ëèñü, à áûëè çàäàíû ïîâåðõíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ (ðàçðûâà) ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îòíîñèòåëüíî êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé çàäà÷è, àï-
ïðîêñèìèðóþùåé èñõîäíóþ çàäà÷ó, ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà
ïî èäåíòèôèöèðóåìûì ïàðàìåòðàì äëÿ âûáðàííîãî êðèòåðèÿ èäåíòèôèêàöèè. Ïîëó-
÷åííûå ôîðìóëû ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü äëÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ýôôåêòèâíûå ìåòîäû êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè
ïåðâîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü äèíàìèêà èäåíòèôèöèðóåìîãî ïðîöåññà îïèñûâàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ðàç-
ðûâíîé ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñ ïåðåìåííîé
ñòðóêòóðîé) ñëåäóþùåãî òèïà:
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ãäå x t( ) — n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ñîñòîÿíèå ïðîöåññà;

p El rl� — çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîãäà ñîñòîÿíèå ïðîöåññà ïðèíàäëåæèò

X l t( ) -ïîäîáëàñòè (çîíû) ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âñåâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ïðî-

öåññà X , ò.å. X Xl nt E l L( ) , ,... ,� 	 �1 . Çàäàííûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàìåòðîâ pl

âåêòîð-ôóíêöèè f l Ll (. ,. ), ,... ,�1 , ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè
ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì. Ïîäîáëàñòè
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çàäàþòñÿ ñâîèìè ãðàíèöàìè, îïðåäåëåííûìè íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè

ñêàëÿðíûìè ôóíêöèÿìè g x tl ( , ) , l L� �1 2 1, ,... , , ïðè÷åì äîëæíû áûòü âûïîëíåíû

ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå óñëîâèÿ:
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Âåêòîð-ôóíêöèÿ x t( ) — ðåøåíèå ñèñòåìû (1), ïðåäïîëàãàåòñÿ âñþäó íåïðå-

ðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîé, êðîìå ìîìåíòîâ âðåìåíè t l ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè

íà ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà ïðàâûõ ÷àñòåé g x tl l( ( )) � 0, l L� �12 1, ,... , . Â ýòèõ òî÷êàõ

äëÿ íåêîòîðûõ êîîðäèíàò x t n� �( ), 1� � , òðàåêòîðèè âìåñòî ãëàäêîñòè óäîâëåò-

âîðÿþòñÿ íåêîòîðûå äðóãèå óñëîâèÿ, ñëåäóþùèå èç åñòåñòâåííûõ ôèçè÷åñêèõ

ñîîáðàæåíèé, âûðàæàþùèåñÿ â âûïîëíåíèè äëÿ ýòèõ êîîðäèíàò âåêòîðà x t( )

óñëîâèé ñêà÷êà, íàïðèìåð âèäà
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Êàê ïðàâèëî, èäåíòèôèöèðóåìûå çíà÷åíèÿ pl â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòü êàêèì-ëèáî îãðàíè÷åíèÿì, èñõîäÿùèì èç òåõíè÷åñêèõ è òåõíîëîãè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çîíàëüíûõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðîâ pl ÷åðåç P E l Ll rl� �, ,... ,1 , êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ çàìêíóòûìè è

îãðàíè÷åííûìè, P P P P L� � � �1 2
� .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà (1) áûëî ïðîâåäåíî N íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé çà
åãî äèíàìèêîé ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ

x x i Ni i( ) , , , ... , .0 1 2
0
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Ïðè ýòîì òåêóùåå ñîñòîÿíèå ïðîöåññà áóäåò çàâèñåòü êàê îò åãî íà÷àëüíîãî

ñîñòîÿíèÿ x0 , òàê è îò ôóíêöèé g x t l Ll ( , ), , ,... ,� �12 1, îïðåäåëÿþùèõ îáëàñòè

X l t l L( ), ,... ,�1 , è ñîîòâåòñòâóþùèõ çîíàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ p �

� ( , ,... , )p p pL1 2 , ò.å. x t x t x p g( ) ( ; , , )� 0 . ßñíî, ÷òî íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà è

çîíàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íåçàâèñèìû.
Ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé ìîãóò áûòü êàêèå-ëèáî êîìïîíåíòû èëè âåñü âåê-

òîð ñîñòîÿíèÿ â îòäåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè
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ãäå N i — êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ âðåìåíè, ïðè êîòîðûõ çà ñîñòîÿíèåì îáúåêòà ñ

íà÷àëüíûì óñëîâèåì xi
0

ïðîâîäèëèñü íàáëþäåíèÿ. Ìîãóò íàáëþäàòüñÿ ñîñòîÿíèÿ

îáúåêòà ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ â íåêîòîðûõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè:

x t x p g y t t Ti i ij
ij ij ij ij( ; , , ) ( ), [ , ] [ , ], ,

0 1 10� � �� �� � � � j N i Ni� �1 2 1 2, ,... , , , ,... , , (8)

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2008, ¹ 6 143



ãäå N i — êîëè÷åñòâî âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ ïðè íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè xi
0

, ïðè

êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü íàáëþäåíèÿ çà îáúåêòîì. Íàáëþäåíèÿ ìîãóò áûòü òàêæå è
ñìåøàííîãî òèïà, ò.å. êàê òî÷å÷íûå (6) èëè (7), òàê è èíòåðâàëüíûå (8).

Èññëåäóåìàÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè � �L�1 -ìåðíîé

âåêòîð-ôóíêöèè g x t( , ) è çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ p E r� èç óñëîâèé (1)–(5) è äîïîëíè-

òåëüíûõ óñëîâèé íàáëþäåíèÿ (6), (7) èëè (8). Äëÿ êàæäîãî òèïà íàáëþäåíèÿ (6)–(8)
äîëæåí áûòü âûáðàí ñîîòâåòñòâóþùèé êðèòåðèé êà÷åñòâà èäåíòèôèêàöèè. Íàïðè-
ìåð, â ñëó÷àå íàáëþäåíèé âèäà (7), èñïîëüçóÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé êðèòåðèé êà÷åñ-
òâà, èññëåäóåìóþ çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè ìîæíî ïðèâåñòè ê çàäà÷å ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, çàêëþ÷àþùóþñÿ â ìèíèìèçàöèè ïðè óñëîâèÿõ
(1), (2), (5) ôóíêöèîíàëà [1, 7]:
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Âòîðîå ñëàãàåìîå â (9) ââåäåíî äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè ôóíêöèîíàëà, ãäå � �1 2, —

ïàðàìåòðû ðåãóëÿðèçàöèè; p E r0 � è g E L0 1(. ,. )� � — çàäàííûå æåëàåìûå çíà-

÷åíèÿ èäåíòèôèöèðóåìûõ âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ è ôóíêöèè.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîñêîëüêó èäåíòèôèöèðóåìûìè, êðîìå íåèçâåñòíîãî êîíå÷íî-

ìåðíîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ p, ÿâëÿþòñÿ òàêæå ôóíêöèè g x tl ( , ), l L� �1 2 1, , ... , , òî

ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò åäèíñòâåííîãî ðåøå-
íèÿ ïðè ëþáîì êîíå÷íîì ÷èñëå íàáëþäåíèé N . Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãà-
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E . Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ôóíê-

öèé g x tl ( , ), l L� �1 2 1, , ... , , çàìåíÿåòñÿ èäåíòèôèêàöèåé êîýôôèöèåíòîâ �. Ïðè

ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1), (5), êàê è ôóíêöèîíàë (9), çàâèñèò îò ïàðàìåò-
ðîâ z p� ( , )� , ò.å. x t x t x z( ) ( ; , )� 0 .

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñ-
êîé èäåíòèôèêàöèè íåîáõîäèìî ñîáëþäåíèå îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó
÷èñëîì íàáëþäåíèé è ÷èñëîì èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå
N íàáëþäåíèé çà ïîëíûì âåêòîðîì íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé îáúåêòà íå-
îáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî N r n� �( ) /	 .

Â ñëó÷àå âîçìîæíîñòè íàáëþäåíèé çà òðàåêòîðèåé â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè ÷èñëî íàáëþäåíèé ìîæåò áûòü ìåíüøèì. È íàîáîðîò, åñëè íå âñå êîîðäè-
íàòû íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé íàáëþäàåìû, ò.å. èìåþòñÿ, íàïðèìåð,
íàáëþäåíèÿ
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i

Tj
i

Ti Ti( ) , , ,... , ,� � �12 ,

òî, ó÷èòûâàÿ íàëè÷èå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, äëÿ âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ äâóõ-
òî÷å÷íîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî (1) äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå n n ni Ti0 � � ,
i N�1 2, , ... , , à îáùåå ÷èñëî íàáëþäåíèé N , êàê íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, äîëæíî

óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó ( ) ( )n n n ri Ti

i

N

0

1

� � � �
�
� 	 .
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Òàêèì îáðàçîì, äàëåå â ðàáîòå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ çàäà÷à ïàðàìåòðè÷åñêîé

èäåíòèôèêàöèè îòíîñèòåëüíî êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðà z p E r� � �( , )� 	 , ïðåä-

ñòàâëÿþùàÿ ñîáîé, ñ îäíîé ñòîðîíû, çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, åå ìîæíî ñ÷èòàòü çàäà÷åé êîíå÷íîìåðíîé îïòè-
ìèçàöèè ñïåöèàëüíîãî âèäà (êëàññà). Äàëåå â ðàáîòå áóäóò ïîëó÷åíû ôîðìóëû
äëÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà (9): � � � �J z J z J zp( ) ( ( )), ( ))� , êîòîðûå
ïîçâîëÿþò ôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿä-
êà, à òàêæå èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè (1), (2), (5), (7), (9)
èçâåñòíûå ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ïåðâîãî ïîðÿäêà è ãîòîâûå ïðîãðàì-
ìíûå ñðåäñòâà [7].

2. ÊÎÍÅ×ÍÎ-ÐÀÇÍÎÑÒÍÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÇÀÄÀ×È È ÅÅ ÐÅØÅÍÈÅ

Ïóñòü z p� ( , )� — ïðîèçâîëüíûé äîïóñòèìûé âåêòîð çíà÷åíèé èäåíòèôèöèðóå-
ìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîëó÷èì ôîðìóëû êîìïîíåíò ãðàäèåíòà öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà
ñîîòâåòñòâóþùåé êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìèðîâàííîé çàäà÷è. Èç íåçàâèñèìîñòè

çíà÷åíèé íàáëþäàåìûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé xi
0

, i N�1 2, , ... , , ÿñíî, ÷òî

� � � ��
�
�z z i

i

N

zJ z I z R z z( ) ( ) ( ; )

1

0 , (11)

ïîýòîìó ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ îäíîãî êàêîãî-ëèáî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ (5),
îïóñòèâ ïðè ýòîì èíäåêñ i.

Ðàçîáüåì èíòåðâàë [ , ]0 T íà ðàâíîìåðíûå îòðåçêè M òî÷êàìè t jhj � ,
j M� 0 1, , ... , , h T M� / . Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1) äëÿ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé (5) ïðè ðàçëè÷íûõ i N�1 2, , ... , äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ è âî
èçáåæàíèå ãðîìîçäêèõ ôîðìóë èñïîëüçóåì ÿâíóþ ñõåìó ìåòîäà Ýéëåðà ñ ðàâíî-
ìåðíûì øàãîì, çà èñêëþ÷åíèåì ñîñòîÿíèé, êîãäà òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû ïðèáëèæàåò-
ñÿ ê î÷åðåäíîé ïîâåðõíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ [8–10].

Èòàê, ïóñòü òðàåêòîðèÿ íàõîäèòñÿ â s -é çîíå. Òîãäà ïî ìåòîäó Ýéëåðà èìååì

x x hf x p jj j
s

j
s s s

�
�� � � �1

1 1( , ), ,... ,
 
 , (12)

ãäå 
 s — íîìåð øàãà ìåòîäà Ýéëåðà, ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèÿ ïðèáëèæàåòñÿ íå-
ïîñðåäñòâåííî ê s-é ïîâåðõíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ, ò.å.

g x t g x ts ss

s

s

s
( , ) , ( , ) ,









� ��

�0 0
1

1 s L� �1 2 1, , ... , . (13)

Âîçìîæíû ñëó÷àè íåîäíîêðàòíîãî ïðîõîæäåíèÿ òðàåêòîðèè ÷åðåç íåêîòîðûå
çîíû. Ïðåäëàãàåìûå íèæå ïîäõîä è ôîðìóëû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è â ýòîì
ñëó÷àå.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ çîí

X X X L1 2, ,... , ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ ïî òðàåêòîðèè ñ êàêîé-ëèáî íà÷àëüíîé

òî÷êîé x x( )0 0� . Òîãäà 
0 0� , 
 � 
s s�1 , s L�1 2, ,... , , 
L M� .

Íà 
 s-ì øàãå ìåòîäà Ýéëåðà ðàçäåëèì h íà äâå ÷àñòè: h hs s
1 2

1, � òàê, ÷òî

h h hs s� � �
1 2

1 è òî÷êà

x x h x p f x ps s s ss
s

s
s s


 
 
 
�� � � �1

1
( , , ) ( , ) (14)

ëåæèò íà s-é ïîâåðõíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ, ò.å.

g x t t t s Ls
s

s

s s
( , , ) , , , ,... ,




 
��

� �� � � �1
1 10 12 1. (15)

Äàëåå, äëÿ

h h h x ps s
s

ss

2
1

1
� � � ( , , )


 � (16)

èìååò ìåñòî

x x h f x ps s s
s s


 
 
� �
�

�
�� �1 1

2 1
1

1( , ) . (17)
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Ó ïåðåìåííûõ hs
1

, hs
2

1� èíîãäà áóäåì îïóñêàòü âåðõíèå èíäåêñû è àðãóìåíòû,

ãäå èõ çíà÷åíèÿ î÷åâèäíû. Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ øàãà hs
1

, çàâèñÿ-

ùåå îò ñîñòîÿíèÿ òðàåêòîðèè x s

è ïàðàìåòðîâ ps

s, � , ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ èç

óñëîâèé (14), (15) ïîñëå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (13) ìîæíî âûïîëíèòü ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà çîëîòîãî ñå÷åíèÿ èëè äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîé êîîðäèíàòû x t� ( ) , 1� �� n, âåêòîðà-ôóíêöèè x t( ) íà ïî-
âåðõíîñòè g x ts s( ( )) � 0 èìååò ìåñòî óñëîâèå ñêà÷êà (4), òî ÿñíî, ÷òî äëÿ ýòîé êîîð-
äèíàòû âìåñòî (17) äîëæíî èñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèå

x x h f x xs s s ss s
s

s
�



� �



� �



� �



� � � �
� �

�
� �� � � � � �1 1

2 1 1

1 1
, ( �

�

s

n sx ps� � �
��

1
1, ) . (18)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ èäåíòèôèöèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ òðà-
åêòîðèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (12), (14), (17). Ñ ó÷åòîì ïàðàìåòðèçà-
öèè íåèçâåñòíîé ôóíêöèè g x t( , , )� ïî ôîðìóëå (10) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû äëÿ
ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà

J z
N

x x p piM
T
i

E
i

N

E En r
( ) � � � � � �

�
�1 2

1

1
0

2

2
0

2
� � � �

	
(19)

äèñêðåòèçèðîâàííîé çàäà÷è, òî÷íåå, äëÿ I z x xi
iM

T
i

E n
( ) � �

2
(äàëåå èíäåêñ i, ãäå

åãî çíà÷åíèå íå ïðèíöèïèàëüíî, áóäåì îïóñêàòü) èñïîëüçóåì ïîäõîä, ïðåäëî-
æåííûé â [8–10].

Ââåäåì n-ìåðíûé âåêòîð èìïóëüñîâ:

� j jdI z dx� ( ) / , j M� 0 1, ,... , . (20)

Çäåñü ïðîèçâîäíàÿ ïîíèìàåòñÿ êàê ïîëíàÿ ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòåé (12), (14)

è (17), ò.å. âëèÿíèå èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ x j íà âñå ïîñëåäóþùèå ñîñòîÿíèÿ òðàåê-
òîðèè, â òîì ÷èñëå è íà çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè ïîïàäàíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå âåëè÷èíàìè øàãîâ h h1 2, .

Èç (12) î÷åâèäíî ñëåäóåò

� M

M

M
T

dI z

dx
x x� � �

( )
( )2 ,

(21)

� �j
j

j j

s
j

s

j

jx

x

dI z

dx
E h

f x p

x
�

�

�
� �

�

�

�

�
�
�

�

�
 
 

�

�
�

1

1

1( ) ( , )
, 
 
s sj� � � �1 1 , s L�1,... , . (22)

Çäåñü âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé èìïóëüñîâ ïðîâîäèòñÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ïî j
îò M äî 1, à s — îò L äî 1. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ èìïóëüñîâ â òî÷êàõ òðàåêòîðèè
â îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòåé ïåðåêëþ÷åíèÿ, ò.å. îïðåäåëèì

� �










s

s

s

s

dI z

dx

dI z

dx

�
�

� �1

1

( )
,

( )
.

Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì (20) è çàâèñèìîñòÿìè (14)–(17), èìååì:

� �












s

s

s
sdI

dx
E h x p

f x p

x
s

s s s�
�

�
�

�� � �
�

�

1

1 2
1

1
1( , , )

( , )

s

s

�
��

�
�
�

�

�
 
 1

1� 

, (23)

� � �
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s

s

s

s
s

s

s
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dx

x

x

x

x
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�

�
�

�

�
�

�
�

�
�
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�
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�

�
�
�
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h x p

x
f x p h x p

s

s

s ss
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s s
T

s
1

1

( , , )
[ ( , )] ( , ,
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s s sf x p

x

s

s

s
)

( , )�

�

!
"
�

#�
�

�1

�
�

�

�
��

�
� 

�
�

�
�h x p

x
f x p

s

s

s ss
s

s s

T
2

1

1

1

1( , , )
( ,








 
�
� . (24)
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Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñêà÷êà (4) äëÿ êàêîé-ëèáî �-é êîîðäèíàòû âåêòîðà x t( )

íà ïîâåðõíîñòè g x ts s( ( )) � 0 èç ñîîòíîøåíèÿ (18) âìåñòî (23) äëÿ ýòîé êîîðäè-

íàòû áóäåì èìåòü

� � �
�



�

 �




�



s s

s

s

s
s s

s s
h x p

f x p

x

� �
�
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�
� �

�

�

1
2

1
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1

1
( , , )

( , ),
�

�

�
�

�

�

 
 

�
�

�

s 1

.

Ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ � �h x p xs s
s

s
1 ( , , ) /


 
� . Ëèíåàðèçóåì ïîâåðõíîñòü ïåðå-

êëþ÷åíèÿ g x ts ( , ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ( , )x ts

s






�
�

1
1 òàêîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (15):

g x t g x ts s s

s
( , , ) ( , , )� �
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1
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Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ
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áóäåì èìåòü g x t A x A t As
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i

n

n n( , ; )� � � �
�

� ��
1

1 2 . ßñíî, ÷òî g x ts s
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( , ; )




 ��

� �1
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� � �( , )A x A t As
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1

1 1 2 0, ãäå A A A An
T� ( , ,... , )1 2 , h t t

s s1 1� ��
 
 ,

h t t
s s2 1 1� �� �
 
 . Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëó (14), ïîëó÷àåì

( , ) ( , ( , , ) ( , ))A x A h x p f x p A t As s s

ss
s

s s n n

 
 



�� � �� � �1 1 1 2 � 0 . (25)

Äèôôåðåíöèðóÿ (25) ïî x s

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
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ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2008, ¹ 6 147



Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â òî÷êå x s
 �1
â ìîìåíò âðåìåíè t t

s s
 � �1 ïåðåñå÷å-

íèÿ òðàåêòîðèåé ñèñòåìû ïîâåðõíîñòè g x ts ( , ) � 0 âûïîëíåíî óñëîâèå

( , ( , )) ( ( , ), ( , ))A f x p A g x t f x ps s n x s s
s s

s

s
 





� � �� �
�

1 1
1*

�

�
�

�
�g x t

t

s

s
( , )

,






1
1

0

s L� �1 2 1, , ... , ,

ò.å. òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû x t( ) íèãäå è íèêîãäà «íå ñêîëüçèò» ïî ïîâåðõíîñòè ïåðå-

êëþ÷åíèÿ g x t s Ls ( , ) , , , ... ,� � �0 1 2 1. Ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ, êîãäà ÷àñòü òðàåêòîðèè

ñèñòåìû [ , ~ ]x x
s s
 
� �1 1 íà èíòåðâàëå âðåìåíè [ ,

~
] [ ,

~
]t t t ts s s s

� � �
 
1 1 ëåæèò íà ïî-

âåðõíîñòè g x ts ( , ) � 0, ïîòðåáîâàëî áû äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé è óñëîæíåíèÿ
ïðèâîäèìûõ íèæå ôîðìóë, íå ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðèíöèïèàëüíûõ ñëîæíîñòåé.

Ïîäñòàâëÿÿ (26) â (24), ó÷èòûâàÿ (16) è òî, ÷òî
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2 1( , , ) ( , , )












� �
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èìååì çíà÷åíèå äëÿ èìïóëüñà � 
s â ïîñëåäíèé ìîìåíò âðåìåíè äî ïåðåñå÷åíèÿ

òðàåêòîðèè x t( ) ñ s-é ïîâåðõíîñòüþ ïåðåêëþ÷åíèÿ:
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s s s sA f x p f x ps s s s1

1
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1[( ( , ), ) ( ( , ),

1
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)]

( , ( , ))
.

A f x p As s n
s
 �

�
�
�

��

!
"
�

#��

(27)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå. Åñëè â ôîðìóëå (22) ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè

h + 0, òî äëÿ âñåõ j s s� ��
 
1 1,... , èìååò ìåñòî , ,lim
h

j j

+

�� �
0

1 0� � .

Åñëè æå ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè h + 0 â òî÷êàõ òðàåêòîðèè ñèñòåìû, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò ïîâåðõíîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ, ò.å. â ôîðìóëàõ
(23), (27) äëÿ j s Ls� � � �
 1 12 1, , ,... , , òî áóäåì èìåòü

, ,lim
( ( , ) ( , ),

h

s s s s
s s

s s sA f x p f x p

+

� �
�

�
�

� �
�

0

1
1

1
1

� �
�


 



 
 
� �1

1
1

)

( , ( , ))A f x p As s n
s
 �

��
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà èëè fs îòëè÷àåòñÿ îò fs�1, èëè ïðè
èõ ñîâïàäåíèè, åñëè p ps s� �1, òî èìïóëüñíûå ïåðåìåííûå òåðïÿò ðàçðûâ ïðè
j s Ls� � � �
 1 12 1, , ,... , , ò.å. â ìîìåíòû âðåìåíè ïåðå÷åñåíèÿ òðàåêòîðèé x t( ) ïî-

âåðõíîñòåé g x tl ( , ) � 0 , l L� �1 2 1, ,... , . Ýòîò ôàêò îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâà ðåøåíèÿ

ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàçðûâíûìè ñèñòåìàìè
èçâåñòåí [1–6] è âåëè÷èíà ñêà÷êà çíà÷åíèÿ ñîïðÿæåííîé ïåðåìåííîé îïðåäåëÿëàñü
ïîñðåäñòâîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ò.å. ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.
Â ïðåäëàãàåìîì âûøå ïîäõîäå âåëè÷èíà ñêà÷êà îïðåäåëÿëàñü ôîðìóëîé (27) è
äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå íå ïîíàäîáèëèñü.

Èñêîìûå êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà ïî ïàðàìåòðàì ps, êàê íåñëîæ-
íî ïîíÿòü, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé [11, 12]:
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1 1

. (28)
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ßñíî, ÷òî äëÿ j s s� ��
 
1 2, ... , íåïîñðåäñòâåííî èç (12) èìååì
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èç (14) èìååì
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. (29)

Ïðîèçâîäíóþ
�

�

h

ps

1 îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ (15) àíàëîãè÷íî (26). Äëÿ ýòîãî ïðî-

äèôôåðåíöèðóåì (25) ïî ps:
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Èç (17) ñëåäóåò
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. (31)

Ïîäñòàâëÿÿ (29)–(31) â (28), ïîëó÷àåì
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1 . (32)

Çàìå÷àíèå. Åñëè òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1) ïðè òåêóùèõ çíà÷åíèÿõ èäåíòèôèöè-
ðóåìûõ ïàðàìåòðîâ z p� ( , )� íåîäíîêðàòíî ïîïàäàåò â êàêóþ-ëèáî çîíó, òî ïîëó-
÷åííûå âûøå ôîðìóëû èçìåíÿòñÿ íåñóùåñòâåííî, à èìåííî, ñîîòíîøåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî èìïóëüñíûõ ïåðåìåííûõ (21)–(27) îñòàíóòñÿ ïðåæíèìè. Ïóñòü ÷èñëî ïðî-

õîæäåíèé òðàåêòîðèè ÷åðåç çîíó X s ðàâíî K , à íîìåðà øàãîâ ìåòîäà Ýéëåðà ïðè

ýòîì áóäóò 
 

s
k

s
k k K� � � �

1
12� , , ,... , . Òîãäà ôîðìóëà (28) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
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. (33)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà (32) ïðèìåò âèä, â êîòîðîì òàêæå áóäåò ó÷àñòâîâàòü
äâîéíàÿ ñóììà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ (33).

Ïîëó÷èì ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà ïî ïàðàìåòðàì ïî-

âåðõíîñòåé ïåðåêëþ÷åíèÿ: � � J z( ). Ó÷òåì, ÷òî çíà÷åíèÿ �s íåïîñðåäñòâåííî âëèÿ-

þò íà èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû òîëüêî â òî÷êàõ íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê

ïîâåðõíîñòÿì ïåðåêëþ÷åíèÿ ïîñðåäñòâîì âëèÿíèÿ íà çíà÷åíèÿ h hs s
1 2

1, � . Òîãäà èç

(14), (17) ñ ó÷åòîì (15) áóäåì èìåòü
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)] . (34)
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Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ � �hs s
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/ � . Èç (10), (14), (15) èìååì
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôîðìóëó â (34), â âåêòîðíîé ôîðìå íåñëîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó
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. (35)

Â öåëîì ïîñëå ñâåäåíèÿ èñõîäíîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåí-
òèôèêàöèè ðàçðûâíîé ñèñòåìû (1), (5), (9) ê åå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè
çàäà÷åé (12), (14), (17), (19) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå âûøå ôîðìóëû è ìå-
òîäû îïòèìèçàöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóð ïðîåêöèè
íàïðàâëåíèÿ ïîèñêà íà äîïóñòèìóþ îáëàñòü.

Â ðåàëüíûõ ðàñ÷åòàõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè âìåñòî ìåòîäà Ýéëåðà (12) ìîæíî
ïðîâîäèòü áîëåå òî÷íûìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð Ðóíãå-Êóòòà. Íî äëÿ òî÷åê òðàåêòî-
ðèè, íàõîäÿùèõñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòåé ïåðåêëþ÷åíèÿ,
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñõåìó ìåòîäà Ýéëåðà, à ñëåäîâàòåëüíî, è âñå ïîëó÷åííûå
âûøå ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà â ïðîñòðàíñòâå èäåíòèôè-
öèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòî íåñóùåñòâåííî óõóäøàåò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè â öåëîì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî ïîâåðõíîñòåé ïåðåêëþ÷åíèÿ, êàê ïðàâèëî,
â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ íåâåëèêî.

3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ È ÈÕ ÀÍÀËÈÇ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè äâèæóùåãîñÿ îáúåêòà â «íå-
îäíîðîäíîé» ïëîñêîñòè, îïèñûâàåìóþ ñëåäóþùåé ðàçðûâíîé ñèñòåìîé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà:

x t
f x p g x t T

f x p g x

-
�
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�
�
�

�
( )

( , ), ( ) , ( , ],

( , ), ( ) ,

1
1

2
2

0 0

0�
(36)

ãäå x t E( )� 4 — ñîñòîÿíèå îáúåêòà; ÷åòûðåõìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè

f x p x p x p x x p x p x T
1

1
1 1

1
1 2

1
2 4 1

1
3 2

1
41 1( , ) ( ; ; ; )� � � � � ,

f x p x p x p x x p x p x T
2

2
1 1

2
1 2

2
2 4 1

2
3 2

2
41 1( , ) ( ; ; ; )� � � � � ,

îïðåäåëÿþùèå çàêîí äâèæåíèÿ îáúåêòà, çàäàíû ñ òî÷íîñòüþ äî íåèçâåñòíûõ ïà-
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ðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâåííî: p p E1 2 2, � . Äëÿ èäåíòèôèêàöèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

p p1 2, è ïîâåðõíîñòè ãðàíèöû ðàçðûâà g x( ) � 0 èìåþòñÿ ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé

çà íà÷àëüíûìè è êîíå÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè îáúåêòà ïÿòèäåñÿòè ðàçëè÷íûõ òðàåê-

òîðèé, èìåþùèõ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé çíà÷åíèÿ

. /x i i i Ei
T

0
40 01 1 01 1 01 1� � � � �; , ( ); , ( ); . ( ) , i �1 2 50, ,... , , (37)

è â êà÷åñòâå êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé — çíà÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (36) ïðè

T � 2 .

Èäåíòèôèöèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

g x t xi i

i

( , ; ) ( )� � �� �
�
�

1

3

0, � � �1 1 2 3 3 1( ) , ( ) , ( )x x x x x� � � . (38)

Äëÿ èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóåì ôóíêöèîíàë

, , , ,J p x T x pj
i

Tj
i

ji
E E

( , ) [ ( ) ] ( )� � �� � � �
��
�� 2

1

4

1

50
2 2

4 2 ,
(39)

ãäå � — ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, çíà÷åíèå êîòîðîãî óìåíüøàëîñü äî 10 5� .

Çíà÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû (36) â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ïîëó÷åíû ðå-

øåíèåì çàäà÷ Êîøè (36), (37) ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû (28): � �z P E
T* * *( , ) ; ; ; ; ; ; ,� � � � � �� 1 2 3 4 1 0 15 7 , êîòîðûå, åñòåñòâåííî,

äîñòàâëÿþò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëó (39) ïðè � + 0.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà ôóíêöèîíàëà â òî÷êå

� �z p E
T0 0 0 70 8 17 3 2 4 3 14 0 2 17� � � � � �( , ) , ; , ; , ; , ; , ; , ; ,� ïðîñòðàíñòâà èäåíòèôèöèðóå-

ìûõ ïàðàìåòðîâ, âû÷èñëåííûå ïî ïðåäëîæåííûì â äàííîé ðàáîòå ôîðìóëàì, à òàê-

æå ñ ïðèìåíåíèåì ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ:

�

�
0

� � �J z

z

J z e J z e

i

i i( ) ( ) ( )
 



2
, (40)

ãäå ei — i-ÿ êîîðäèíàòíàÿ îðòà, i �12 7, ,... , . Çíà÷åíèå 
 ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà
ïîëó÷àåìûå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà; â òàáë. 2 ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû ïðè íàèáîëåå õîðîøî ïîäîáðàííûõ çíà÷åíèÿõ 
.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìè-

íèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (39) ñ ïðèìåíå-

íèåì ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ

íà÷àëüíîé òî÷êîé z 0 , ïðè ýòîì ïîëó÷åí-

íîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà

J * .� � �08676 10 4 ïðè òî÷íîñòè ìåòîäà

ñoïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ �1
310� � , à

òî÷íîñòè îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè

�2
410� � . Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé è ñîïðÿ-

æåííîé çàäà÷ Êîøè äëÿ âíóòðåííèõ òî-

÷åê îáëàñòåé X 1 � { : ( ) }x E g x� �4 0 è

X x E g x2 4 0� � 
{ : ( ) } èñïîëüçîâàëñÿ ìå-

òîä Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ

øàãîì h � 0 01, , çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê,

áëèçêèõ ê ïåðåñå÷åíèþ ïîâåðõíîñòè

g xl ( ) ,� 0 l L� �1 2 1, , ... , .
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Ïàðàìåòðû

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

íà÷àëü-
íûå

ïîëó÷åí-
íûå

òî÷-
íûå

p1
1 0,8 1,00046 1

p1
2 3,2 3,00001 3

p2
1 –1,7 –1,9997 –2

p2
2 –4,3 –4,00001 –4

�1 1,4 1,00072 1

�2 0,2 –0,0004 0

�3 –1,7 –1,4997 –1,5



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Çàäà÷à êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè, ê êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à, ïðè
íàëè÷èè òî÷íûõ ôîðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà öåëåâîãî ôóíêöè-
îíàëà ïî èäåíòèôèöèðóåìûì ïàðàìåòðàì íå ïðåäñòàâëÿåò ñðàâíèòåëüíî áîëüøèõ
ñëîæíîñòåé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ èìåþòñÿ õîðîøî ðàçâèòûå ñòàíäàðòíûå ïðîãðàì-
ìíûå ñðåäñòâà, â ÷àñòíîñòè ïàêåòû ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, òà-
êèå êàê MatLab, MathCAD, Mapple è äð.
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Ò à á ë è ö à 2

Ïàðàìåòðû

Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ

ïî ôîðìóëàì
(32), (35)

ïî ôîðìóëå (40)
ïðè 
 ����6

ïî ôîðìóëå (40)
ïðè 
 �����

p1
1 84,97 86,59 85,45

p2
1 16540,93 16712,52 16654,32

p1
2 –56,98 –53,72 –55,13

p2
2 3199,54 3231,77 3221,87

�1
307,37 305,01 306,14

�2
1592,56 1590,14 1591,31

�3
440,49 442,02 439,99


