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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìîäåëèðîâàíèåì ïðîöåññîâ â îêðóæàþ-

ùåé ñðåäå, òðåáóåò íå òîëüêî çíàíèÿ ôèçèêè ñðåäû è ñàìîãî ïðîöåññà, íî òàêæå

çíàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Êàê ïðàâèëî, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ â

àòìîñôåðå Çåìëè èñïîëüçóþò íåëèíåéíûå òðåõìåðíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðî-

èçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà [1–4]. Èñõîäÿ èç ñëîæíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíÿþò ÷èñëåííûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ. ×àñòî ïðîáëåìà âûáîðà îïòèìàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåëåã-

êîé çàäà÷åé. Òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åíèå áîëåå ðåàëèñòè÷íûõ ðå-

çóëüòàòîâ òðåáóåò á�ëüøèõ çàòðàò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è âðåìåíè, óñîâåðøåí-

ñòâîâàíèÿ ìîäåëè, óòî÷íåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Îãðàíè÷èâàþùèìè êðèòåðè-

ÿìè îáû÷íî âûñòóïàþò âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû è âðåìÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

íåîáõîäèìî èñêàòü êîìïðîìèññ ìåæäó òî÷íîñòüþ ðåøåíèÿ è çàòðàòàìè íà ïîëó÷å-

íèå ýòîãî ðåøåíèÿ.

Òàêèì êîìïðîìèññîì ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ðàñùåïëåíèÿ ïðè

ðåøåíèè ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ [5–9]. Äåéñòâèòåëüíî, íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå

ìíîãîìåðíîé çàäà÷è òðåáóåò áîëüøèõ çàòðàò ðåñóðñîâ è âðåìåíè, ïîñêîëüêó ïðèõî-

äèòñÿ îïåðèðîâàòü ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ðàñùåïëåíèå

èñõîäíîé çàäà÷è íà íåñêîëüêî ïîäçàäà÷ èçáàâëÿåò îò òàêîé íåîáõîäèìîñòè, íî ïðè

ýòîì âíîñèòñÿ îøèáêà â ðåøåíèå [10]. Èñõîäÿ èç ñïåöèôèêè ìîäåëèðîâàíèÿ àòìîñ-

ôåðíûõ ïðîöåññîâ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äàæå ïðèìåíåíèå íèçêîòî÷íûõ ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ ïðèåìëåìî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òîò

ôàêò, ÷òî ïîãðåøíîñòè, âíîñèìûå â ìîäåëü íà ýòàïå åå ïîñòàíîâêè è ïîñòðîåíèÿ,

êàê ïðàâèëî, á�ëüøèå, ÷åì îøèáêè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå

âûñîêîòî÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áåç ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìîäåëè íå äàñò çàìåòíî-

ãî óëó÷øåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Íàìè ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ àääèòèâíî-óñðåäíåííîé ñõåìû ïîêîìïîíåíò-

íîãî ðàñùåïëåíèÿ [11]. Ïîñêîëüêó òàêàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëü-

íûõ âû÷èñëåíèé, òî ìîäèôèêàöèÿ íàïðàâëåíà íà óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà îáìåíîâ

è èõ îáúåìîâ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ. Ïðè òàêîì ðàñùåïëåíèè ìîæíî ñîõðàíèòü ãëàâ-

íûå ïîëîæèòåëüíûå ñâîéñòâà ÷èñëåííîãî ìåòîäà [8, 12, 13] («áåãóùèé» ñ÷åò è ïðè-

åìëåìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè), êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò äîñòàòî÷íî ýô-

ôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîé çàäà÷è.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÑÕÅÌÛ ÐÀÑÙÅÏËÅÍÈß

Ðàññìîòðèì p-ìåðíóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè
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ãäå � � � — ãðàíèöà îáëàñòè ðåøåíèÿ  , u u t x xp� ( , , , )1 � — íåèçâåñòíàÿ

ôóíêöèÿ, f f t x xp� ( , , , )1 � — èñòî÷íèê èëè ñòîê âåëè÷èíû u, � ( )k �

� � ( ) ( , , , )k
pt x x1 � — êîýôôèöèåíò êîíâåêöèè k-ãî íàïðàâëåíèÿ, � ( )k �

� �� ( ) ( , , , )k
pt x x1 0� — êîýôôèöèåíò äèôôóçèè k-ãî íàïðàâëåíèÿ.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå óñëîâèÿ è ïàðàìåòðû ñîãëàñîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî

çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

� ( )k � 0 äëÿ k p� 1,... , .

Åñëè ïðîèçâåñòè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ äèñêðåòèçàöèþ â óðàâíåíèè (1)

ñîãëàñíî îäíîìåðíîé ñõåìå [8, 12], òî ïîëó÷èì ìàòðè÷íî-âåêòîðíîå óðàâíåíèå
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ãäå ~yn�1 — íåèçâåñòíûé âåêòîð, Ak — ìàòðè÷íûé îïåðàòîð n-ãî (ÿâíîãî) ñëîÿ

k-ãî êîîðäèíàòíîãî íàïðàâëåíèÿ, Bk — ìàòðè÷íûé îïåðàòîð ( )n � 1 -ãî (íåÿâíîãî)

ñëîÿ k-ãî êîîðäèíàòíîãî íàïðàâëåíèÿ, � — øàã ïî âðåìåíè.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå óðàâíåíèå äëÿ íåêîòîðîãî k-ãî êîîðäèíàòíîãî
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ãäå bk � �const 0 — íåèçâåñòíûé ñêàëÿðíûé êîýôôèöèåíò. Ñîãëàñíî [8, 12] äèñ-

êðåòíàÿ ôîðìà ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä
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Èñïîëüçóÿ (6) íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ðàç, ïîëó÷àåì
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Ïîëîæèì, ÷òî y y
k
n m n m� � � ��1 1 äëÿ k p� 1, ,� . Ðåøåíèå äëÿ ðàñùåïëåííîé çà-

äà÷è íàõîäèì â âèäå
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ãäå ak � �const 0 — íåèçâåñòíûå ñêàëÿðíûå êîýôôèöèåíòû.
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Íàéäåì òàêèå çíà÷åíèÿ ak è bk , ïðè êîòîðûõ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ äëÿ (9) áóäåò

ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè, êàê è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìåðíîé ñõåìû [8, 12].

Ýòî âîçìîæíî, åñëè äëÿ ðåøåíèé (4) è (9) èìååò ìåñòî îöåíêà
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè � �� �1 1, , m óñëîâèå (13) òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ

âûïîëíåíèÿ îöåíêè (12). Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ìàëîìó
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1. (14)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (13), (14) îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå îöåíêè (10).

Èç ìíîæåñòâà åå ðåøåíèé âûáèðàåì ñèììåòðè÷íîå: a pk � 1/ , b pk � .

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) èìååò îêîí÷àòåëüíûé âèä

y K y p L f
k
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qm s� � � �� �1 � ïðè x � �/ , (15)

y y
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qm qm� ïðè s � 0, (16)
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qm s qm s� � � ��1 1 ïðè x k�� , (17)

y
p

yqm m
k

qm m
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p
� �
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� �
1

1

ïðè x � �/ , (18)

ãäå m � 1 — ïàðàìåòð ñõåìû, k p� 1, ,� , s m� �0 1, ,� , q � 1 2, ,� ,

L I p Bk k� � �( )� 1, K L I p Ak k k� �( )� .

Àëãîðèòì ðàñùåïëåíèÿ (15)–(18) ïîçâîëÿåò ñîâåðøèòü ïåðåõîä íà ñëåäóþùèé

âðåìåííîé ñëîé â äâà ýòàïà. Ïåðâûé ýòàï — ðåøåíèå p îäíîòèïíûõ îäíîìåðíûõ

çàäà÷ ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ. Ïðè÷åì ýòè ðåøåíèÿ ìîãóò ïðîèçâîäèòüñÿ ïàðàë-

ëåëüíî â ñèëó èõ íåçàâèñèìîñòè ïî íà÷àëüíûì äàííûì. Êðîìå òîãî, êðàåâûå óñëî-

âèÿ íå íóæäàþòñÿ â àäàïòàöèè äëÿ ðàñ÷åòà ïî êàêîìó-ëèáî êîîðäèíàòíîìó íàïðàâ-

ëåíèþ. Âòîðîé ýòàï — ñóììèðîâàíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ÷åðåç êàæäûå m øà-

ãîâ. Èíûìè ñëîâàìè, ñâÿçàííûìè ïî íà÷àëüíûì äàííûì ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ýòè äâà

ýòàïà âíå çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè m � 1àëãî-

ðèòì (15)–(18) ñîâïàäàåò ñ àëãîðèòìîì â ðàáîòå [11].

Ïðèìåíåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ðàñùåïëåíèÿ ïðè ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåð-

íîñòè çàäà÷è áîëüøå äâóõ ( p � 2) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé

äàåò çíà÷èòåëüíîå ïðå-

èìóùåñòâî â çàòðàòàõ âðå-

ìåíè ïåðåä ïîñëåäîâàòåëü-

íûìè àëãîðèòìàìè. Ê òîìó

æå ýòîò àëãîðèòì èìååò

ìåíüøåå ÷èñëî îáìåíîâ

äàííûìè â ñðàâíåíèè

ñ àëãîðèòìîì â [11]

(ðèñ. 1). Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè îáîçíà÷èòü T1 âðåìÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè m � 1 ,
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Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ ìîäèôèöèðîâàííûì àëãîðèò-
ìîì (15)–(18)



T� — âðåìÿ ðåøåíèÿ ïðè m � � � , ò.å. áåç ïðåîáðàçîâàíèÿ (18), òî

T T T T mm � � �� �( ) /1 è óæå ïðè m � 10 èìååì 90 % òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíîãî

óìåíüøåíèÿ âðåìåíè ðåøåíèÿ.

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà äèñêðåòíûõ çàäà÷ (5) äëÿ k p� 1, ,� àïïðîêñèìèðóåò èñ-

õîäíîå óðàâíåíèå (1) â ñóììàðíîì ñìûñëå. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî [13] äëÿ
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. Ïîýòîìó ñõåìà

(15)–(18) àïïðîêñèìèðóåò çàäà÷ó (1) óñëîâíî ïðè � � 0, hk � 0 è ( / )� hk � 0 â

ñóììàðíîì ñìûñëå ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì ïî âðåìåíè.

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ

Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H0 íà ìíîæåñòâå âåêòîðîâ
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, hk — øàã ðàâíîìåðíîé ñåòêè k-ãî êîîðäèíàòíîãî íàïðàâëåíèÿ,

( )nk � 1 — êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè k-ãî êîîðäèíàòíîãî íàïðàâëåíèÿ, M �
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1 1

1
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Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê áóäåì îïóñêàòü ñèìâîëû ñóììèðîâàíèÿ

è èíäåêñû, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî íå çàäåéñòâîâàíû â äàííîì ïðåîáðàçîâàíèè.

Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî � ( )k � �const 0, � ( )k � �const 0. Â ðåçóëüòàòå çàïèøåì

A Ak k k� �
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, B Bk k k� �
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, ãäå �
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2 2
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h
�

�
�

( ) ( )2

2
0

2
.

Íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü ñòðóêòóðó ìàòðèö
~
Ak è

~
Bk â ïðèíÿòîé ôîðìàëèçàöèè.

Ìàòðèöà
~
Ak áóäåò èìåòü åäèíèöû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è �1íà íàääèàãîíàëè, êî-

òîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè ak ýëåìåíòîâ îò ãëàâíîé. Ìàòðèöà
~
Bk áóäåò èìåòü

åäèíèöû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è �1 íà ïîääèàãîíàëè, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè ak ýëåìåíòîâ îò ãëàâíîé. Îñòàëüíûå ïîçèöèè â ìàòðèöàõ áóäóò íóëåâûìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ââåäåíèå ïðîñòðàíñòâà H0 ñóæàåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé

â ñðàâíåíèè ñ çàäà÷åé (15)–(18), ò.å. ôàêòè÷åñêè çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèå yn � 0 ïðè

x ��. Îäíàêî â ïðîñòðàíñòâå H0 ìîæíî ïîëíîöåííî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ñõå-

ìû (15)–(18) ïî íà÷àëüíûì äàííûì è ïðàâîé ÷àñòè [6, 9].

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåñêîëüêî ëåìì.

Ëåììà 1. Ìàòðèöà Bk — íåîòðèöàòåëüíà.
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Òåîðåìà. Äëÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïî ñõåìå (15)–(18), ïðè óñëîâèè
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Èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíî ïîñëåäíþþ ôîðìóëó, ïîëó÷àåì (20).

Çàìå÷àíèå. Â îáùåì ñëó÷àå (íå ó÷èòûâàÿ (19)) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìååò
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ãäå c � 0 — íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (20) ïðè óñëîâèè (19), êàê è îöåíêà (21), ãàðàíòèðóåò

óñòîé÷èâîñòü ñõåìû (15)–(18) ïî íà÷àëüíûì äàííûì è ïðàâîé ÷àñòè. Ïîýòîìó ïî

òåîðåìå Ëàêñà îá ýêâèâàëåíòíîñòè èç óñëîâíîé ñîãëàñîâàííîñòè (àïïðîêñèìàöèè)

ñõåìû (15)–(18) è åå óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ýòîé ðàç-

íîñòíîé ñõåìû ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1)
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ãäå M � const > 0.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ (15)–(18) àääèòèâíîãî ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ [11] äëÿ

ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîé çàäà÷è êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè (1) ïî ñóòè ÿâëÿåòñÿ åãî

îáîáùåíèåì, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî îáìåíîâ äàííûìè è èõ

îáúåì ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè. Ïðèìåíÿåìûé çäåñü ðàçíîñòíûé ìåòîä [8, 12]

ïî âðåìåííûì çàòðàòàì áëèçîê ê ÿâíîé ñõåìå. Ýòè äâà îáñòîÿòåëüñòâà ïîçâîëÿ-

þò óìåíüøèòü îáùåå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, ò.å. ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü åå ðå-

øåíèÿ â ñðàâíåíèè ñ èñõîäíûì àëãîðèòìîì. Ïðè ýòîì ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî âðå-

ìåíè îñòàåòñÿ ïåðâûì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìûì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ àòìîñôåð-

íûõ ïðîöåññîâ.
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Ê íåäîñòàòêàì ïðåäëàãàåìîé ìîäèôèêàöèè ñëåäóåò îòíåñòè óñëîâíóþ ñõîäè-

ìîñòü ìåòîäà. Ïîýòîìó ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ íåîáõîäèìî áðàòü � � �O h s( )1 ,

s � ( ; )0 1 , ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü æåñòêèì îãðàíè÷åíèåì. Èñõîäÿ èç ýòîãî, öåëåñîîá-

ðàçíî ïðèìåíåíèå äàííîãî àëãîðèòìà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ

â àòìîñôåðå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàáîòà â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðîâîäèòñÿ.
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